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Rozumowanie empiryczne, intuicyjne i formalne
w nauczaniu matematyki

{Fragment przygotowanego do druku pierwszego cyklu wykladéw z metodyki naucza-
nia matematyki poswieconego zagadnieniom ogoélnej metodyki matematyki)

1. Intuicja matematyezna a problemy nauczania

1.1. W rozwazaniach na temat nauczania matematyki moéwi sie
niejednokrotnie o ,,intuicji”, o ,,ujeciu intuicyjnym” w przeciwstawienin
do ,,ujecia formalnego”. Te terminy pojawiaja sie rowniez w dyskusjach
zwigzanych z tworezodeia matematyczng. W innym wreszeie znaczeniu
moéwi sie o ,,intuicjonizmie” i ,,formalizmie” w metodologii matematyki.

W toku mig¢dzynarodowego kolokwium, odbytego w roku 1955 w Pary-
zu na temat ,,Rozumowanie w matematyce i w naukach eksperymental-
nych”, J. Porte o§wiadezyl: ,,Jezeli chodzi o pojecie intuicji, nie moge
zrozumieé, o co chodzi — jest jakag intuicja w sensie psychologii, w sensie
uzywanym w pedagogice, pozostawmy ja w spokoju, jest intuicja w scnsie
oczywistofei, to jest czyms istniejacym tylko ze wzgledu na tego, kto
my§li, np. dla mnie intuicyjng teorig zbioréw jest teoria Cantora, ktéra
ma wszystkie zalety, z wyjatkiem tego, ze prowadzi do sprzecznosci
— jezeli sie pdjdzie dalej, cytuje sie czesto przypadek ciggu liczb calko-
wityeh: po kazdej liczbie calkowitej moge napisaé jeszcze jedng; wydaje
mi si¢ to zupelng iluzja, jak umre nie bede moégt nic napisaé. Wedlug
mojego zdania, byloby lepiej wyeliminowaé¢ zupelnie slowo ,,intuicja’
i wszystkie ciemne pojecia, ktore sie z tym wiaza® ([15], str. 95).

J. Porte przesuwa — z pewnym nieco pogardliwym akcentem
— zagadnienie intuicji matematycznej do pedagogiki i psychologii.
Dziedziny te oczywidcie interesuja dydaktyka, wiec nie moze on wyeli-
minowaé ze swoich rozwazan tych ,,ciemnych pojeé”, od ktérych sie odeina
formalista w matematyce. Nie moze on ich wyeliminowaé¢ takze z innych
przyezyn, dlatego, ze istnienie elementéw intuicyjuych w rozumowanin
matematycznym jest potwierdzone przez najwybitniejszych matematykow,
ilekroé tylko zechea oni — zbyt rzadko niestety — wypowiadaé si¢ na
temat wlasnej tworezodei. Zaréwno w toku wspomnianego kolokwinm jak
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1 podczas kongresu odbytego w roku 1938 w Zurychu wielu matematykow
i logikéw wskazywalo na intuicyjno-formalny charakter myslenia mate-
matyka. J. Jorgensen mowil np. ,,Czesto przeciwstawia sie my§l psycho-
logiczna my§li logicznej, by¢ moze jest to czasem gluszne. Ale na pewno
nie jest sluszne zupelnie izolowaé¢ od siebie rézne dziedziny nauki...
»,Mozna mysleé obrazami — i to jest punkt widzenia psychologa, mozna
my§leé symbolami — i to jest punkt widzenia logika”... ,,Obraz w istocie
rzeczy prowadzi do wiekszej liczby zwiazkow, jest bardziej zaangazowany
w rzeczywistodei i my#él, ktéra sie nim posluguje, jest glebsza® ([16].
str. 181-183).

Podezas tego samego kongresu H. Lebesgue stwierdzil, Ze nawet
odkrycie paradokséw, podwazajacych podstawy matematyki ,,naiwnej”
z punktu widzenia formalizmu, nie zdolalo zachwiaé zaufania matematy-
kéw do ich naturalnego ,intuicyjnego” rozumowania. ,Jest faktem’
— mowil Lebesgue — ,,2e w matematyce sa rzeezy, ktérych nie mozna
wyrazié w jezyku z gory ustalonym. A fakty trzebe uznawaé® ([16].
gtr. 179).

H. Poincaré porownywal matematyka bez intuicji do pisarza, ktory
zna doskonale gramatyke, ale nie ma idei. Podobnie jak J. Hadamard,
wigzal on ,jintuicyjne rozumowanie’’ z praca pod§wiadomosei ([18]).
Hadamard wyrdznia nawet typ intuitywny matematyka od typu ana-
lityeznego w zaleznosSei od tego, w jakiej mierze pod§wiadomosé inter-
weniuje w jego myfleniu ([10]). Praca podéwiadomosei wyjasniajy ci
wybitni matematycy nagle ,,0lénienia®, niespodziewane, wydawaloby sie
nieumotywowane, rozwigzania trudnych probleméw, znane im z wlasnych
do§wiadezen,

B. L. van der Waerden konfrontuje ,,pomysl” i ,,rozumowanie’
([22], str. 155), przypisujac tez wiasciwa role pod§wiadomosei. Roéwno-
czednie jednak wszyscy ci matematycy bardzo mocno podkreflaja role
§wiadomego, analitycznego rozumowania, ktére pomyst poprzedza, stwa-
rzajac warunki do jego pojawienia sie, oraz ktére po nim nastepuje, jako
jego kontrola i ,,wypelnianie luk’ z uwzglednieniem kryteriéw formalnych.

Dydaktyk, ktory chee wziaé pod uwage w swych badaniach teore-
tycznych i w praktyce szkolnej te fakty niewatpliwe, ale trudne do opi-
sania i analizowania oraz przez samych uczonych interpretowane bardzo
subiektywnie, staje przed bardzo trudnym zadaniem. Jak shusznie stwier-
dza J. S. Bruner ,,pytania dotyczgce my§lenia intuicyjnego zdaja sie
skupia¢ dokola dwoch wielkich zagadnien, czym jest myg§lenie intuicyjne
i co na nie oddzialywa” ([5], str. 60). Niestety, niewiele o tych problemach
wiemy. Niemniej nie mozemy ich pominaé w naszych rozwazaniach.
Bedziemy wiec staraé sie wydoby¢ przede wszystkim na jaw te elementy
my§$lenia intuicyjnego w matematyce, na ktére mozemy wplywaé w pro-
cesie nauczania. Nie mamy zadnych obiektywnych danych na temat
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ywpodéwiadomodei”, nie mozemy si¢ opiera¢ w nauczaniu matematyki
na oczekiwaniu na watpliwe ,,0l$nienia’ naszych uezniow twoéreza idea.
Szukaé¢ musimy bardziej skonkretyzowanej charakterystyki tak - zwanej
intuicji matematyeznej, charakterystyki przydatnej w kierowaniu ucze-
niem sie matematyki u normalnego, przecietnego ucznia. OczywiScie,
skupiajac naszg uwage na tych bardziej uchwytnych i nadajacych sie
do blizszego zdefiniowania elementach intuicji matematycznej, zdajemy
sobie sprawe z ogromnego uproszezenia i moze nawet sprymityzowania
zagadnienia., Jezeli jednak cheemy nieco rozjasnié te ,,ciemne pojecia’,
o ktérych moéwit J. Porte, musimny sie w pierwszej fazie naszych poszuki-
wali na te uproszezenia zgodzié.

Podobnie, choé moze profciej, przedstawia sie sprawa tak zwanego
rozumowania formalnego w matematyce. Byé moze nie jest trudno okres-
lié, co to jest formalizacja matematycznego roznmowania, choé¢ — jak
wiadomo — iz tym jest troche klopotu. W rzeczywistodci jednak, prak-
tycznie, rozumowanie badacza-matematyka nie jest nigdy w zupel-
nodci sformalizowane, a mimo to uznajemy je za formalne. Wyjasnienie
zwigzanych .z tymi zagadnieniami pojeé, jakie§ choéby tymezasowe,
umowne nadanie sensu pewnym terminom, ktérych uzywa sie w dyskusji
-dydaktycznej w spos6b zupelnie dowolny, wydaje sie konieczne. Sadz¢
przy tym, ze obydwa zagadnienia ,,intuicji” i ,,rozumowania formalnego”
nalezy rozpatrywac lacznie. Sg to bowiem jakby dwie strony tego samego
procesu. W kazdym formalizmie pozostaje jakie§ residuum intuicyjne
(choéby w regulach poshigiwania sie¢ symbolami), w kazdym rozumowaniu
intuicyjnym w matematyce interweniuje poznana uprzednio wiedza
matematyeczna, ktéra ma charakter formalny. Kazde z tych zagadnien
mozna ja$niej przedstawié, gdy sie je konfrontuje z drugim.

1.2. Termin ,,intuicja’ pochodzi od tacifiskiego czasownika ,,intueri”,
©o znaczy ,,0gladac¢”, ,,wgladaé¢”. L. Brunschwieg pisze: ,,Intuicja w pier-
wotnym znaczeniu jest ujeciem pewnego przedmiotu wzrokiem. Poznanie
matematyczne bedzie wiee intuicyjne, jezeli bedzie odnosi¢ sie do pojeé,
ktérym towarzysza obrazy. Zatem geometria taka, jaka stworzyli Grecy,
jest nauka intuicyjng; matematycy, ktérzy uzywali reprezentacji geo-
metrycznych dla rozwigzywania probleméw matematyki abstrakeyjnej,
_poczagwszy od tworeéw geometrii analityeznej do Riemanna i Sophusa
Liego, sa traktowani, zgodnie ze zwyklym znaczeniem tego slowa, jako
matematycy intuicyjni” ([6]). Inny typ pierwotnej intuicji, to intuicja
fizyczna (kinetyczna, dynamiczna, mechaniczna) oparta na innego rodzaju
obrazach, ale interweniujaeca w analogiczny sposéb w mysleniu mate-
matyeznym. Reprezentacje mechaniczne byly tez Zrédlem wielu genial-
nych pomysléw matematycznyeh (por. [22]).

Te pierwotne intuicje przeksztalcaja sie w wyniku doswiadczenia
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naukowego w intuicje wyzszego rzedu, ktéra F. Klein nazywa ,,intuicja
wyrafinowana’”, za§ G. DBouligand ,,intuicja przediuzona’.

G. Bouligand ilustruje takie — jeszeze bardzo proste — ,,przediu-
zenie” nastepujacym przykladem. Caltke podwéjng z funkeji dodatniej
f punktu, okre§lonej w pewnym obszarze plaskim A, mozna interpretowaé
jako: 1° mase ,,plytki” A4, jezeli gesto§é w punkcie X jest réwna f(X)
i 2° objetosé figury przestrzennej zdefiniowanej na obszarze A przez funkcje
f(X). Przy przejéciu do calki potréjnej pierwsza interpretacja przediuza
sie w sposéb naturalny; catka potréjna ma sens fizyczny jako masa bryly.
Druga interpretacja traci sens fizyczny. Ale — jak pisze Bouligand
— ,,byloby to zawodem dla my§li nie méc odnalezé w zwigzku z catka
potréjna obu obrazéw, ktoére nasuwala nam catka podwoéjna. Gest unifi-
kacji wydaje sie¢ nam konieczny choc¢by za cene wielkiego wysilku, t).
skonstruowania — juz bez oparcia w konkrecie — przestrzeni czterowy-
miarowej. To jest wlasnie to, co si¢ proponuje nazywaé intuicjg przediu-
zony” ([2]). Chodzi tu o to, ze w badaniu przestrzeni czterowymiarowej
do§wiadczenie myslowe i obrazy pochodzace z opracowanej poprzednio
teorii przestrzeni tréjwymiarowej moga sugerowaé hipotezy i problemy,
mogg odegraé role idei wiodacych w rozumowaniu, umozliwiaja specy-
ficzne bezpofrednie ,,widzenie’” innego juz rodzaju. O takiej ,,przedlu-
zonej’ intuicji myslat zapewne P. S. Aleksandrow, piszac o pracach unczo-
nych polskich i rosyjskich w dziedzinie teorii mmogosdci i topologii:,,...
w tych pracach spotyka sie co$ wspélnego: odwage, z jakg badacze zajeli
sie zupelnie nowymi obiektami geometrii i analizy oraz sile, z jaka poka-
zali na tych obiektach mozliwoéei naszej intuicji matematyeznej. Zaréwno
w pracach Janiszewskiego jak i Luzina zobaczyliSmy co§ calkiem nowego:
zobaczyli$my, jakimi moga byé twory geometryczne, niepodobne zupelnie
do znanych nam z klasycznych dzialéw geometrii, jednakze zupelnie
dostepne naszej wyobrazni geometrycznej. Z drugiej strony zobaczyliSmy
strukture geometryczna najogélniejszych funkeji mierzalnych — funkeji
tak ogélnych, ze nie daja sie przedstawié w zwykly w matematyce sposéb
— za pomocy wzoré w, a przy tym okazujg sie podobnymi — w prostym
i dcistym sensie — do funkeji cigglych...”. ,,W pracach tych teoria mno-
godci wniosla ze sobg do matematyki nie abstrakeje i schematyzm, ale
bezposrednie »widzenie« nadzwyczaj ogélnych i istotnie waznych kon-
strukeji matematycznych. W ten sposob okazalo sie, ze granice tego, co
w matematyce uwaza sie za pogladowe, moga byé przesuniete bardzo
daleko™ ([1]).

Dla problemdéw nauczania matematyki wazna jest ta wladnie strona
wzajemnych zwiazkéw miedzy formalizmem i intuicja. Intuicja pierwotna
nadaje sens formalizmowi, formalizm ,,przedluza’ intuicje¢, ezyni ja bar-
dziej ,,wyrafinowana’, wzbogaca ja, rozszerza, umozliwia bezpoSredni
wglad w to, co mogloby wydawaé sie pusta abstrakeja; nowa intuicja
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wypelnia trefcig wyzszy stopieri formalnych konstrukeji i ten sam proces
powtarza si¢ na wyzszym poziomie. W tym rozumieniu myslenie intui-
cyjne w stosunku do myflenia formalnego mialoby charakter bardziej
konkretny, bo byloby bardziej nasycone obrazami.

Przyklady podane przez Bouliganda i Aleksandrowa opierajg sie
na reprezentacjach przestrzennych i kinetyezno-mechanicznych. Inny
typ intuicji matematycznej zwigzany jest z rekurencjg i strukturg arytme-
tyczng zbioru liczb naturalnych. Ten rodzaj rozumowania intuicyjnego
byl i jest tematem zainteresowan psychologéw i filozoféw. Nie stronili
od tych zagadnien i wybitni matematycy, jak np. Poincaré, ktéry intuicji
rekurencji poswiecil wiele uwagi w swych publikacjach metodologieznych.
Poincaré upatrywal w intuicji rekurencji jaka§ pierwotna, podstawowsa
intuicj¢ matematyczng. Nie mogge dokladniej w ramach ograniczonego
wykladu przedstawié dyskusji toczgcej sie na ten temat, chece tylko pod-
kre§lié wazne dla dydaktyki rezultaty badan psychologicznych, z ktérych
wynika, Ze nie istnieje jaka§ ,,pierwotna intuicja rekurencji”, ale zdolno§é
do rozumowania rekurencyjnego rozwija sie réwnolegle z rozwojem pojecia
liczby w myS$li dziecka i przyswajaniem sobie przez nie calej struktury
arytmetyki ([9]). Tym niemniej juz uczen szkoly podstawowej potrafi
jednym ,,chwytem mysli”” njaé ogélne twierdzenie o liczbach, wyrazajac
zwrotem ,,i tak dalej” intuicyjne uzasadnienie oparte na rekurencji.

W my§leniu intuicyjnym dostrzegamy dzi§ jeszcze inne elementy.
Mowi sie, np. o ,,intuicji algebraicznej”, wyrazajacej sie w szczegdlnej
latwodci dostrzegania znanych struktur algebraicznych w nowych nie-
jednokrotnie bardzo skomplikowanych sytuacjach matematycznych oraz
zupelnie nieraz zmieniajacej spojrzenie matematyka na dawne, klasyczne
teorie.

Poruszajaec to zagadnienie, chee zwrdci¢ uwage na sprawe ogoélniejszg.
Mozna by sadzié, ze formalny i bardzo abstrakeyjny styl matematyki
wspolezesnej nie sprzyja rozwijaniu intuicji oraz utrudnia postugiwanie
sie przy jej studiowaniu prostymi elementarnymi intuicjami. Jednakze
tak nie jest, przynajmniej w zakresie podstawowych struktur algebraicz-
nych i topologicznych interweniujacych w prawie wszystkich dziedzinach
matematyki i jej zastosowan. Pod formalizmem jezyka, ktorym poshuguje
sie matematyk, mozna doszukaé sie réznych Zrédel abstrakeji, natural-
nych i nieobcych naiwnej mysli. Wielo§é i rozmaito$é modeli ogéluych
struktur sprawia, ze te bardzo abstrakcyjne pojecia sg szezegélnie inten-
sywnie nasycone réznorodnymi intuicjami. Znaczenie tego wlasnie faktu
dla nauki tak wyjas§nia N. Bourbaki: ,,Kazda struktura przynosi z soba
wlasny jezyk, nasycony szezegélnymi rezonansami intuicyjnymi, pocho-
dzacymi z teorii, z ktérych ja wyabstrahowala analiza aksjomatyczna.
Dla badacza, odkrywajacego te strukture nagle w zjawiskach ktore stu-
diuje, jest to jakby modulacja zwracajaca od razu intuicyjny prad jego
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my§li w kierunku niespodziewanym i o§wietlajaca nowym blaskiem mu-
tematyczny krajobraz, w ktérym sie on porusza” ([3]). Nie mozna oczy-
wigcie przenosi¢ dos$wiadczen i mozliwoéei nauki na teren nauczania bez
uwzglednienia ogromnego dystansu dzielacego prymitywna dziatalnogé
ucznia od twoérezej dziatalnodci matematyka. Niemniej juz dzi§ na pod-
stawie pierwszych do$wiadczen w zakresie modernizacji nauczania mate-
matyki szkolnej dostrzegamy szezegdlny rodzaj intuicji rozwijanych u ucz-
niéw przez nowe tresci matematyeczne: elementy teorii zbioréw, algebry
i topologii, mimo ich pozornie bardzo formalnej i symbolicznej oprawy.

Radziecki dydaktyk matematyki W. D. Gonezarow sprowadza wprost
mys$lenie intuicyjne do my§lenia o danej abstrakeyjnej sytuacji za posred-
nictwem jakiego§ jej modelu. ,,Niespodziewane, jak si¢ czasem mowi,
intuicyjne, nagle rozwigzanie mozna wyjasnié (byé moze nie§wiadomym)
postugiwaniem si¢ modelami” ([8], str. 54). Wybér odpowiedniego modelu
niejednokrotnie rozstrzyga o sukecesie. Model moze tez postuzyé do spre-
cyzowania i wyrazenia tworczego pomyshy, co ilustruje w sposéb nie-
zwykle interesujacy w cytowanym poprzednio artykule B. L. van der
Waerden. Wydaje sie, ze kazdy matematyk porusza si¢ mysla w specy-
ficznie dla siebie dogodnym Swiecie modeli i ze pod tym wzgledem zrézni-
cowanie wérod matematykéw jest znaczne. ;

Abstrakeyjny schemat zachowuje tylko cze§é stosunkéw wystepu-
jacych w jego pierwotnych modelach. Ale w mysli tego, kto sie tym sche-
matem posluguje, zostaje pamieé tych modeli, zostaja obrazy niektérych
stosunkéw. Te obrazy towarzysza rozumowaniu, moga nasuwaé nowe
tworeze idee przez wlasciwe analogie. W tym sensie interpretujemy jeden
z aspektow ,,intuieji” jako ,,pamieé” wlasnych do$wiadezenn zdobytych
na nizszym poziomie schematyzacji, ktora zostaje uruchomiona na wyz-
szym juz poziomie abstrakeji, stuzge mysleniu jako system orientacyjnych
znakoéw, pomagajacych przy wyborze drogi w trudnym terenie, wyborze,
ktérego dokonujemy z mniejszym lub wiekszym zaufaniem do ,,rze-
telnofei” tych znakéw, z mniejsza lub wieksza ,,0czywisto$cia”. Jezeli
ta pamieé jest skoncentrowana na tych wlasnogciach modelu, ktére zos-
taly zachowane w schemacie, jej rola jest bardzo twéreza. Czasem jednak
natretny obraz modelu sugeruje jego wlasnodei szezegélne, ktore nie
powinny byé zachowane w schemacie; mowimy wtedy, Ze intuicja zawodzi,
ze prowadzi nas do blednych hipotez. Na przyklad bledne przekonanie
wielu matematykow ubieglych wiekéw, ze nie mozna skonstruowadé funkeji
ciaglej w przedziale i w zadnym punkecie tego przedzialu nie majacej
pochodnej, bylo refleksem intuicyjnego skojarzenia funkeji cigglej z jej
modelem geometrycznym, krzywa, ktorej wyobrazenie oparte bylo na
modelu konkretnym, rysunku lub ruchu. Tak zwana ,,paradoksalnosé”
rozkladu kuli Banacha polega na natretnej ,,pamieci’’ wlasnodei pola
,Zzwyklych” figur geometryeznych, lub pola platéw w sensie analizy,
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o ktorych tu wlagnie nalezatoby zapomnieé. Intuicja w znaczeniu ,,pamieci”
modeli moze wiee odegraé role wiodaca lub przeciwnie hamujaca, jezeli
osobie, przystepujacej do badania matematycznego brak doswiadczenia
myslowego w pewnej dziedzinie.

Przezwyciezenie tej trudnos$ci, uznanie formalnie udowodnionych
— wbrew intuicji pierwotnej — faktéw, prowadzi czesto do intuicji
nowych, ,,wyrafinowanych”, ,,przedtuzonych”. Zapoznanie si¢ np. z do-
wodem mozliwodei ,,paradoksalnego rozkladu' kuli, otwiera droge do
nieznanych poprzednio intuieji dotyezacych miary. G. Cantor szukajgc
na prézno dowodu intuicyjnego dlan twierdzenia, ze kartezjariskiej prze-
strzeni n-wymiarowej nie mozna odwzorowa¢ wzajemnie jednoznacznie
na kartezjanskg przestrzen jednowymiarows, odkryl ze zdumieniem, ze
— whbrew jego wyobrazeniom — jest to wlasnie mozliwe. Pisal w zwigzku
z tym do Dedekinda: ,,widze to, ale nie wierze w to”! (cytuje za [4], str. 62).
Zauwazmy, ze dzi§ z takim odwzorowaniem bez szezegélnego zdziwienia
zapoznaje sie kazdy studinjaey matematyke. Parafrazujac wypowiedz
wybitnego francuskiego matematyka wspélezesnego A. Lichnerowicza,
mozna by te sytuacje wyjasnié w sposéb nastepujacy: czesto roznica
miedzy ,,intuicyjnym” i ,,formalnym” uznaniem pewnego taktu wynika
'z rOznicy miedzy tym, z czym jesteSmy juz oswojeni, a tym, co jest dla
nas zupelie nowe.

To stwierdzenie kieruje naszg uwage na nowy aspekt ,intuicji”
matematycznej. Matematyk — specjalista w pewnej dziedzinie mate-
matyki — ma tu wiecej intuicji pozytywnyech niz inny matematyk,
réwnie utalentowany, ktory te dziedzine zna, ale ktéry w niej nie pracuje.
Dlaczego tak jest ? Oczywiscie dlatego, Ze pierwszy rozporzgdza wielu
doswiadczeniami, co pozwala mu na sluszne przewidywania i na prze-
prowadzanie skréconych, ale poprawnych rozumowan, przed ich osta-
tecznym sprecyzowaniem. Moze sie¢ wiee w tym swoim $wiecie poruszac
my$la szybko i pewnie, tak jak alpinista porusza si¢ szybko i pewnie
w dobrze mu znanym terenie gérskim, jakkolwiek nie zawsze jest w pelni
§wiadom tego, co kieruje jego decyzjami, wyborem drogi, przewidywaniem
zmiany pogody itd. Poprzednio rozwazaliSmy ,,pamieéd” o modelach,
ktora jest zrédlem pewnych intuicji w dziedzinie ich abstrakeyjnego
schematu; teraz dostrzegamy inng ,,pamieé”, ,pamieé do§wiadczen”
juz na poziomie abstrakecyjnego schematu. Na przyklad czujemy ,,intui-
cyjnie”, ze pewna droga nie doprowadzi do celu w danej sytuacji, poniewaz
mieli§my juz wiele do§wiadezen negatywnych w podobnych sytuacjach.
Doswiadezony matematyk np. nie bedzie proébowal dzi§ szukaé dowodu
hipotezy Fermata takimi srodkami, jakie usilujg tu stosowaé z uporem
laicy. Matematyk po wielowiekowych dog§wiadczeniach w tej dziedzinie
intuicyjnie jest §wiadom, ze problem nie jest natury elementarnej. Byé
moze si¢ myli, nie mniej taka intuicja metodologiczng sie juz kieruje.



56 ' %4. Krygowska

Warto zwrécié uwage na to, jak w matematyce, w jej jezyku i sym-
bolice, odzwierciedla sie ,,pamie¢ modeli”. Wiadomo np., ze terminologia
geometryczna przeniknela do prawie wszystkich dzialéw matematyki
wspélezesnej, bardzo dalekich od geometrii sensu stricto. Otoczenie,
sasiedztwo, brzeg, wnetrze, punkt i bardzo wiele innych terminéw geo-
metrycznych wystepuje dzi§ w réznych abstrakeyjnych i niegeometrycz-
nych teoriach. Podobng kariere zrobily najprostsze terminy i symbole
arytmetyki. Terminy: dodawanie, mnoZenie, suma, iloczyn, dzielnik,
zero, jedynka itp. spotykamy w réznych dzialach matematyki, przy czym
ich sens jest bardzo réznorodny. Pozostaje jednak jakas reszta intuicyjna
w ich interpretacji, dalekie echo, mglista pamieé pierwotnych pojeé¢ aryt-
metycznych. Nazwa ,,macierz zerowa’ nie jest obojetna dla wucznia.
Stwarza analogie pozytywne (modul dodawania, rola zera jako czynnika)
i negatywne (sugestia, ze iloczyn macierzy jest zerem wtedy i tylko wtedy.
ody jeden z czynnikéw jest zerem).

Niewatpliwie intuicja matematyeczna jest zjawiskiem bardzo zlozonym
i oméwione wyzej jej aspekty nie wyczerpuja tego zjawiska. Ale — jak
juz podkre§lalam — dydaktyka przede wszystkim interesuja te fragmenty
mechanizmu tego zjawiska, na ktére moze §wiadomie wplywaé w procesie
nauczania. Ot6z zaréwno ksztalcenie ,,pamieci wlasnosei modeli” oraz
uczenie techniki pomagania sobie réinego rodzaju modelami — kon-
kretnymi i abstrakeyjnymi — w toku rozwigzywania zagadniern, jak
i ksztaleenie ,,pamieci matematyecznych do§wiadezen”, nie wykracza poza
racjonalng, $wiadomg i planowa dzialalno§é naueczyciela. Dlatego mozemy
7z9daé od niego rozwijania matematyeznych intuicji ucznia, przy zacho-
waniu harmonii miedzy intuicjami i formalnymi elementami metody
matematyeznej w ujeciu dostepnym uczniowi. )

Aby jednak moéc racjonalnie te zagadnienia rozwazadé, trzeba niektore
terminy, ktérymi dotad postugiwali§my si¢ w sposéb do$é ogdlnikowy.
sprecyzowaé¢ tak, aby ich sens w zastosowaniu do nauczania szkolnego
stal sie bardziej konkretny. W szezegdlno§ei trzeba sobie u$wiadomié.
w jakim znaezeniu mozna moéwi¢ o rozumowaniu intuicyjnym w przeciw-
stawieniu do rozumowania formalnego, o strukturze i jej modelach, o me-
todzie aksjomatycznej itp. w skromnym zakresie naiwnej jeszcze matema-
tyki szkolnej. Nalezy takze zilustrowaé te pojecia konkretnymi przy-
kladami i rozwazyé $rodki dydaktyczne sprzyjajace harmonijnemu
rozwojowi zaréwno my$lenia intuicyjnego jak i formalnego ueznia szkoly
podstawowej i $redniej.

2. Wnioskowanie empiryczne, rozumowanie intuicyjne i rozumowanie:
formalne w nauczaniu matematyki w szkole

2.1. Odréznimy przede wszystkim — czesto identyfikowane nie-
stusznie — wnioskowanie empiryczne od rozumowania intuicyjnego.
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Rozumowanie empiryczne, intuicyjne i formalne

Terminu wnioskowanie empiryczne bedziemy uzywaé na oznaczenie
dwoch réznych sytuacji: 1° Uezen obserwuje fizyczne stosunki przestrzen-
ne lub ilogciowe, wystepujace w jego naturalnym otoczeniu, w modelu,
lub na rysunkui bezpoérednio je matematyzujae, to jest opisujac w termi-
nach matematycznych to, co widzi lub stwierdza do§wiadezeniem, formuluje
teze lub hipoteze matematyczng (w pierwszym przypadku niepoprawnie,
w drugim poprawnie); 2° Uczen wykonuje ciag préb matematycznych
(np. obliczenl) i dostrzegajac pewng prawidlowo§é w rezultatach tych
prob formuluje ogdlng teze lub hipoteze matematyezng, a wiee stosuje
metode indukeji w matematyce, tak jak ja stosuje przyrodnik (w pier-
wszym przypadku niepoprawnie, w drugim poprawnie).

Tego rodzaju wnioskowanie nie ma nic wspélnego z tym, co nazywamy
intuicja matematyczna. Stosuje sie je czesto w szkole, jako punkt wyjscia
przy formulowaniu twierdzenia lub poszukiwaniu jego dowodu. Jezeli
np. uczennica rozwigzujace zadanie geometryczne
zilustrowane konfiguracja przedstawiong na ry-
sunku 1 (< B i< D maja byé proste, AB = CD,
BC = ED) korzysta z przestanki, ze <t ACE jest
prosty, bo to widzi na dokladnie wykonanym
rysunku, to nie mamy tu do eczynienia z rozu-
mowaniem intuicyjnym, ale z niepoprawnym
c wnioskowaniem empirycznym pierwszego rodza-
ju, polegajacym na przenoszeniu wiznalnego spo-
strzezenia pewnej wlasno§ei modelu wprost do
danej matematycznej sytuacji. Jest to empiryzm
niepoprawny, cheé¢ z danych zadania wynika, ze
D £ < ACE jest prosty. Wnioskowanie z rysunku bylo-
by poprawne, gdyby uczennica sformutowata w wy-
niku obserwacji hipoteze matematyczna i nastepnie
ja formalnie zweryfikowala, a wiec gdyby pomyslala ,,byé moze, ze ten kat
tak widocznie na rysunku prosty jest w rzeczywistosei (matematycznej)
istotnie prosty; trzeba sprawdzié, czy to wynika z zalozenn zadania”.

Poprawnie empirycznie rozumuje uczen, ktory majac za zadanie

1
obliczenie sumy: s, = 9 +- 5.3 + 32 +...4+ P
lejno: 8, = 4,8 = ,8 = %, s, = £, dostrzegajac ,,prawidlowo$é” w tym
n

n+1"
W dalszym ciagu nastepuje weryfikacja tego przypuszczenia oparta na
twierdzeniu o indukeji zupelnej. Jest to empiryzm zupelnie innego rodza-
ju niz w poprzednim przykladzie, empiryzm w samej matematyce, a nie
w dziedzinie jej fizycznych modeli.

B A

Rys. 1

znajduje ko-

ciagu oraz formulujac przypuszezenie: ,,to bedzie moze wzor s, =
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2.2. W obu przypadkach —przy postepowaniu poprawnym —ucznio-
wie stwierdzaja: ,,by¢ moze tak jest”, ale wcale nie u§wiadamiaja sobie
zadnej idei, wyjasniajacej, dlaczego ,tak powinno by¢”; takie idee sa
wlagnie charakterystyezne dla rozumowania intuicyjnego. Dwunasto-
letni uezen nie ma przed sobg zadnego rysunku. Z wiadomosei, ze prosto-
kat o bokach dlugodci a, b zawiera si¢ wewnatrz prostokata, ktérego
boki maja dlugosci ¢, d (przy czym wzajemne polozenia bokéw jednego
i drugiego prostokata nie sg ustalone, moga by¢ nieréwnolegle) wysuwa
bezposrednio wniosek, Zze a-b < ¢-d. Oczywiscie, poprawny dowdd tego
twierdzenia na poziomie klasy széstej nie bylby latwy. Uczenn wypowiada
swa teze z poczuciem pelnej oczywistodei, nie dlatego, ze widzi, ale dlatego,
ze wie, przy czym wie nie tylko ,,jak jest’’, ale ,,dlaczego tak musi by¢”.
Stwierdza ,,gdy ten prostokat zawiera sie¢ w drugim, to musi mieé pole
mniejsze”’. Matematyk zdaje sobie sprawe z tego, ze takie stwierdzenie,
ze co§ ,,musi zachodzié¢” nie jest dowodem, i ile klopotu sprawia poprawny
dowéd wladnie faktu rozwazanego przez ucznia. Niemniej uczenl rozumuje
i jest to specyficzne rozumowanie intuicyjne, oparte na przestankach,
co do ktoérych ueczen nie ma watpliwosei, ktérych nie umialby zapewne
sprecyzowaé i w ktorych zostaly jakby skoncentrowane jego rézne dos-
wiadczenia przedmatematyczne (poréwnywanie i mierzenie wielkodei).
W dalszym ciagu zobaczymy, jak ta wlasnie ,,intuicja wielkoseci” bedzie
pewna przeszkoda w rozumieniu innych matematycznych pojeé, ktéra
uczen bedzie musial pokonad rozumowaniem formalnym, np. gdy zauwazy,
ze obszar jednego z dwoch katéw odpowiednich (w ukiadzie dwoch prostych
réwnoleglych przecietych trzecig) zawiera si¢ w obszarze drugiego z tych
katow, jest jego wlasciwg czeScig, a mimo to mozna jeden z tych katéw
nalozyé na drugi przez translacje i sa one przystajace.

Intuicyjnie, a nie empiryeznie, rozumuje uczen, ktéry szukajac wzoru
na ,,n-ty wyraz postepu arytmetycznego”, wypisuje kilka pierwszych wyra-
z6w tego postepu: ay, = a-+r,a; = a+r+4r =a+2r,a, = a+2r+r =
= a+3r, ag = a-+3r+r = a+4r, i nagle stwierdza: ,,juz wiem, to tak
musi byé i dalej, zawsze dodaje po jednym 7, to musi byé a;, = a4 9r,
a wiec ogélnie a, = a-+ (n—1)7”. Rozumowanie ucznia nie jest formalne.
Nie jest tez empiryczne, co wyraznie widzimy, poréwnujae jego odpowiedz
z odpowiedzia innego ucznia, ktéry podobnie oblicza kilka pierwszych
wyrazéw ciagu arytmetycznego i nastepnie zauwaza: ,,w drugim wyrazie
wystepowalo jedno 7, w trzecim 27, w czwartym 3r, to byloby zgodne
Zz wzorem a, = a,+(n—1)r". Ueczen rozumuje tu jak przyrodnik: do-
szukuje si¢ ogdlnego prawa obejmujacego poszczegélne znane przypadki.
Stwierdza, ze ,,tak jest”, ale nie zastanawia sie nad tym, ,,dlaczego tak
byé musi”, co tak silnie interweniuje w my§leniu jego kolegi, ktéry prze-
prowadzony nastepnie £cisty, bo oparty na indukeji matematyeznej,
dow6d twierdzenia o ciggu arytmetycznym uwaza za niepotrzebna for-
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malnosé, bowiem ten dowéd juz niczego do jego przekonania nie dodaje
i jest w istocie rzeczy tylko zalegalizowaniem jego infuicyjnego rozumo-
wania. W drugim przypadku dowdd Scisty jest dla ueznia potrzebna
weryfikacja jego empirycznej, wysunietej z obserwacji kilku szczegélnych
przypadkoéw, hipotezy. Przyklad ten ilustruje wyraznie réznice miedzy
intuicyjnym rozumowaniem i empiryeznym wnioskowaniem, ktére przyj-
muje sie czesto za punkt wyjscia w nauczaniu matematyki. Gdy uczen
méwi: ,,i tak dalej”’, to moze to powiedzenie wyrazaé¢ zaré6wno samg kon-
gtatacje empiryezng, jak i glebokie przekonanie i jasne ujecie ,,jednym
chwytem mysli” calego nieskoniczonego ciagu operacji, oparte na $wiado-
mosci rekurencji. ,,I tak dalej”” w tym ostatnim sensie pojawia sie w rozu-
mowaniach uczniéw bardzo czesto tam, gdzie zastosowano definicje
rekurencyjng jakiego§ terminu.

Podkreslalam kilkakrotnie poezucie oczywistodei towarzyszace rozu-
mowaniu intuieyjnemu zwigzane z tym, ze uczenn wypowiadajac jaka$
teze nie tylko stwierdza ,,tak jest”, ale wyjasnia ,,dlaczego tak by¢ musi”
(czasem jedno i drugie jest zreszta bledne). Inny rodzaj rozumowania
intuicyjnego charakteryzuje sie tym, ze wypowiadane twierdzenie trak-
towane jest jako hipoteza, oparta na prze§wiadezeniu, Ze ,tak powinno by
byé”. Na przyklad uczer odkrywa ,,zasade analogii’” miedzy pojeciami
planimetrii i stereometrii w operacji ,,podnoszenia wymiaru o 1”. Mowi
,8zescian w przestrzeni — to kwadrat w plaszezyznie, kwadrat w prze-
strzeni — to odeinek w plaszezyZnie, kula w przestrzeni — to kolo w pla-
szezyznie”. I sugeruje, ze — wobec tej odpowiedniosci — wzory na pole
sfery i objetosé kuli ,,powinny by powstawaé odpowiednio z wzoréw na
dlugo$é okregu i pole kola przez podniesienie wymiaru”. Zatem z wzoru
o = 2rx powinien wynika¢ wzoér na pole sfery s = (2r)*x, z wzorn k =
=r?z wzor v =r3z. Pierwszy z tych hipotetycznych wzoréw jest praw-
dziwy, drugi falszywy. Niemniej uezen nie zaproponowat ich w wyniku
bezmys$lnego zgadywania, ale przeprowadzil logiczne rozumowanie sui
generis oparte na dostrzezonej analogii w strukturze.

Mysl, ze ze wzgledu na analogie w strukturze ,,btak powinno by byé”,
moze by¢ i jest rzeczywiscie zrédlem wielu matematyeznych idei i pomys-
low. W tej formie intuicji jest chyba jaki§ bardzo istotny element mate-
matyeznego rozumowania, podobnie zreszta jak w intuicyjnym odezueiu,
ze ze wzgledu na analogie w strukturze ,,tak nie powinno by byé”. Méowit
o tym TI. Lebesgue: ,,Gdy protestujemy: to rozumowanie jest na pewno
falszywe! — to byé moze czynimy to czasem dlatego, ze dostrzegamy
absolutnie uderzajacq sprzeczno$é z tym, co dobrze znamy, ale by¢ moze
i dlatego, ze brak nam jest dostatecznej zgodnosei, dostatecznej harmonii
miedzy tym co znamy i otrzymanym rezultatem, dlatego, ze nie byloby
to dostatecznie piekne, lub — rzadziej — ze byloby to zbyt pigkne.
Krétko méwige — zaufanie pojawia sie, gdy rezultat zgadza sie z tym,
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czego oczekiwalismy. Bylaby to podstawa jednak bardzo niepewna dla
naszego zaufania, gdybySmy nie mieli pewnych $rodkéw kontroli” ([16],
str. 119). Analogia w strukturze to dla ucznia wlasnie dostepny mu rodzaj
harmonii. Uczen, ktory jest zdolny ja odkryé, mimo popelmianych bledow
zashuguje na uwage i szezegélng opieke. Jest on bowiem zdolny réwniez
do pewnego rodzaju odwagi matematycznej, bardzo rzadko spotykanej
w szkole. Rozwijanie tego rodzaju intuicji jest zarazem rozwijaniem
odwagi matematycznej uczniéw, koniecznej dla zainteresowania ich
matematyka i pobudzenia samodzielnego wysiltku.

2.3. My$lac o rozumowaniu formalnym w nauezaniu szkolnym nie
myslimy oczywiscie o rozumowaniu sformalizowanym. Mamy natomiast
na uwadze rozumowanie uwazane w praktyce matematycznej za wystar-
czajaco $ciste. Matematyk zadowala si¢ pewnym optimum preeyzji, ktore
nie jest réwnoznaczne z maximum $cislo$ci. To optimum jest uwarunko-
wane réznymi czynnikami. Zalezy ono od tematu i zawilosci zagadnienia,
jak réwniez od tego, ezy miesci si¢ ono w dziedzinie juz dobrze zbadanej,
czy wlasnie w zupelnie nowej. Jest poza tym regulowane zdrowym roz-
sagdkiem i doéwiadezeniem osobistym i grupowym, a nawet pewnym
obyczajem naukowym, panujageym w danym etapie historycznego rozwoju
matematyki. Optimum precyzji matematycznego rozumowania na pozio-
mie szkolnym nie moze byé tez absolutnie z géry zdefiniowane. Zalezy
ono oczywicie od wieku ueznia i jego zaawansowania w formalnym rozu-
mowaniu oraz od §rodkéw logieznych, ktorymi juz rozporzgdza. Zalezy
réowniez od rozwoju dydaktyki, ktéra odkrywa coraz to nowe Srodki wyrazu
my§li matematyeznej ucznia, coraz to bardziej odpowiadajace zaréwno
jego mozliwosciom, jak i naukowym wymaganiom. Wprowadzany do
nauczania szkolnego ostatnio na calym $wiecie ,,jezyk mnogoSciowy”
ulatwia naturalne i réwnoczednie S$cisle formulowanie rozumowan juz
na poziomie szkolnym. Zwigzana z tym jezykiem symbolika oraz schematy
Venna i grafy nmozliwiaja zharmonizowanie obrazowego przedstawienia
matematycznej myéli z precyzja nieznang w tradycyjnej szkole.

O tych sprawach wspomnialam juz w poprzednich wyktadach, po-
wracaé¢ bedziemy do mnich ezesto rozwazajac konkretne przyklady tema-
tow szkolnych.

Matematyczne rozumowanie — nie sformalizowane — zawiera zaw-
sze wiele skrotow i nie do§é precyzyjnie nzasadnionych ogniw. Jednakze
matematyk ma §wiadomosé, ze sg to tylko skréty, ktore nietrudno byloby
rozwinaé, oraz wie, jak to mozna by bylo zrobié. Dopuszcza si¢ je Ta
zasadzie pewnej nczeiwosci naukowej. Mowiae o optimum preeyzji w rozu-
mowaniach szkolnych, my§limy réwniez o pewnej uczciwosei wobee mysli
matematycznej ucznia. Za naruszanie tej zasady nalezy uznaé przesliz-
giwanie si¢ nad takimi istotnymi lukami w rozumowaniu, ktérych uzu-
pelnienie nie byloby w ogéle mozliwe na poziomie danej klasy, ukrywanie
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rego przed uczniami i przedstawianie im psendodowodu jako wzorn mate-
matyeznego rozumowania. W takich przypadkach uczeciwo$é matematyez-
na i pedagogiczna nakazuje u§wiadomienie uezniom pominietego ogniwa,
poinformowanie ich o tym, ze dow6d zostal przeprowadzony i jest znany,
i wyjasnienie pominiecia tego dowodu jego trudnosecig, ezy niemozliwo$eia
przedstawienia go w ramach szkolnego kursu. Niedopuszczalne sg takie
skroty, ktore w istocie rzeczy pokrywaja bledne kolo wynikajace z nie-
okreglenia podstawy rozumowania.

Ten postulat kieruje nasza uwage w strone kryteriéw uznawania
tez matematycznych, ktére muszg byé stopniowo przez ueznia poznawane
1 stopniowo coraz to precyzyjniej rozumiane i stosowane. Takim podsta-
wowym kryterium jest kryterium wywiedlnodci danego twierdzenia
z okreflonej aksjomatyki. Mozna by oczywiseie zarzuci¢ temu stwierdze-
niu, ze nie uwzglednia sie w nim faktéw historyeznych, to jest rozwoju
wielkich teorii matematycznych przed ich aksjomatyzacja oraz praktyki
matematykow, prowadzacych swe badania bez ogladania si¢ w konkretnej
sytuacji na aksjomatyke. Zarzut ten polegalby jednak na nieporozumie-
niu. Student rozwigzujacy w ramach analizy klasycznej jakie§ zagadnie-
nie nie my§li i nie musi my§le¢ o aksjomatyce. T'ym niemniej rozwiazanie
przez niego podane bedzie uznane za poprawne, jezeli ostatecznie zostanie
uznane za teze teorii liczb rzeczywistych, opartej na definicji struktury
ciata zupelnie uporzadkowanego i ciaglego; ta struktura moze byé zdefi-
niowana bezposrednio aksjomatycznie na grunecie teorii mmnogo$ei, lub
konstruowana stopniowo od liczb kardynalnych poczawszy rowniez na
gruncie teorii mnogos$ci, niemniej dla analizy klasycznej taka podstawa
istnieje i z niej 83 wywiedlne twierdzenia analizy. Matematyk moze w swych
badaniach korzystaé z réznych teorii réwnoczednie. Wtedy podstawa
jego rozumowania moze byé bardzo zlozona, krzyzujg sie w niej rézne
podstawowe struktury, definiowalne aksjomatycznie, niemniej potrafi
on te baze swych poszukiwan wskazaé; bez tego nie mozna by roz-
strzygnaé czy jego rozumowanie jest poprawne, czy jego tezy mozna
nznaé.

Bedziemy moéwié, ze uczen rozumuje formalnie, jezeli §wiadomie
stara sie wywiesé w drodze logicznych inferencji pewng teze z okreslo-
nego zespolu innych tez, ktére w danej sytuacji uznano ju# intuicyjnie
lub udowodnione. Moze to mieé miejsce zaréwno w ramach lokalnie
dedukeyjnej organizacji materialu nauczania (tylko pewne fragmenty
kursu zorganizowane dedukcyjnie) w szkole podstawowej, jak 1 w ramach
globalnie dedukeyjnej organizacji kursu matematyki, ktorg proponujemy
dla szkoly éredniej. Dotyczy to takze zardéwno twierdzen teorii, jak i pro-
stych zadan rozwigzywanych przez uecznia samodzielnie. Rozwiazujae
radanie rachunkowe: ,,oblicz objeto§é stoika réwnoboeznego wpisa-
nego w kule o promienin "’ uezen powinien mieé te samg Swiadomosé
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metodologiczna, ktéra ma dowodzac twierdzenia Pitagorasa: odpowiedz
na postawione pytanie (w danym przypadku wzdér na objeto§é stozka)
moze byé¢ uznana za poprawna, jezeli sie ja uda wywieéé ,,rozumowaniem
logicznym” z uznanych poprzednio twierdzen i definicji w ramach aryt-
metyki i geometrii.

Jednym z zasadniczych warunkéw tej §wiadomodci metodologiczne;j,
ktorej rozwinigcie jest waznym celem nauczania matematyki, jest prawid-
lowe rozumienie przez ucznia roli definicji matematycznej. Poprawna
dedukeja wymaga bowiem zdyseyplinowanego poshugiwania sie definicjg.
Brak tej dyscypliny formalnej w mysli ucznia przejawia sie rozmaicie,
miedzy innymi takze w trudnosciach, z jakimi spotyka sie on w deduk-
cyinej geometrii. Wynikajg one w duzej mierze z tego, ze uczniowie w toku
rozumowania nie korzystaja $wiadomie z detinicji, ale odwolujg si¢ do
intuicyjnych obrazéw odno$nych pojeé, przekraczajac od razu tekst
definiensu, gdy my$la o definiendum. Spotykamy tu paradoks dydak-
tyezny. Im bardzej starannie i wszechstronnie pod wzgledem pogladowym
przygotujemy definicje geometryczng, tym wigcej trudnosci natury
metodologicznej bedzie mial uezen, gdy to pojecie stanie si¢ przedmiotem
dedukeji. Im wiecej bowiem uczen ,,wie’’ intuicyjnie o danym przedmiocie,
tym trudniej mu o tej calej ,,wiedzy”’ formalnie jeszcze niezalegalizowanej
zapominaé, gdy ma w toku rozumowania poprawnie korzystaé z definicji.
Na przyklad gdy rozwaza w geometrii proste réownolegle zdefiniowane
jako proste zawarte w jednej plaszcezyznie, rozlgczne lub identyczne, to
nie wolno mu w toku rozumowania powolywaé sie na to, ze sa to proste
w kazdym punkcie ,, réwnoodlegle’ dotad, dokad odpowiednie definicje
i twierdzenia metryczne o tych odleglodciach nie zostang wprowadzone
i twierdzenia udowodnione. Jezeli wiee chcemy najpierw rozwingé geo-
metrie afiniczna, jezeli nie wprowadzili§my zadnych aksjomatéw metryez-
nych geometrii, chcieliby$émy, aby uczen o tych odleglosciach, intuicyj-
nie rozumianych, zapomnial. Nie jest to jednak latwe, bowiem od samego
poczatku nauczania matematyki wlagnie’ i przede wszystkim wlasnosci
metryczne réwnoleglych szezegdlnie starannie przyswajano uczniowi
i utwierdzano je pogladowo odpowiednimi konstrukejami i rachunkami
(w szkole podstawowej wedlug podrecznika polskiego definiuje sie dwie
proste rownolegle, jako dwie proste majace wspdlng prostopadia). Rozumie-
nie réwnoleglych w sensie afinicznym wymaga od ucznia §wiadomego
wyeliminowania tych wszystkich przedstawieri pogladowych i postugi-
wania sie terminem ,,proste réwnolegle” tylko w sensie afinicznej defi-
nicji, wymaga wiec jasnej $wiadomos$ci metodologicznej, ze ten sam
model moze byé potraktowany rozmaicie z punktu widzenia réznych
struktur. 3

Pogladowe nauczanie matematyki w szkole ulatwia wiee, ale réwno-
czeSnie 1 ntrudnia wprowadzenie mysli weznia w dziedzine matematyki
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i jej metod. Jest to zreszta speeyficzna trudnosé nauczania matematyki,
ktorej nie znaja i ktérej nawet nie rozumieja dydaktycy innych przed-
miotéw. Obserwacje i systematyczne badania prowadzone w szkole
ujawniajg, ze w rezultacie skrajnie pogladowego nauczania matematyki
i przesadnej obawy przed jakakolwiek formalizacja, rzekomo niedostepng
uczniowi (eksperymentalne nauczanie w réznych krajach obala juz ten
pewnik), przecietny uczen w ogéle nie umie poslugiwac sie definicja mate-
matyczng, bo najeze$ciej odwoluje sie do bardzo silnie powigzanego

z danym terminem obrazu, a nie do tekstu definicji. Gdy tego obrazu
brak, staje bezradny przed najprostszym problemem, ktérego rozwig-
zanie znalazlby od razu, gdyby tylko zechcial i umial zanalizowaé odpo-

_ wiednig definicje.

2.4. Wszystkie te zagadnienia skupiajg sie dokola podstawowego
zagadnienia dydaktyeznego: zachowania w nauczanin wlagciwego stosunku
miedzy wnioskowaniem empiryeznym, rozumowaniem intuicyjnym i ro-
zumowaniem formalnym, oraz wyznaczenia w procesie my§lenia mate-
matycznego ucznia kazdemu z tych elementéw odpowiedniej funkeji.

Dla unikniecia nieporozumieni przypomnimy krétko raz jeszeze
w jakim sensie tych terminéw bedziemy uzywad.

Bedziemy moéwié o wnioskowaniu empirycznym w dziedzinie mate-
matyki na poziomie nauczania szkolnego w sytuacji, gdy uczen formuluje
hipoteze matematyezng na podstawie 1° obserwaceji i do§wiadczenia w kon-
kretnej fizycznej przestrzeni, ktore w rezultacie matematyzacji wyste-
pujacyeh tu stosunkéw opisuje uzywajac terminéw matematyeznych,
lub 2° indukeyjnych préb juz w zakresie samej matematyki.

Rozumowanie ucznia potraktujemy jako intuicyjne w dziedzinie
matematyki na poziomie szkolnym, jezeli uezenn w toku rozwiazywania
jakiego§ zagadnienia 1° posluguje sie przede wszystkim wyobraznig, .
tj. obrazami pojeé, ktore rozwaza niezaleznie od ich formalnej definicji
i 2° przeprowadza skrétowe rozumowanie oparte na oczywistych dlan
przeslankach niezaleznie od ich wywiedlnodei w ramach danego ukladu,
lub 3° formuluje hipoteze matematyczna oparta na dostrzezonych ana-
logiach, odpowiednio§ciach, odwzorowaniach, lub uzasadnia swe wnioski
niezanalizowang dokladniej rekurencjg.

Wreszcie rozumowanie uecznia uznamy za formalne w dziedzinie
matematyki na poziomie szkolnym, jezeli 1° zdaje on sobie sprawe z przy-
jetej podstawy dedukeji i 2° §wiadomie w toku rozwigzywania zagadnie-
nia stara si¢ kazdy z kolejnych wnioskéw mozliwie precyzyjnie wywiesé¢
z uznanych juz poprzednio w danym ukladzie twierdzen i definicji i 3°
‘korzysta prawidlowo z definicji, a wige uzywa terminu zdefiniowanego
tylko w sensie nadanym mu przez te definicje oraz rozumie, Ze nowy
termin moze wprowadzi¢ do swych rozwazaf po wyja$nieniu jego zna-
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czenia tylko za pomocg termindéw poprzednio juz wprowadzonych i 4° ko-
rzysta prawidlowo z twierdzen, to jest odrywa teze dopiero po dokladnym
skontrolowaniu, czy w danym przypadku sa spelnione zalozenia.

Oczywidcie, uwzgledniajge poziom rozwoju matematyeznej my§li
uecznia, zdajemy sobie sprawe z tego, ze granica miedzy rozumowaniem
intuicyjnym i formalnym w konkretnej sytuacji szkolnej bardzo rzadko
jest wyraZna. Najczefciej rozumowanie ucznia (zresztg i matematyka
takze) jest intuicyjno-formalne. Decydujaca jest tu jednak §wiado-
mos$¢ metodologiczna, to jest rozumeinie, jeszeze moze naiwne ale juz
poprawne, dedukeji.

2.5. Jednym ze $rodkéw harmonizowania tych réznych elementow
my§lenia matematycznego w nauczaniu matematyki jest ,,formalna
legalizacja” intuicyjnych rozumowan uczniéw. Rozumiemy przez to, ze
nauczyciel przyjmuje za podstawe dowodu lub rozwigzania jakiego§
problemu podany przez ucznia intuicyjny szkie, ktérego w tej formie
nie mozna by uznaé za rozwigzanie prawidlowe i wystarczajaco fcisle,
ale ktéry mozna przeksztalei¢ w rozumowanie poprawne i formalne w ra-
mach danej konstrukeji kursu, precyzujae wraz z uezniami uzyte przez
ich kolege pogladowo tylko terminy, thumaczge, rysunkiem i gestem, na
jezyk matematyki obrazowe ilustracje przedstawionego pomyshi, uzu-
pelniajac w toku krytycznej dyskusji pominigte ogniwa dedukeji itp.
Postapimy tak, gdy np. uczen powota sie na intuicyjnie tylko uzasadniony
argument, ze jaka$ funkcja roénie nieograniczenie (,,i tak dalej” moéwi
uezen, ilustrujac to gestem reki), lub gdy w nauce geometrii sugeruje,
ze jedng z figur mozna ,,nasungé’” na druga, nie wskazujace wektora prze-
suniecia i kierujac sie tylko wyobrazeniem tych figur itp.

Oczywiécie nie kazdy pomys! intuicyjny ucznia moze byé formalnie
zalegalizowany w danym ukladzie materiatu. Niemniej ilekroé to jest
mozliwe, powinno byé przedmiotem wnikliwej uwagi nauezyciela i jednym
ze §rodkéw stosowanej przezen strategii dydaktycznej, majacej na celu
wprowadzenie ucznia w matematyczng metode. Postulat ten stawia
nauczycielowi duze wymagania. Musi si¢ on tak swobodnie poruszaé
w materiale nauczania, aby go pomysly uczniéw nie zaskakiwaly, aby
umial szybko ocenié ich warto$é i odréznié zgadywanie od rozumowania.
Kazda rozsadna propozycja ucznia powinna byé dokladnie przedyskuto-
wana. Niemozliwo§é ,,formalnej legalizacji” pomystu ucznia moze byé
tez bardzo wnikliwie przez nauczyciela wykorzystana do wyja$nienia
uczniowi mechanizmu dedukeji. Na przyklad, w kursie stereometrii uczen
proponuje wykonaé konstrukcje plaszezyzny réwnoleglej do danej plasz-
ezyzny i przechodzgcej przez dany punkt przez poprowadzenie przez
ten punkt prostej prostopadlej do danej plaszezyzny i nastepnie przez
skonstruowanie w danym punkeie plaszezyzny prostopadlej do tej proste;j.
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Wszystko to jest ,,nielegalne” w danym momencie kursu. Nie zdefinio-
wano prostej prostopadlej do plaszezyzny, nie wprowadzono metrycznych
aksjomatéw, nie mozna w ogole jeszcze przy przyjetej podstawie udo-
wodnié¢ twierdzenia, ze wszystkie proste prostopadie do danej prostej
w danym jej punkcie zawieraja si¢ w jednej plaszezyznie, itp. Dyskusja
z uczniami zmierzajgca do wyjadnienia tej sytuacji jest bardzo instruk-
tywna z punktu widzenia konsek-
wentnego i stopniowego wprowadza-
nia ith w matematyezna metode.

,My§lenie intuicyjne” — pisze
slusznie J. Bruner — ,,opiera si¢ za-
zwyczaj na doskonalej znajomosei da-
nej wiedzy i jej struktury, co po-
zwala myS$lacemu na dokonywanie
przeskok6w i korzystanie ze skrétow
myslowyeh” ([5], str. 61). Konsekwen-
cje dydaktyczne tego oczywiscie zgod-
nego z faktami twierdzenia sg zupelnie
jasne. Im lepiej uezen opanowal ma-
teriat nauczania, nie mechanicznie ale
ze zrozumieniem jego wewnetrznej
organizacji, tym bardziej sensowne
i przydatne do ,,formalnej legalizacji”
Z\ beda jego intuicyjne, skrétowe ro-
///// ——  zumowania, tym bardziej zharmoni-
74 zowana ze struktura przedmiotu be-
dzie jego wyobraznia matematyczna,
| tym mniej bedzie konfliktow miedzy

tq wyobraznig i rygorami dedukeji.

Rys. 2 Podkreglajac warto$é kazdego twor-

czego pomyshu ucznia, niezaleznie

od jego przydatnosci, nauezyciel powinien niemniej uswiadamia¢ mu

stale, Ze pomyst pojawia si¢ najezesciej nie ,,z natchnienia”, ale na tle

gruntownej analizy danej sytuacji problemowej i glebokiej, solidnej
wiedzy.

Na rozwéj zdolnosci do skrétowego, intuicyjnego, ale nadajacego
si¢ do formalnej legalizacji rozumowania wpltywa dobér definieji i dowo-
déw twierdzeri. Wazne sa w szczegélnogei takie rozumowania, ktérych
plan jest bardzo prosty i ktére uczen moze ujaé ,,jednym chwytem mysli”.
Tu wlasnie dokonuje sie szczegélnie latwo przejscie od intuicyjnego rozu-
mowania do precyzyjnej dedukeji.

Rozwigzujemy np. zagadnienie: figura f, ma pole, figura f, jest po-
dobna do f, w skali k. Czy f, ma pole ? Jaki jest stosunek pol tych figur ?

\‘H“"‘"‘\\
‘\\\‘I\

Roczniki PTM — Wiadomo$ci Matematyczne X 5
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Stwierdzamy z uezniami, ze wystarczy rozwazy¢ przypadek, gdy figury
fi 1 f. sa jednokladne. Zgodnie z definicja pola wymierzamy f, ciagiem
sieci S1, f, wymierzamy ciagiem sieci 82, powstalym z 8! przez te samg jed-
nokladnogé¢ (rys. 2). OdpowiedZ intuicyjna uczniéw na postawione pytanie
jest natychmiastowa. Legalizujemy ja nastepnie dokladnym rozumowa-
niem. W dalszym ciagu, po wprowadzeniu pojecia przeksztalcenia afinicz-

« o ) [/ ]

f

[ [ [ ]
[

Rys. 3

nego(') jako wzajemnie jednoznacznego przeksztatcenia plaszezyzny,
zachowujacego wspolliniowo§é, formulujemy podobne pytanie. Sugeru-
jemy postepowanie analogiczne do tego, ktore zastosowaliSmy poprzednio
(rys. 3). Figure f, wymierzamy tym razem za pomocg ciggu sieci kwad-
ratowych, figure f, za pomoca ciagu obrazéw tych sieci w danym prze-
ksztalceniu afinicznym, a wiee za pomoea ciagu sieci réwnolegloboeznych.
OdpowiedZ intuicyjna uezniéw jest natychmiastowa. Stosunek pola f,
do pola f, jest réwny stosunkowi pola réwnolegloboeznego ,,oczka” sieci
drugiej do pola odpowiedniego ,,0oczka” kwadratowego sieci pierwszej.
Ten stosunek jest staly charakterystycznag dla danego przeksztalcenia
afinicznego. Legalizujemy t¢ odpowiedZ prostym rozumowaniem. Stwier-
dzamy, ze udowodnione twierdzenie obejmuje jako szezegélny przypadek
twierdzenie o stosunku pdl figur podobnych, a wiec i twierdzenie o sto-
sunku pél figur przystajacych.

Dydaktyczne zagadnienia ,,dowodu jednym chwytem my$li” wiaza
sie bezposrednio z nastepujacym postulatem: nalezy dazy¢ do tego, aby

() Pojecie przeksztalcenia afinicznego nie wystepuje w programie polskiego
liceum, co wydaje mi si¢ powaznym brakiem. Informacyjne, krotkie, zilustrowane np.
symetria skoéng, omdéwienie tego zagadnienia byloby bardzo wskazane. Uezniowie
powinni wynie$é ze szkoly to pojecie nie tylko ze wzgledu na jego znaczenie w mate-
matyce, ale dlatego, ze ograniczenie ich wiadomo&ei o liniowych przeksztalceniach
plaszezyzny do izometrii i podobienstw bardzo zaweza ich rozumienie przeksztal-
cenia w geometrii,
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dowdd czynil twierdzenie nieoczywiste oczywistym. Jest to bardzo wazne
dla rozwoju intuicji ueznia. Jest to rownoczesnie argument przeciw tylko
informacyjnemu traktowaniu matematyki szkolnej. Mozna by podawaé
uezniom twierdzenia matematyczne, jako fakty juz udowodnione tak,
jak to czyni geograf, przyrodnik, czy fizyk doswiadczalny. Nie robimy
tego z wielu powodéw. Cheemy oczywiscie, aby uezniowie zapoznali sie
aktywnie z metodg matematyczng. Checemy réwniez, by uczniowie dobrze
rozumieli twierdzenia i na to obecnie wlagnie zwracam szczegdlng uwage.
Dowéd moze bowiem odegra¢ wazng role zaréwno formalng, jak i intui-
cyjng; moze byé przeprowadzony w ten sposob, ze uczen po jego zakon-
czeniu myS$li: ,,tak jest rzeczywiscie, to zostalo logicznie udowodnione”,
ale nadal twierdzenie pozostaje dlan nieoczywiste, choé prawdziwe w sen-
sie formalnym. ,,Widze, ale nie wierze” Cantora — to wla§nie taka
sytuacja. Dowdd moze byé réwniez przeprowadzony tak, ze uczen po
jego zakonczenin mysli: ,,to musi byé tak, to jest oczywiste’ i rozumie
juz twierdzenie inaczej. Twierdzenie o sumie katéw tréjkata nie jest
oczywiste, staje si¢ natomiast nie tylko formalnie prawdziwe na gruncie
geometrii, ale takze oczywiste w §wietle klasycznego dowodu Euklidesa.
Roézne walory z tego punktu widzenia majg rozne dowody twierdzenia
Pitagorasa. Jedne (oparte np. na rozkladach) czynia je dla ucznia wizu-
alnie oczywistym, inne (np. oparte na rachunku wektorowym) ukazujg
istotny sens algebraiczny tego twierdzenia, ale nie czynig go (na poziomie
dos$wiadezen ueznia, nie matematyka) oczywistym. Wybér dowodu powi-
nien byé wiee — miedzy innymi — podyktowany $wiadomym zamie-
rzeniem dydaktyeznym: badZz dazeniem do podkreglenia miejsca danego
twierdzenia w formalnej strukturze, badZz do ukazania jego intuicyjnego
sensu. Idealem bylyby dowody spehiajace jedno i drugie zadanie. Czasem
warto podaé¢ rézne dowody tego samego twierdzenia, uzupehiajace sie
z tego punktu widzenia, np. zapoznanie ucznia z réinymi dowodami
twierdzenia Pitagorasa oraz metodologiczne omoéwienie tych dowodéw
poglebia zaréwno formalne jak i intuicyjne rozumienie tego twierdzenia.

3. Intuicja przedluzona w nauczaniu matematyki. W nauczaniu
szkolnym najezesciej zwraca sie uwage na intuicje pierwotne, przede
wszystkim na intuicje pochodzace z doswiadezen w przestrzeni fizycznej,
zaréwno w dziedzinie stosunkéw przestrzennych jak iilo§ciowych, w mniej-
szym stopniu dostrzegajac ,,intuicje przedluzone’ przez rozumowanie,
tak ze w istocie rzeczy, méwigce o ,intuicji’’, my€li sie tu najczedciej
0 ,intuieji przestrzennej”, ,,mechanicznej”, lub o ,,intuieji rekurenecji”.

Istotnie, na elementarnym poziomie w nauczaniu geometrii i aryt-
metyki do tych pierwotnych intuicji najezeiciej sie odwolujemy. Taki
sens ma np. postugiwanie sie¢ wykresami funkeji. Wykres daje uezniowi
calosciowe ujecie funkeji za pomoca jej geometrycznego modelu. W nau-
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czaniu elementarnej matematyki nie mozemy i nie chcemy jednak po-
minaé pewnych zagadnienn prowadzacych do ,,intuicji formalnie przediu-
zonych”. Przyklady takiej modyfikacji podawalam wielokrotnie (zob.
np. [12]). Oto jeszcze inny.

Ueczniowie drugiej klasy zreformowanego liceum maja zapoznaé
sie z pojeciem pola figury plaskiej jako miary Jordana(?). Nakladaja
siatke kwadratows na plaszezyzne rysunku, wymierzajac wykreslona
figure ,,0d wewnatrz” i ,,0d zewnatrz” w przyblizeniu. Notuja otrzymane
liezby, ,,zag@szcza.]a” sieé 1 znajduja dalsze przyblizenia. Opisuja teore-
tyczny schemat takiego postepowania definiu-

*.* *.,* *_* * ¢| jac dwa ciggiiich wspllng granice przyjmuja
G A W e jako pole danej figury. Uczniowie nie majg przy
e o o o s o s | tym zadnych watpliwosci, ze ,,pomiar od zew-
e e e e ¢%e ool natrz” i ,,pomiar od wewnatrz” w kazdym
e o o o ¢ o o ol przypadku — nawet w teorii — musi dopro-
e ot Wty | wadzié do tej samej liczby. Nauczyciel — nie
. o wyprowadzajae ich z bledu — proponuje roz-
ottt " "e®| wazenie nastepujacej figury. Z kwadratu usu-
* *** * * * *l wamy $rodek;z czterech naroznych kwadratéw
Rys. 4 tego kwadratu usuwamy $rodki; z czterech na-

roznych kwadratéw kazdego z naroznych kwa-
dratéw pierwszego kwadratu usuwamy §rodki itp. Wyobrazamy sobie nie-
skoniezony cigg takich operacji (rys. 4). Rozwazmy figure utworzong z nie-
usunietych punktéw, ktorg nazywamy , kwadratem sitem”. Wymierzmy ja
od wewnatrz i od zewnatrz. Okazuje sie, ze pierwszy pomiar daje liczbe
zero, drugi liczbe dodatnig. Oto zaskoczenie i zdziwienie, ale réwnoczesnie
nowy punkt patrzenia na zbiory punktéw. To, co bylo intuicyjnie oczy-
wiste, okazuje sie stuszne tylko dla pewnych, ,,zwyklyech” figur. Zdobywa
si¢ nowe intuicje w §wiecie ,,niezwyklych” figur, dzigki przeprowadzonemu
$cislemu rozumowaniu z zastosowaniem definicji, ktéra poprzednio przy-
jeto jako naturalng. Konsekwencje tych naturalnych sytuacji sa zaska-
kujace. Nie ma jednak wyboru — trzeba je uznaé, sa koniecznoscig
mys$li.

W dalszym ciggu nawiazujemy do pojecia brzegun figury. Ueczniowie
sami sformulowali w poprzedniej klasie definicje punktu brzegowego
w wyniku obserwacji modelu figury, ktérej brzeg byl jedng krzywa
zamknieta. Definicja byla dla nich rezultatem zupelnie naturalnej mate-
matyzacji pogladowego rozumienia tego terminu. Pierwsza konfrontacja
tej naturalnej intuicji brzegu z nows sytuacja — to zagadnienie, co jest
brzegiem ,,kola-sita’, to jest figury otrzymanej z kola przez usuniecie

(3) Podobne opracowanie zagadnienia zostalo wyprébowane wielokrotnie w roz-
nych wariantach.
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z tego kola skonczonej liczby punktéw wewnetrznych ([13], str. 72).
Brzeg tej figury, to figura bedaca suma mnogosdciowa okregu i zbioru
,,wyrzuconych” punktéow. Ueczniowie stwierdzaja, ze kolo-sito nie jest
ani zbiorem otwartym ani zbiorem zamknietym punktéw, naleza bowiem
do niego niektére jego punkty brzegowe (punkty okregu), ale nie wszyst-
kie punkty brzegowe (usuniete punkty wewnetrzne kota).

Obecnie w zwigzku z rozwazanym kwadratem-sitem, figura bardziej
skomplikowana niz kolo-sito, rozwazane poprzednio, postawimy ten
sam problem: co jest brzegiem kwadratu-sita? Okazuje sie, ze brzegiem
w tym przypadku jest caly kwadrat. Brzeg tej dziwnej figury ma pole
dodatnie. Przechodzi sie stad do warunku mierzalnodei, spelnionego dla
,,Zwyklych figur”. Dowodzi sie w prosty sposéb, ze jeZeli brzeg figury
ma pole rowne zeru, to nie moze juz nas spotkaé taka niespodzianka, jak
przy wymierzaniu kwadratu-sita; jezeli brzeg figury ma pole réwne zeru,
to wymierzanie jej od wewnatrz i od zewnatrz prowadzi do tego samego
rezultatu.

Zauwazamy w tym procesie stopniowe przechodzenie od intuicji
pierwotnej brzegu figury do formalnego pojecia. Réwnoczesnie ten krok
formalny, polegajacy na zastosowaniu definicji — sformulowanej w spo-
s0b naturalny przez samych uczniéw — do nowej nieprzewidywanej przez
nich sytuacji, przeksztalea ich intuicje pierwotng w intuicje bardziej
,,wyrafinowana’’ wedlug terminologii Kleina, czy w jej ,,przediuzenie”
wedlug wyrazenia Bouliganda.

4. Dedukeyjny uklad materialu nauczania i metoda aksjomatyczna

4.1. Zagadnienie wprowadzenia metody aksjomatycznej do nau-
czania szkolnego znajduje sie rzeczywidcie w ,,0gniu dyskusji”’, prowadzo-
nej w skali miedzynarodowej i w lokalnych ofrodkach reformy nauczania
matematyki, na zjazdach i kongresach miedzynarodowych poswieconych
modernizacji matematyki szkolnej, w licznych juz dzi§ publikacjach.
W ramach Kongresu Matematykéw zorganizowanego w Moskwie w roku
1966, problem ten byl tematem posiedzenia Miedzynarodowej Komisji
Nauczania Matematyki (CIEM), na zlecenie ktérej bardzo interesujacy
referat poswiecony sprawozdaniu z eksperymentéw w tym zakresie pro-
wadzonych na calym $wiecie wyglosit H. G. Steiner. W referacie stwier-
dzono, ze zagadnienie to znajduje sie obecnie w cenfrum uwagi dydakty-
kow. Dyskusje te utrudniaja jednak liczne nieporozumienia wynikajace
przede wszystkim 1° z niestusznego uogolnienia negatywnych rezultatéw
do$wiadezenn w nauczanin tradycyjnej geometrii dedukeyjnej, 2° z trakto-
wania metody aksjomatycznej wylacznie w jej aspektach formalnych,
z pominigciem jej naturalnych prymitywnych zrédel i mozliwodei jej
naiwnej, dostepnej uczniowi, interpretacji.

Ta mozliwo§é wigze sie fcifle ze wspolezesnym pojeciem struktury
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matematycznej w znaczeniu ukladu utworzonego ze zbioréw i okre§lonych
w tych zbiorach relacji oraz z pojeciem aksjomatyki jako schematu for-
malnego wspélnego dla struktur okreslonego rodzaju. Omawiajac role
struktur i aksjomatyki we wspolezesnej matematyce, matematyk radziecki
A. A. Liapunow pisze: ,,... aksjomatyczna metoda jest podstaws szero-
kich zastosowan matematyki w rozmaitych dziedzinach ludzkiej dzialal-
nosci. Uderzajgca w naszych czasach ekspansja matematycznej mys§li
prowadzi do nieuniknionego stosowania aksjomatycznej metody w toku
rozwigzywania zadan, pojawiajacych sie na gruncie automatyzacji, kiero-
wania produkejq, konstruowania maszyn liczacych jako dogodnych $rod-
kéw pracy umyslowej, w matematycznej lingwistyce, matematycznej
ekonomii i matematyeznej biologii.”” ([14], str. 114) ,,...jednos¢ ma-
terialnego $wiata warunkuje to, ze w rozmaitych sytuacjach wystepuja
zwigzki tego samego typu miedzy rozlicznymi stronami zjawisk. Te
przejawy sa Zrodlem fizyeznych przedstawien, ktore z kolei staja sie
zrédlem matematycznych teorii. Podobienstwo struktur wystepujacych
w tych teoriach jest odbiciem jednosci materialnego §wiata w matematycz-
nej abstrakeji” ([14], str. 115). ,,Szerokie wykorzystanie abstrakeyjnych
koncepeji matematyki, nawyki w wypracowywaniu scistych pojeé, pre-
cyzyjne formulowanie zagadnien i zastosowanie aksjomatycznej metody
do rozwiazywania aktualnyech zadan wynikajacyeh z praktyki, oto co
powinno byé uznane za szczegélne cechy wspélezesnej matematyki”
([14], str. 115).

W tym ujeciu metoda aksjomatyczna to nie tylko porzadkowanie
i systematyzowanie logiczne a posteriori teorii juz rozwinietych w ciagu
wielu stuleci, co dominowalo jeszcze w XIX wieku, ale metoda tworzenia
nowych teorii. Zacytujemy jeszcze (za B. N. Gniedenkg) zdanie A.N. Kol-
mogorowa: ,,... dzi§ rozwéj matematyki wychodzi naprzeciw powstaja-
cym potrzebom przez §wiadome i planowe stwarzanie nowych systeméw
geometrycznych, nowych algebr z nieprzemiennymi lub nawet nielgcznymi
iloczynami. Na przyklad problem, czy dla analizy lub syntezy tego lub
innego rodzaju wylgceznikow nie nalezaloby stworzyé nowej algebry z no-
wymi prawami operacji, jest dzi§ sytuacja codziennej naukowo-technicznej
praktyki, ktéra nie wywoluje zadnego szczegdlnego zdziwienia” ([7],
str. 46).

Dla dydaktyki tematem glebokiej refleksji jest ta wlasnie koncepeja
metody aksjomatycznej jako instrumentu tworczej my§li matematycznej
w trzech fazach jej dzialalnosci: aksjomatyzacji, to jest poszukiwania jak
najbardziej dogodnej definicji pewnej struktury, dedukeji, to jest rozwi-
niecia na podstawie tej definicji Srodkami logicznymi teorii tej struktury,
oraz interpretacji i zastosowania tej teorii do dziedzin, w ktérych ta
struktura w szezegdlnym przypadku wystepuje. Wspolezesne ekspery-
menty dydaktyczne zmierzaja miedzy innymi do odpowiedzi na pytanie,
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czy jest mozliwe zapoznanie ucznia szkoly $redniej, choéby w pewnym
naiwnym jeszcze ujeciu, z ta metoda z nwzglednieniem wszystkich trzech
jej faz. Mowiac wiec o metodzie aksjomatycznej w nauczaniu nie mamy
na mys$li zrzucenia z ,,matematycznego nieba” w rzeczywistosé szkolng
gotowej aksjomatyki i oparcia kursu na Seislej dedukeji. My§limy. o trud-
niejszym zadaniu dydaktycznym, to jest o przyswojeniu nuczniowi pewnego
sposobu mys§lenia, przy jego w pelni aktywnym udziale w tym procesie.

4.2, Przygotowanie ucznia do tego sposobu myslenia zaczyna sie
bardzo wezesnie, juz na poziomie tak zwanej lokalnie-dedukeyjnej orga-
nizacji nauczania matematyki (termin wprowadzony przez H. Freuden-
thala), to jest — w Polsce — w szkole podstawowej. Kilka istotnych
elementow postepowania dydaktycznego w tym okresie trzeba podkres-
lié jako szezegélnie wazne z interesujacego nas obecnie punktu widzenia.

1° Wiladciwie od poczatku nauki matematyki organizowany proces
schematyzacji i matematyzacji konkretnych dos§wiadezent ueznia w dziedzi-
nie stosunkéw przestrzennyech. i ilosciowych, prowadzi stopniowo do uswia-
domienia im abstrakeyjnego. charakteru matematycznych przedmiotéow
oraz do zrozumienia, ze przedmioty te nie moga by¢ badane empirycznie (%).

2° Swiadomie przez nauczyciela kierowana interpretacja rozwia-
zywanych przez uczniéw probleméw i analiza drdég wiodacych do tych
rozwigzan prowadzi stopniowo do zrozumienia relacyjnego charakteru
matematyki. Uczen spostrzega, ze rozumujac dedukeyjnie rozwiazal cos
wiecej niz tylko to jedno konkretne zadanie, o ktérym myslal; w jego
prostym arytmetycznym zagadnienin mowilo si¢ wprawdzie o zeszytach
i ksigzkach, ktore zakupiono w sklepie, ale rozwigzanie zachowa swe
znaczenie, gdy zastapimy zeszyty i ksigzki innymi przedmiotami, nie
zmieniajac stosunkow okreslonych warunkami zadania; co wiecej mozemy
nawet porzuci¢ mys§l o zakupach i zinterpretowaé te stosunki jeszcze
inaczej. W rezultacie takich éwiczen w mysli ueznia pojawia sie ogélny
schemat zadania i jego rozwigzania, schemat wieloznaczny. W celu pogle-
bienia i zracjonalizowania tego odczucia wieloznaeznosei matematycznego
schematu, nauczyciel moze wykorzystaé rdézne sytuacje w nauczaniu
arytmetyki i geometrii. W szkole podstawowej w Polsce przeprowadza
sie np. niektore rachunki na liczbach zapisanych cyframi (przed systema-
tycznym wprowadzeniem zapisu literowego) tak, aby taki rachunek mogl
byé¢ zinterpretowany ogolniej i potraktowany jako poprawny dowdd
pewnego ogélnego twierdzenia. Uczen rozumuje, na przyklad opierajac
sie na definicji iloczynu ulamkéw, tak:

3 2 3 (2 2 2
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(3) Zagadnienie to oméwiono bardzo szezegélowo w poprzednich wyktadach.
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Rozpatrzenie kolejnych krokéw tego rachunku i ich slowny opis, nasunie
poprawne uogoélnienie, jezeli uczen zda sobie sprawe z tego, ze w istocie
rzeczy, zastepujac dane ulamki innymi, niezego nie zmieni w toku rozu-
mowania. Takie wzmiennianie stalych w pierwszym etapie nauczania
matematyki, to niezwykle instruktywny srodek w ksztalceniu mys$lenia
matematycznego ucznia. USwiadomienie sobie przez ucznia w tym przy-
padku odpowiedzi na pytanie ,,z czego w rozumowaniu korzystatem’
i,z czego w rozumowaniu nie korzystatem”, jest przekroczeniem zasad-
niezego progu w rozwoju jego myslenia. Podobng role i na tymina wyzszym
poziomie spelniaja zagadnienia zwiazane z transformacjami i ich niezmien-
nikami. Na przyklad monotonicznosé¢ funkeji liniowe] rosnacej powinna
by¢ rozumiana jako zachowanie w tym odwzorowaniu struktury porzadku
w zbiorze liczb, twierdzenia o rzucie réwnolegltym, czyli tzw. reguly kres-
lenia w rzucie réwnoleglym, powinny by¢é rezultatem przeprowadzonych
przez uczniéw badan na temat, jakie relacje geometryczne zachowujg
sie a jakie nie zachowuja sie w tym odwzorowaniu, twierdzenie Talesa
powinno w tym $wietle ujawnié sie jako sformulowanie niezmienniczej
wlasnosei rzutu réwnoleglego prostej na prosta, itp. Wszystko to zmierza
do tego, aby w my§li ucznia stopniowo ksztaltowalo sie zrozumienie tego,
ze przedmiotem jego rozwazan, w kazdej sytuacji matematycznej, sa
uklady relacji, jest pewna struktura.

3% Zasadniczy wplyw na rozwdj matematycznego myslenia ucznia
w etapie poczatkowym ma wladciwie rozumiana lokalnie-dedukeyjna,
organizacja materialu nauczania, oraz réwniez wlasciwa dydaktyczna
realizacja tej koncepcji. Przemysélane z gory nastepstwo sytuacji dydak-
tycznych powinno gwarantowadé stopniowo poglebianie rozumienia de-
dukeji i rozszerzanie jej zasiegu; z poczatku tylko bezpoérednie wnioski,
dalej sytuacje, gdy uczen nie mogac sobie zapewni¢ wystarczajacych dla
rozwigzania jakiego$§ konkretnego zadania informacji, musi je wysnué
z innych znanych mu sytuacji, gdy juz w warunkach zadania, podobnie
jak w regulach gry, ogranicza sie zesp6l wiadomosei, z ktérych mu wolno
w toku rozwigzywania problemu korzystaé, sytuacje, gdy uczen sam
naklada sobie takie warunki, gdy jest do tego zmuszony przez innych,
np. gdy chee innych przekonaé¢ o poprawnosci podanego przez siebie
rozwigzania i spotyka sie z kierowang przez nauczyciela opozycja, gdy
dwoch uezniéw podaje rézne definicje w intencji okreslenia tego samego
przedmiotu i nasuwa sie pytanie, czy sg to definicje rzeczywiscie réwno-
wazne, gdy wystepuje potrzeba zbadania ,,prawdziwosei” twierdzenia
nieoczywistego, itp. W toku rozwiazywania tych réznych probleméw
szezegolna rola przypada wnikliwie przez nauezyciela organizowanej
dyskusji, majacej na celu konsekwentne u§wiadamianie uczniowi zaréwno
wzglednosei i subiektywnosei, jak i niebezpiecznej zawodno$ci polegania
na odezuciu oczywistodei pewnych matematycznych faktow. Jezeli juz
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nie mozemy w tym etapie uniknaé¢ wigzania dowodu matematycznego
z ,,przekonywaniem”, to musimy przynajmniej dazyé do tego, aby ueczen
to ,,przekonywanie” rozumial dostatecznie obiektywnie. Wykorzystuje
si¢ fikeyjna posta¢ zawodowego oponenta podwazajacego intuicyjne prze-
stanki, z ktorych uczen nielegalnie w danej sytuacji korzysta. Trzeba
doprowadzi¢ do tego, aby uczen uswiadomil sobie, ze przekonywanie
w matematyce moze mie¢ tylko forme inferencji: jezeli godzisz sie¢ na to,
to musisz zgodzié si¢ i na to. Stad konieczno§é ustalenia w kazdym przy-
padku pewnego zespolu twierdzen i definicji jako podstawy dowodu.
Lokalnie-dedukeyjna organizacja materialu nauczania polega wlasnie na
tym, ze ta podstawa nie jest raz na zawsze dla calego kursu ustalona,
ale, ze dedukeyjnie organizuje si¢ tylko pewne jego fragmenty. Nauczyciel
dba o to, aby on sam i uezniowie byli w roli oponentéw bardzo czujni.
7 czasem ten dialog zewnetrzny przeksztalea sie i interioryzuje w dialog
wewnetrzny, uczen sam staje sie swoim surowym oponentem, przekracza-
jae tym samym trudny prég do formalnego myslenia. Ta koncepecja dy-
daktyczna uwzglednia niewatpliwy fakt, ze sensu dowodu matematycznego
nie moéna uczniowt pokazaé tylko na przykladach dowodéw twierdzen dlan
nieoczywistych. Przeciwnie, ten sens staje sie jasny, gdy uczen szuka dowodu
twierdzenia dlan zupelnie oczywistego, gdy nie prawdziwosé twierdzenia,
rozumiana jeszeze bardzo konkretnie (prawdziwo$é w modelu) i subiektyw-
nie, ale droga logicznie obiektywna i prowadzqca od tez juz poprzednio uzna-
nych w klasie do danego twierdzenia staje sie przedmiotem jego poszukiwan
i rozwazan. Powoli ustala sie w my£li ueznia pojecie wywiedlnoéei jednego
twierdzenia z ukladu innych.

Oto przyklad konkretnie obserwowanej lekeji, w toku ktorej dwu-
nastoletni uczen przeprowadza dowéd twierdzenia, jeszeze tylko ze wzgledu
na ,kogos’”. Rozwigzujac zadanie ,,narysuj romb, ktérego przekatne
83 rowne 3 em i 4 em”’, kregli odeinek réwny 4 em konstruuje w jego srodku
prosta don prostopadla, odmierza na niej po obu stronach, poczynajac
od frodka odcinka, odeinki réwne 1,5 em i po odpowiednim polgczeniu
otrzymanych punktow odecinkami stwierdza, ze otrzymana figura jest
rombem. Jest to stwierdzenie intuicyjne, a nie empiryczne. Uczen jest
pewny, ze otrzymany wielokat jest rombem nie dlatego, ze to widzi na
rysunku, lub ze sie o tym przekonal pomiarem, ale dlatego, ze wilasng
konstrukeja zapewnil sobie jego dwie symetrie osiowe i tym samym réwnosé
bokéw. Bylby o tym przekonany nawet wtedy gdyby z powodu niedoklad-
nofci konkretnych operacji rysunkowych nakre§lona figura wizualnie
nie byla rombem. Nauczyeciel proponuje uczniowi podanie planu kon-
strukeji, z ktorego mdglby skorzystaé kazdy, kto chciatby zbudowad romb
majqe z gory zadane dwa odeinki réwne przekqinym tego rombu. Uczen podaje
opis zgodny z wykonanym rysunkiem. Czy jeste§ pewny, ze twdj plan
jest poprawny ? Analiza tego, dlaczego zbudowana zgodnie z planem
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figura zawsze (to jest niezaleznie od zadanych z gory odcinkéw) ,musi”
by¢ rombem, prowadzi ostatecznie do dowodu twierdzenia: ,,czworokat,
ktérego przekatne sie polowia i sg prostopadle, jest rombem”. Nauczyciel
nie poprzestaje jeszeze na tym. Z jakich wiadomo$ei korzystaliémy w na-
szym rozumowaniu ? Ustala si¢ liste najwazniejszych przeslanek. Kazdy,
kto sie na to godzi, musi uznaé przedstawiony plan konstrukeji za poprawny
i sformutowane twierdzenie za udowodnione. Oczywiscie, nie ujawniono
w ten sposob wszystkich przeslanek rozumowania, ale w miare mozli-
woscl zorganizowano dedukcyjnie pewien fragment geometrii w sposéb
dostepny dla dwunastoletniego uecznia, podkreslajac hipotetyczno-deduk-
cyjny charakter przeprowadzonego rozumowania.

4° Bardzo waznym elementem przygotowania ucznia do myS$lenia
aksjomatycznego jest przyswojenie mu mozliwie weze§nie podstawowych
pojeé¢ algebry zbioréw i przyzwyczajenie do poslugiwania si¢ jezykiem
tej algebry w wyrazaniu matematycznych tresci. Dogwiadczenia prowa-
dzone w réznych krajach uprawniaja juz dzi§ bez zadnych watpliwosei
do twierdzenia, ze algebra zbioréw — oczywiscie w ujeciu naiwnym
— oraz jezyk mnogosciowy sa latwo przyswajane przez dzieci juz od
pierwszej klasy szkoly podstawowej.

Postulat wprowadzenia jezyka mnogosciowego do nauczania szkol-
nego juz od pierwszych klas szkoly podstawowej spotyka sie w Polsce
jeszeze z duzymi oporami, szezegélnie ze strony tych, ktérzy bezposrednio
nie zetkneli sie z reakcjami dzieci na te zagadnienia, lub tych, ktoérzy
nie moga sie wyzwoli¢ z tradycyjnych przesadéw pedagogicznych. Nato-
miast ci, ktorzy tego typu eksperymenty podejmuja, nawet ci, ktorzy
to czynia z daleko posunieta ostroznoseia i odpowiedzialnogcia spoleczna,
jak np. profesor A. I. Markuszewicz w ZSRR (majacy watpliwosei co do
innych przejawéw modernizacji matematyki szkolnej lansowanych na
zachodzie ([19])), dostrzegaja w jezyku mnogoSciowym w matematyce
szkolnej doskonaly instrument poprawnej matematyzacji doswiadezen
i obserwacji ucznia. Wystepuje tu charakterystyczna i tak czesto stwier-
dzana przez nas prawidlowosé. Rewizja podstaw matematyki dokony-
wana ,,na najwyzszym szczeblu’”, w rejonach abstrakeji — wydawaloby
sie nie majgcych juz zadnych zwiazkéw z naiwng matematyksa szkolng
— ujawnia naturalne zrédla tych matematycznych abstrakeji. Pojecia
rodzaju struktury, struktury, modelu, transportu struktury, izomor-
fizmu struktur, automorfizmu struktury, relacji niezmieuniczej w ujeciu
Bourbaki niewgtpliwie wyjasdniajace i porzadkujgce nasze rozumienie
konstrukeji matematyki, s3 opisywane w jezyku teorii mnogodci. Nie-
trudno zauwazy¢, ze gdy dziecko zaczyna formulowaé swoje obserwacje
fwiata rzeczywistego w jezyku zbioréw, to mimo ogromnego dystansu,
ktory je dzieli od tego ,,najwyzszego szezebla”, méwi o ezym§ podobnym.
Jezyk zbioréw stwarza w mysli ueznia pewne okreslone kategorie myglowe,



Rozumowanie empiryczne, intuicyjne i formalne 75

pewien okre§lony, juz matematyczny, sposéb ujmowania i opisywania
zjawisk. Eksperymenty prowadzone przez nas w Polsce dowodzg tego
niewgtpliwie. Rozwija sie¢ przy uzyciu tego jezyka zupelnie naturalna
abstrakeyjno$é matematyki wueznia mimo nasycenia jej konkretnymi
reprezentacjami, zadziwiajaca i zaskakujaca nieraz nauczyciela, ktory
pojecia teorii mnogosei zna, ale sie nimi nie nauczy! mysleé, podezas gdy
jego uczen juz nimi mys§li.

Uzycie schematéw Venna wprowadza juz pewne prymitywne ele-
menty rozumowania formalnego na najnizszym poziomie nauczania.
Ueczniowie otrzymuja zadanie: oto dwie proste 4 i B (dwa zbiory punk-
tow), co mozesz o nich powiedzie¢ ? Narysuj obok obrazy tych prostych
tak, jak to robisz zwykle za pomoca linijki. Zaciemnij na schemacie ob-
szary reprezentujgce zbiory puste (rys. 5). Wiemy juz, ze uczniowie klasy
piatej, w ktorej zaczyna sie w polskiej szkole nauka geometrii, nie maja

Temat Rozwigzanie

A.B
A.B

A=8

]

trudnosei z tego rodzaju zadaniami i bardzo je lubig rozwiazywaé. Eks-
perymenty w nizszych klasach (schematy Venna wprowadzono w ekspe-
rymentalnych klasach pierwszych) wskazujg na to, ze i na nizszym pozio-
mie to nie bedzie sprawiaé uezniom klopotu. Znaczenie tego moze ocenié
dydaktyk, ktéry wie, jak skomplikowana psychologicznie sprawa dla
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uecznia jest rozumowanie, gdy bezposrednio na rysunku widzi to, co ma
wywnioskowaé. Otéz zadanie sformutowane w jezyku schematéw Venna
zmusza ucznia w sposéb naturalny do myélenia, u§wiadomienia sobie
zatozen, przypomnienia twierdzenn i oderwania wniosku. Podobng role
spelniaja grafy relacji.

Wspomniatlam poprzednio o zasadniczym znaczeniu, jakie ma dla
zrozumienia przez ucznia metody matematycznej prawidlowa interpre-
tacja definicji. Schematy Venna mozna wykorzystaé przy klasyfikacji
tak, Ze ueczen musi gleboko wniknaé w warunki definicyjne i stosunek
inkluzji zakreséw rozwazanych pojeé. Oto przyklad zadania: C jest zbio-
rem czworokatéow. Uzupelnij schemat, przedstawiajac na nim zbiory
réwnolegtobokéw, rombéw, prostokatéw, trapezow, kwadratéw, del-
toidéw (rys. 6). Zdajemy sobie sprawe, jak intensywnej pracy my§lowej
ueznia klasy VI wymaga wykonanie schematu i ile w tym jest prawdzi-

C

Rys. 6

wego rozumowania. Poniewaz jednak jest to polaczone z rysowaniem, cala
ta rzeczywidcie abstrakeyjna robota staje sie dla ucznia w szczegélny
sposob naturalna i konkretna. Uczen rozumuje formalnie, nie gubige
sie w zawilodciach sformulowan werbalnych. Te same uwagi dotycza
symboliki. Nasze doswiadezenia przekonuja nas bez watpliwodei, jak
bardzo pomocna w ksztalceniu formalnej my§li ucznia jest odpowiednio
wezesnie wprowadzana i odpowiednio dobrana symbolika i o ile 1zejsza
staje sie dla ucznia matematyka uwolniona w pewnej mierze od niedosto-
sowanej do niej, skomplikowanej formy stownej. Do zagadnien tych
wrécimy w dalszych wykladach.

Lokalnie-dedukeyjna organizacja materialu nauczania matematyki
moglaby wiee na poziomie szkoly podstawowej byé wykorzystana w pelni
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do rozwijania wszystkich elementéw myslenia matematycznego, przy
pelnej harmonii rozumowania empirycznego, intuicyjnego i formalnego.
Moglaby byé¢, ale jeszeze nie jest z wielu powodéw. Modernizacja naucza-
nia matematyki powinna ten stan rzeczy zmienié. Zalezy to oczywiscie
od pelnego uiwiadomienia nauczyeciela, ze w naiwnej matematyce szkoly
podstawowej mozna zaré6wno odzwierciedli¢ prawdziwe idee matematyczne
jak i przekazywaé¢ uczniom tylko ich karykature.

4.3. Nauczanie matematyki w liceum moze juz byé oparte o glo-
balnie-dedukeyjng organizacje materialu nauczania i program to w zu-
pelnodei umozliwia, choé tego bezwzglednie nie narzuca. Globalna orga-
nizacja materialu nauezania, to bardzo jeszcze uproszeczone, ale juz po-
prawne wprowadzenie ucznia w myslenie aksjomatyczne. Jak juz wspo-
mnialam poprzednio, w tej koncepcji proces nauczania obejmuje truy
fazy: aksjomatyzacje, dedukeje oraz interpretacje i zastosowanie.

7Z punktu widzenia zaréwno matematyki, jak i przede wszystkim
nauczania mozemy w tej pierwszej fazie wyréznié trzy sytuacje: aksjo-
matyzacja oparta na definiowaniu wspolnej struktury dostrzezonej
w wielu poprzednio poznanych modelach, aksjomatyzacja jednej tylko
dziedziny, znanej i rozwinietej poprzednio rozmaitymi §rodkami, wreszcie
zmiana aksjomatyki dla dziedziny juz uprzednio zaksjomatyzowanej.
7 tymi wszystkimi postaciami aksjomatyzacji spotykamy sie w ekspe-
rymentach szkolnych. Zilustrujemy je przykladami.

PrzyxeAD I ([11]). Grupa pietnastoletnich uezniow w toku nad-
obowigzkowych zajeé zorganizowanych w ramach eksperymentu zapoz-
naje sie z pewnymi pojeciami algebry. Uogdlnia sie pojecie dzialania,
wprowadza pogladowo pojecie porzadku w zbiorze. Uczniowie rozwazaja
rézne dzialania w réznych zbiorach uporzadkowanych. Rozpatrywane
przyklady zapisuje sie w tabeli.

Zhibr a poprzedza b a+b a-b
Znaczy ! ZNAaczy _ zZnaczy
liczb rzeczywistych a<h max (a, b) | min (a, b)
liezb naturalnych a jest dzielnikiem b | najmniejsza wspél- | najwiekszy wspol-
na wielokrotna a, b | ny dzielnik a, b
NWW(a, b) | NWD(a, b)
podzbioréw pewnego ach avb anb
zbioru

Uczniowie badaja wlasnosci tych dzialan. Stwierdzaja, Ze niektdre
z nich s3 podobne do wlasnofei dziatan arytmetyeznych (przemiennosé),
inne nieznane dotad w ich matematyce (np, a+a = @, a-a = a). Budzi
to duze zainteresowanie. Po trzeciej godzinie zajeé jednak wuczniowie
zaczynajg si¢ nudzié¢ i proponuja zmiane tematu, ,,bo to ciagle jest to
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samo”. Prowadzaca zajecia pyta: ,,dlaczego uwazacie, ze to jest to samo,
przeciez mowimy o coraz to innych zbiorach, porzadkach, dzialaniach”.
Zagadnienie, dlaczego ,,to jest ciagle to samo”, pobudza znowu zaintere-
sowanie uczniéw i doprowadza do stormulowania kilku wlasnosei, ktorych
koniunkeja jest — zmodyfikowana nieco w stosunku do przyjetej w na-
uce — aksjomatyczng definicja znanego rodzaju struktury (treillis, latti-
ce), stanowiacego przedmiot rozwinigtej juz dzi§ teorii. Uczniowie zau-
wazajg, ze w kazdym z rozwazanych przez nich przypadkéw w danym
zbiorze byl okreslony porzadek i dwa dzialania, suma i iloczyn, zwigzane
z tym porzadkiem tak, ze suma dwd6ch elementéw jest ich najblizszym
wspélnym nastepnikiem, zag iloczyn najblizszym wspolnym poprzedni-
kiem. Zapisuja symbolicznie te wlasnodci. Proponuja dopisaé jeszeze
inne, np. przemiennos§é¢ tych dzialan. Okazuje sie, ze ta wlasno$é wynika
juz z poprzednio sformulowanych. Skre§la sie wiec ja z ,,opisu”. Co tu
zostalo opisane? Termin ,,wspélna struktura” rozwazanych zbioréw
z porzgdkami jest przyjety przez uczniéw jako naturalny wyraz tego,
co znalezli. Prowadzaca zajecia nazywa te strukture ,krata’(?).

W ten sposéb opis majacy na celu wyrazenie ,,tego samego’ wyste-
pujacego w réznych sytuacjach przeksztaleil sie w aksjomatyke.

Trzy typy ¢wiczen oswajaja uezniéw z jej znaczeniem i zastosowaniem..

1° Rozpoznanie zdefinowanej struktury w szezegélnym modelu,
a wiec zastosowanie aksjomatyki bezposrednio w roli definicji. Rozwazano
na przyklad zbiér wielokatéw wypuklych z relacja zawierania (wigezono
do tego zbioru zbiér pusty, jednopunktowy i odcinek), uczniowie stwier-
dzili, ze to jest krata.

2° Dedukcja czyli badanie wlasnogei kraty nieujawnionych w defi-
nicji. Problem, czy wlasnosci dzialari arytmetycznych mozna przeniedé
na dzialanie w kracie. Udowodniono lgczno$é sumy i iloczynu. Czy
zachodzi prawo rozdzielno$ci iloczynu wzgledem sumy w kracie ? Jak
to zbadaé? Okazalo si¢, ze mozna podaé przyklady krat, dla ktérych
to prawo nie jest spelnione (rozwazany juz zbiér wielokatéw wypuklych).
Ten moment jest bardzo ksztalcacy: rozdzielnosé iloczynu wzgledem sumy
nie moze byé twierdzeniem teorii krat, bo istnieje model o tego rodzaju
strukturze, ktéry nie ma tej wlasnodci. Rozréznia sie kraty rozdzielne
od nierozdzielnych, prowadzgca zajecia podaje informacyjnie przyklady.
Dla krat rozdzielnych dowodzi sie twierdzenia: (a+b):(a+¢)+b = a-+b.

3° Interpretacja ¢ zastosowanie. Uczniowie jeszcze w naiwny sposébr
ale z wielkim zainteresowaniem dostrzegaja ekonomizujace znaczenie me-

(*) Angielski termin ,lattice” (,krata”) jest tradycyjnie tlumaczony na polski
jako ,struktura”; nie jest to oczywiscie struktura w sensie niywanym przez Autorke
(przyp. red.).
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tody aksjomatycznej. Prowadzaea zajecia formuluje zadanie: obliczyé
NWW{(NWD[NWW (a, b), NWW (a, ¢)], b}.

Uczniowie sa przerazeni. Pytanie: czy nie ma wsréd was spryt-
nych? Jest — odzywa si¢ jeden chlopiec i szybko rachuje, stosujae
otrzymany poprzednio wzor.: (a+4b)-(a+¢)+b = a+b, a wiec

NWW{NWD[NWW a, b), N\WW (a, )], b} = NWW(a, b).

Sposéb rozwigzywania zagadnien i uwagi uezniow §wiadeza o tym,
ze zrozumieli aksjomatyke jako definicje pewnej struktury oraz dedukeje
jako jedynie sensowna metode badania wlasnosei tej struktury. Jeden
z uczni6w pyta: czy nie mozna by calej matematyki tak zbudowaé?

Zauwazmy, ze caly ten proces wprowadzenia pietnastoletnich ucz-
niow w tak abstrakecyjny sposéb myS$lenia przebiegal zupelnie naturalnie
dzieki temu, ze

10 struktura, ktéra zdefiniowano, byla dla uczniéw od poczatku
wieloznaczna. Punktem wyjscia byly rdézine modele, aksjomatyzacja
polegala na znalezienin wspélnego dla nich schematu;

20 uezniowie rozporzadzali kilku modelami dobrze im znanymi,
tak, ze wspo6lny schemat mogl byé latwo dostrzezony, nasuwatl sie spon-
tanicznie;

30 aksjomatyka byla latwa do sformulowania i bardzo prosta, tym
bardziej, ze uczniowie rozporzadzajac jezykiem mnogo$ciowym, mogli
krotko scharakteryzowaé dany rodzaj struktury;

40 dowody pierwszych twierdzen byly latwe;

5° mozna bylo na prostym przykladzie pokazaé uczniom ,,ekono-
micznosé” teorii wieloznacznego rodzaju struktury w sposéb ich zaska-
kujacy 1 bardzo interesujacy.

Nietrudno zauwazyé, ze te warunki nie sa spelnione, gdy chcemy
z uezniami na poezatku nauki licealnej ustalié podstawe aksjomatyezna
dla arytmetyki i elementéw rachunku rézniczkowego oraz dla geometrii.
Sytuacja jest tu zupelnie inna, niz w opisanym wyzej przykladzie, ponie-
waz nalezatoby tu zaksjomatyzowaé jedna tylko dziedzine, znang uczniom
z nauki w poprzednich klasach w duzym stopniu tylko w ujeciu intuicyj-
nym, mimo lokalnie-dedukeyjnej organizacji tego kursu. W takich przy-
padkach prébuje sie wprowadzié¢ ucznidow w myslenie aksjomatyczne
na innej drodze, ktéra mozna by okreslié, jako ,stopniowe zawezanie
struktury”. Zacytuje w zwigzku z tym dwa przyklady, w tym jeden ze
szkoly polskiej.

PrzyxrAp II ([20], str. 79). BEksperyment ma miejsce w klasie
dwunastoletnich uezniéow szkoly belgijskiej. Autor artykulu pisze: ,,poczat-
kowo aksjomaty, ktére wybralismy, zostaly wspélnie nznane. Mianowicie,
w geometrii plaskiej: A,. Plaszezyzna jest zbiorem punktow, jest to zbidr
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wszystkich punktéw . A,. Prosta jest czedciag wladciwa plaszezyzny . A,.
Kazda prosta zawiera co najmniej dwa punkty . A,. Istnieje dokladnie
jedna prosta, do ktérej nalezag dwa dane rézne punkty. Te wlasnosci
zostaly ustalone na podstawie obserwacji rysunkéw. Ich sens intuicyjny
jest zupelnie jasny. Azeby u$§wiadomié uczniom logiczny sens tych zdan
przeprowadzono éwiezenia, w ktorych proste sa reprezentowane przez dia-
gramy Venna, i w ktérych zadano uwzupelnienia tych diagraméw przez
wskazanie zbioréw pustych. Na przyklad jezeli A i B sg prostymii A— B =
= @, to do zbioru 4 ~ B nalezeé musza co najmniej dwa rézne punkty,
zatem A = B i B— A = @. Takie éwiczenia zmuszajy do rozumowania
nie opartego na rysunku. Dotad uczniowie nie zdaja sobie jeszcze sprawy
z tego, ze aksjomaty sa czym$ innym, niz wierny opis wlasnosei poglado-
wo stwierdzonych na plaskim rysunku. Zaproponowali$my im éwiczenia
w interpretowaniu aksjomatéw. Najpierw interpretacja fizyczna. Czy
zdania A,, A,, A;, A, pozostang prawdziwe, jezeli zinterpretujemy prosta
zawierajaca dane dwa punkty jako kreske wykreslong linijka i laczaca
te dwa punkty ? Nie! Klasa odkryla interpretacje nazwang ,,kartka pocz-
tows”’: kreska, laczaca dwa punkty ma byé przedluzona az do brzegdéw
kartki. Aksjomaty sa wtedy spelnione. Uczniowie wykonali analogiczne
proby interpretujac plaszezyzne jako sfere, oraz proste jako pewne
okregi na niej wykre§lone. Interpretacja, ktéra ich zaskakuje i bawi
rownoczesnie, to uznanie plaszezyzny za jakikolwiek zbiér punktow a pro-
stych za pary tych punktow. W ten sposéb rozporzadza sie modelami
skonczonymi.

Uczniowie odkryli, ze aksjomaty sa spelnione w modelu zawierajacym
co najmniej trzy punkty”.

Podobnie postepuje si¢ dalej. W zwigzku z aksjomatem o réwno-
legltych (przez kazdy punkt przechodzi dokladnie jedna prosta rdownole-
gla do danej prostej) uezniowie stwierdzili, ze 1) w modelu trzech punktéow
proste rownolegle nie istnieja, a wiec, Ze w tym modelu ten aksjomat
nie jest spelniony. 2) W modelu kartki pocztowej przez kazdy punkt
nie nalezacy do danej prostej przechodzi nieskoriczenie wiele prostych
do niej réwnoleglych. Aksjomat o réwnoleglych nie jest tu tez spelniony. 3)
Aksjomat ten jest natomiast spelniony w modelu czterech punktow, ale
znowu nie jest spelniony w modelu pieciu, szefciu itd. punktéw. Autor
stwierdza dalej: ,,Na tej drodze uczniowie konstatuja w sposoéb naiwny
dwa wazne fakty, 10 system aksjomatéw moze dopuszezaé wiele inter-
pretacji, z ktéorych niektére mogg sie okazaé nieoczekiwane nawet dla
kogo$, kto te aksjomaty wypowiada, 20 poniewaz aksjomat o réwnoleg-
lych nie jest spelniony w modelach, w ktérych byly spelnione aksjomaty
poprzednie, wige ten aksjomat wnosi cos nowego® ([20], str. 82, 83).

Wprowadzajac dalsze aksjomaty geometrii interpretuje sie je w po-
dobny sposéb w poznanych modelach. Na przyklad aksjomaty porzadku
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juz nie s3 spelnione w calo§ci w modelu czterech punktéw, w ktérych
byly spelnione aksjomaty incydencji i réwnoleglosci. Z dwéch wprowa-
dzonych aksjomatow porzadku: ,w kazdej prostej istnieja dwa naturalne
odwrotne porzadki, przy czym rzut réwnolegly prostej na prosta prze-
prowadza porzgdek naturalny w pierwszej prostej w porzadek naturalny
w drugiej prostej” oraz ,rzutujagc rownolegle prosta na prosta do niej
rownolegla otrzymamy z danego naturalnego porzadku pierwszej prostej
ten sam porzadek naturalny w drugiej prostej niezaleznie od kierunku
rzutu”, pierwszy aksjomat jest spelmiony w modelu eczterech punktiow,
drugi nie jest w nim spelniony. Ueczniowie stwierdzaja ,,ten ostatni
aksjomat wnosi co§ nowego”. Dowodzi sie nastepnie, ze wyklucza on
modele skonezone.

Dostrzegamy tu dydaktyezne postepowanie odwrotne do tego, ktore

opisuje poprzedni przyklad. Tam wychodzac od kilku konkretnych mo-
deli starano si¢ znalez¢ wspdlny dla nich schemat, rozszerzajac jakby
struktury szezegélne w nich wystepujace. Tu na odwrdt, stopniowo za-
ciesnia si¢ strukture, eliminujge pewne modele przez dolgczanie aksjo-
matow. Caly ten proces przebiega przy bardzo aktywnym udziale uczniow,
przez rozwiazywanie kolejno nasuwajacych sie prostych problemow.
' PrzykrAD III. W pierwszej klasie zreformowanego liceum zaczy-
namy nauczanie matematyki od uzupelienia i uporzadkowania wia-
domo$ei o liczbach rzeczywistych oraz od ustalenia podstawy dla geo-
metrii dedukeyjnej. W istocie rzeczy ustalamy w ten sposéb takze baze
dla globalnej dedukeyjnej organizacji matematyki elementarnej szkoly
§redniej.

Zaczynamy od arytmetyki. Zaleznie od sytuacji trzeba bedzie mniej
lub wiecej nwagi po§wigci¢ intuicyjnemu jeszeze w duzej mierze uzupel-
nieniu wiadomog$ei nezniéw o liezbach rzeczywistych. Ostatecznie jednak
nalezaloby ten rozdzial zamkngé ustaleniem podstawowych wlasnosei
w postaci aksjomatéw ciala liezb rzeczywistych. Ta praca wykonana
przy aktywnym udziale uezniéw powinna byé tak przez nauczyciela
pokierowana, aby jej rezultatem bylo jasne u$wiadomienie uczniom
struktury ciala zupelnie uporzadkowanego, cigglego.

Oznaczamy zbi6ér liczb rzeczywistych, ktérego wlasnogei uecznio-
wie poznali poprzednio intuicyjnie, przez R. Proponujemy uczniom
zapisanie podstawowych wlasnofei dodawania. Zespol tych wlasnodci
oznaczamy symbolem D, poszezegblne aksjomaty numerujemy. Kie-
rujemy tak pracg uczniow, aby bardzo wyraznie sprecyzowaé (R, +)
jako grupe przemienng (nazwy nie podajemy jeszcze). Uczniowie zapisuja
symbolicznie wewnetrzno§é i nieograniczong wykonalno$é dodawania
(D,), istnienie modutu (D,), istnienie liczby przeciwnej do zadanej dowolnie
liczby (D), lacznos§é (Dy) i przemiennosé (D;). Pytanie, czy wlasnosci D
charakteryzujg dostatecznie zbiér liczb rzeczywistych z dodawaniem

Roczniki PTM — Wiadomos$ci Matematyczne X 6
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prowadzi do skonstatowania, ze R mogloby tu oznaczaé¢ np. zbior liczb
calkowitych, lub tylko liczb parzystych, lub zbiér liczb wymiernych.
Proponujemy uczniom jeszeze jedna interpretacje matematyczng: zbior
pliczb zegarowyeh” i ,,dodawanie zegarowe”. Jest to zbior liczb caltko-
witych 0,1, 2,...,11. Definicje i wlasnodei dzialan w tym zbiorze opi-
sujemy obrazowo za pomoca zegara, na ktdérego tarczy zamiast napisu
12 umieszczono napis 0. Przy pomocy obrotéw wskazowki zegara sugeruje
sie detinicje dodawania liczb zegarowych (dodawanie modulo 12, a @b =

a-+b
=at+b— [—liz—-], a@b pogladowo oznacza liczbe zegarows wskazana

przez wskazdéwke zegara po uplywie b godzin od godziny «). Uczniowie
stwierdzaja pod kierunkiem nauczyciela, ze zbidr liczb zegarowych z doda-
waniem zegarowym ma wszystkie wlasnodei D, podaja przyklady par
liczb zegarowych przeciwnych, ilustruja dodawanie zegarowe przykla-
dami. Podajemy (dla dalszych celéw) jeszeze jeden przyklad skoriczonego
zbioru liezb, czynigcego zado$é — przy analogicznej definicji dodawania
— ukladowi warunkéw D, mianowicie przyklad zbioru liczb modulo 7
(chodzi o liczbe pierwsza); jest to w obrazowym przedstawieniu zbior
pliczb tygodniowyeh” {0,1,2,3,4,5, 6}, w ktérym okre§lamy dziatanie
dodawania przez definicje podobna do poprzedniej, sformulowang juz
przez samych uczniéw. Mozna tu to pojecie nogolnié, ale nie to jest wazne
w tej chwili.

Po uswiadomienin uczniom wieloznacznosei ukladu D (nawet bez
wychodzenia poza modele liczbowe) przystepujemy do przykladéw Scistej
dedukeji. Uezniowie dowodza, ze z ukladu D wynika juz istnienie jednego
jedynego pierwiastka réwnania e+ « = b, definiujg réznice liczb, dowodzg
pewnych twierdzen o réznicy. Nie wyczerpuje sie oczywidcie tematu,
poprzestaje sie na kilku tylko przykladach. Celem tych éwiczenn jest
uéwiadomienie uezniom 1° pojecia wywiedlnogei jakiejé tezy z ukladu
innych tez, 2° tego, ze kazde z formalnie udowodnionych w ten sposéb
twierdzen jest prawdziwe w kazdym z modeli, poniewaz uklad D okrela
ich wspdlna strukture. Mozna tu wprowadzié¢ termin ,,grupa’.

Uklad M (wlasnosei mnozenia) opracowuja uczniowie sami przez
analogie do ukladu D. Przy poszukiwaniu odpowiednika dla D, (istnienie
liczby przeciwne] do danej liczby) zauwazajg brak pelnej analogii, formu-
luje sie wlasno§é M, z odpowiednim zalozeniem. Nalezy jeszcze powiazaé
oba dzialania. Pojawia si¢ wlasno$é rozdzielnogei iloczynu wzgledem sumy,
nazywana MD.

Czy wlasnodei D, M, MD przysluguja wszystkim poprzednio rozwa-
zanym zbiorom liezb z odpowiednimi dzialaniami? OdpowiedZ jest pozy-
tywna dla zbioru liczb wymiernych, negatywna dla zbioru liczb calko-
witych oraz dla zbioru liczb parzystych. Interesujace uczniéow céwiczenia
wykonuje sie w zwiazku z badaniem pozostatych dwaéch modeli liczbowych.
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Uezniowie przekonujg sie, ze w zbiorze liczb zegarowych réwnanie 2-7 = 1
nie ma rozwigzania (iloczyn liezb zegarowych definiuje si¢ analogicznie
do sumy, iloezyn modulo 12), wykonujac konkretne rachunki (obliczaja
wszystkie mozliwe iloczyny 2 przez inne liczby zegarowe). Konstatuja
tez istnienie liczb, ktérych iloczyn jest zerem, mimo Ze zadna z nich nie
jest zerem (26 = 0). Natomiast zbiér liczb tygodniowych czyni zadodé
wszystkim wlasno§ciom D, M, MD. Pogadanka nauczyciela informa-
cyjnie nogodlnia te spostrzezenia uczniéw, rozréznia sie liczby modulo n,
gdy n jest pierwsze i gdy n jest zlozone.

Podobnie jak w poprzednim przypadku, przystepuje sie nastepnie
do dedukcji. Definiuje sie iloraz, dowodzi kilku twierdzen bardzo precy-
zyjnie, podkreflajac ich wywiedInogéé z uktadu D, M, MD oraz jako kon-
sekwencje pewnod§é, ze wszystkie te twierdzenia sa prawdziwe zaréwno
dla zbioru liezb wymiernych z dodawaniem i mnozeniem, jak i dla zbioru
lieczb modulo % z dodawaniem i mnozeniem modulo », gdy = jest liczba
pierwsza. Twierdzenia te byly znane juz dla liczb wymiernych (np. wazne
twierdzenie o ilorazach, czyli tzw. ulamkach algebraicznych), nowe jest
teraz to, ze te same twierdzenia mozna stosowaé¢ w rachunkach modulo n,
gdy n jest liczbg pierwsza. Mozna juz nazwaé opisang przez D, M, MD
wspolng strukture dla zbioréw liezb rzeezywistych, liczb wymiernych,
liczb modulo n, przy » pierwszym, z odpowiednimi dzialaniami, strukturg,
ciala. Nazwa struktura w tym przypadku — jak pokazuje doswiad-
czenie — jest naturalna dla uczniéw i bardzo dobrze oddaje ich intui-
cyjne rozumienie tego, co jest wspélne w rozwazanych modelach licz-
bowych.

Przechodzi sie nastepnie do wlasnosci porzadku P, to jest do znanej
uezniom relacji mniejszosei w zbiorze liczb rzeczywistych. Wiasnoéei P wy-
razaja, ze < jest antysymetryczna (P,), przechodnia (P,) i spéjna (prawo
trychotomii P;). Wiaze sie mniejszo§¢ z dodawaniem (prawo monotonii
dla dodawania PD) oraz mniejszo§¢ z mnozeniem (dwa prawa monotonii
mnozenia PM, i PM,). Podobnie jak poprzednio, pytanie, czy uklad D,
M, MD, P, PD, PM charakteryzuje tylko liczby rzeczywiste, sugeruje
zbadanie, czy te wlasnodci przystlugujg niewykluczonym dotad modelom:
zbioru liczb wymiernych i zbioru liczb tygodniowych z odpowiednimi
dzialaniami. Okazuje si¢, ze tym razem odpadnie zbidér liczb tygodnio-
wych. Czy mozna w tym zbiorze okrefli¢ mniejszo§é tak, aby byly spel-
nione warunki P i PD i MD ? Przypu$émy, ze byloby to mozliwe. Wtedy
musiatoby by¢ albo 0 < 1, albo 1 < 0. W pierwszym przypadku byloby
wobec prawa monotonii dodawania: 0<<1,1<2,2<3,3 <4,4 <5,
5 < 6,6 <0, a wiee wobec przechodnio§ei mniejszosci 0 << 0, co jest
niemozliwe wobec antysymetrii. Gdyby zad przyja¢ na odwrét 1 <O,
to byloby podobnie 0 >1>2 >3 >4 >5 > 6 > 0. Nie mozna uporzad-
kowad w sposob Scisly zbioru liezb tygodniowych tak, aby bylo spelnione
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prawo monotonii dodawania. Dolaczajac do wlasno§ei D, M, DM wlas-
noéei P, PD, PM wykluezyliSmy nasz model liczb tygodniowych. Z roz-
wazanych poprzednio modeli pozostaje juz tylko model liezb wymiernych
i model liczb rzeczywistych. Mozemy tu wprowadzié nazwe struktury
ciala uporzadkowanego zupelnie. Zbiér liczb tygodniowych z dzialaniami
mnozenia i dodawania tygodniowego jest cialem, ale nie jest cialem
uporzadkowanym zupelnie, zbiér liczb wymiernych z dzialaniami doda-
wania i mnozenia jest cialem uporzadkowanym. Nastepuja przyklady
dedukeji, wybrane twierdzenia o nier6wnosciach, rozwiazanie typowych
nier6wnoéei liniowych.

Pozostaje jeszeze jeden krok, uzupelnienie naszego ukladu takg
wlasnoseig liczb rzeczywistych, ktora wyklucza model liczb wymiernych.
Ueczniowie znaja juz przyklad takiego zbioru liczb wymiernych, ze ani
w tym zbiorze nie ma maximum, ani w zbiorze go dopeliajacym do zbioru
wszystkich liczb wymiernych nie ma minimum, mianowicie zbiér {z:
jest liczbag wymierng i # < 0 lub #* < 2}. Intuicyjnie juz wprowadzono
pojecie liczby niewymiernej. Obecnie wyrazamy te intuicje w postaci
wlasnodci C ciggloSei zbioru liczb rzeczywistych: kazdy ograniczony
z gory zbior liczb rzeczywistych ma kres gérny, kazdy ograniczony z dolu
~zbibr liczb rzeczywistych ma kres dolny. Pojecie kresu gérnego (dolnego)
definiuje sie jako liczbe, ktéra jest albo maximum danego zbioru (mi-
nimum danego zbioru), albo gdy takiego maximum (minimum) w da-
nym zbiorze brak, minimum (maximum) zbioru liczb gérnych (dolnych)
dla danego zbioru. Witasnosé C wyklucza model liczb wymiernych.
Mozemy wprowadzi¢ termin ,struktura ciala zupelmie uporzadkowa-
nego ciaglego”. '

Nauezyeiel informuje ueznidw, ze lista wlasnodei zostala tym samym
zamknigeta. Myslaec w rachunkach i rozumowaniach o liczbach rzeczy-
wistych bedziemy odwolywaé sie tylko do ukladu wilasnosci D, M, MD,
P, PD, PM, C, a wiec bedziemy korzysta¢ ze struktury ciala zupeknie
uporzadkowanego cigglego. Oczywidcie nie bedziemy mogli drobiazgowo
wywie§é z tego ukladu wszystkich potrzebnych nam przeksztalcen, ktore
uczniowie poznali poprzednio i ktére powinni stosowaé juz biegle w ra-
chunkach. PokazaliSmy na wybranych przykladach wywiedlno$§é nie-
ktérych z tych ,praw” z danego ukladu. Informujemy uezniéw, ze i inne
sa podobnie wywiedlne, nie mamy jednak czasu, aby sie tym dokladnie
zajmowaé. W przypadku bledu mamy juz podstawe kontroli.

Proces dydaktyezny, ktoéry przedstawilam, jest kierowana przez
nauczyciela aksjomatyzacja dziedziny poznanej przez uczniéw poprzednio
w duzej mierze intuicyjnie, aksjomatyzacja przeprowadzona w celu
uporzgdkowania tej dziedziny wedlug schematu strukturalnego, przez
stopniowe zacie§nianie kolejno okreflanych struktur oraz eliminowanie
modeli nieodpowiadajacych intuicyjnic ujetemu pojeciu zbioru liezb
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rzeczywistych z dwoma dzialaniami i nieréwnofcig. Nie mamy mozli-
woSci na tym poziomie wyja$nienia uezniom, ze zdefiniowali§my osta-
tecznie nie tylko jednoznaczny rodzaj struktury, ale nadto taki, w ktérym
nie ma nietozsamogciowych automorfizméw. Ale jaka§ idea tej jedno-
znacznosel juz sie w my§li ueznia zaczela zarysowywaé. Wazne rezultaty
to: okreSlona podstawa do rozumowan i rachunkéw, ujawnienie pod-
stawowych struktur w znanej intuicyjnie dziedzinie, porzadkujacych ja
pojeciowo, wprowadzenie uezniow w $cisla dedukeje na prostych przykla-
dach, pokazanie im ekonomizujacej prace mysli roli formalnej dedukeji
ze wzgledu na mozliwo§é réznych interpretacji danego ukladu wiasnosci
(aksjomatow), ujawnienie — w uproszezony sposéb — definicyjnego
charakteru aksjomatyki (opis sprawozdawezy, przeksztalcony ostatecz-
nie w definicje pewnej struktury), uwypuklenie kolejno definiowanych
struktur przez kontrprzyklady (eliminowanie modeli).

Nieco inaczej, choé w zasadzie kierujac sie podobng idea ,,opisu defi-
niujacego strukture’”, mozna przeprowadzié¢ na wstepie nauki w liceum
aksjomatyzacje na wpdl jeszeze intuicyjnej geometrii. Zagadnienie to
omowie szezegolowo w trzecim cyklu wykladéw po§wieconym metodyce
szezegolowe). Obecnie chee zwréci¢é uwage na nastepujace zasady, ktore
proponuje stosowaé w toku aksjomatyzacji geometrii.

10 Ueczniowie przychodza do liceum z réznych szkél i przystepuja
do pracy w nowej grupie z nowym nauczycielem. Ta sytuacja moze by¢é
wykorzystana jako naturalny punkt wyjfcia do dyskusji z uczniami.
Nauczyciel zwraca uwage na to, ze wszyscy uczniowie wyniesli z poprzed-
niej nauki w szkole podstawowej pewne pojecia i wiadomosei z geometrii.
Wszysey uzywajg nazw ,,prosta”, ,,punkt”, ,plaszczyzna’, ,,odleglodé”,
itp. Terminy te nie oznaczaja jednak konkretnych przedmiotéw. Nie
mozemy wskazaé prostej ani punktu w naszymn otoezeniu. Dyskusja
na ten temat powinna uswiadomié uczniom, ze pojecia geometryczne
powstaja w naszej] my§li jako schematy stosunkéw przestrzennych,
uproszezone ich przedstawienie. Do§wiadczenie szkolne dowodzi, Ze ucznio-
wie to rozumieja. Dla unikniecia nieporozumienn trzeba wiec na wstepie
geometrii ustalié, jak te schematy rozumiemy. MoZe kazdy je rozumie
inaczej ? Okazuje sie np., Zze méwiac o prostej i punkcie wszyscy zgodnie
rozumiemy prosta jako zbiér punktéw. Wszyscy zgodnie rozumiemy
terminy punkt i prosta tak, ze do kazdych dwéch réznych punktow
mozna dobraé dokladnie jedna prosta, do ktérej te punkty nalezg.
Ustalimy takie proste wlasnosei, w ktérych wyrazimy nasze wspdlne ro-
zumienie stosunkéw zachodzacych miedzy punktami i prostymi tak, aby
w dalszym ciggu juz nie bylo nieporozumien, jak tymi nazwami nalezy
sie postugiwaé. Postaramy sie, aby ten wstepny opis byl mozliwie zwiezly.

20 Poprzednio juz uezniowie poznali elementy nauki o zbiorach,
pojecie porzgdku i odleglofci w zbiorze (w sensie ogélnym). Ustalamy



86 Z. Krygowska

jezyk, w jakim bedziemy formulowaé wlasnosci podstawowe. Umawiamy
sie, ze ,,0pis”® ma byé wykonywany tylko przy uzyciu tego ,,znanego
nam wszystkim slownika®. Opis ten jest wiec od poczatku ukierunkowany.
Ueczniowie wyrazaja tym samym strukture plaszezyzny w okreslonych
z gory kategoriach pojeciowych, co wyklucza niejasne zwroty w stylu
»,prosta ciggnie si¢ w nieskonczonosé”, ,,odcinek nie ma gruboseci” itp.
i zmusza ich do bardzo precyzyjnych wypowiedzi.

W toku dedukeji uczniowie dowodza twierdzen dla nich intuicyjnych
i dobrze im znanych z poprzednich lat nauki. Ma to pelny sens w przy-
jetym ujeciu. Kontrolujemy bowiem w ten sposéb, czy nasz poczatkowy
,,0pis”? jest wystarczajacy. Zmienia gie punkt widzenia. Nie pytamy,
czy tréjkat réwnoramienny ma o§ symetrii, ale czy nasz opis poczatkowy
byl na tyle dokladny, ze z niego te wlasno§é tréjkata réwnoramiennego,
ktoérg intuicyjnie mu przypisujemy, mozna wywiesé. Twierdzenia, ktorych
nie znaliémy dotad lub ktére sa dla nas nieoczywiste, i ktore sa wywiedlne
z naszego ,,0pisu”, ujawniaja nam, ze jeszcze nie wszystko wiemy o opi-
sanej w aksjomatach strukturze. Modele — nieraz dziwaczne — dowodzg,
ze nasz ,,0pis”’ jest jeszecze niedokladny. Aby je wyeliminowaé dolaczamy
do tego ,,opisu’® nowe wlasnosei itp. W ten sposéb proces aksjomatyzacji
geometrii jest Zréodlem bardzo ksztalcacych rozwazan. Ostatecznie ustala
sie liste podstawowych wlasnodei: definicje struktury plaszezyzny, ktora
badamy w mnaszej geometrii.

Podam jeszeze dwa przyklady zapoznawania uczniéw z metoda
aksjomatyezna wedlug eksperymentéw prowadzonych w Belgii przez
G. Papy i w NRF przez H. G. Steinera.

PrzvkrADp IV. W eksperymentalnych szkotach belgijskich, obej-
mujacych juz dzi§ prawie 50°/, szk6t grednich, w Lktérych nauczanie
matematyki jest oparte na bardzo mocno zmodernizowanym programie,
zupelnie odmiennym od programu tradycyjnego ([17]), wprowadza sig
juz aksjomatyke geometrii w nauczaniu uczniéw dwunastoletnich. Aksjo-
maty ustala si¢ na podstawie intuicyjnego opisu, przy czym sg one tak
wybrane, ze bardzo szybko mozna przej$é do ujawnienia struktury linio-
wej plaszezyzny z ustalonym w niej centrum. Definiuje sie¢ bowiem od
razu translacje (wektor) i wprowadza dziatania dodawania wektorow
i mnozenia wektora przez liczbe. To wszystko jest oparte na aksjomatach
ustalonych, jak zaznaczylam, w postaci intuicyjnego opisu, sformulowa-
nego w dziesieciu wlasno$ciach, przeznaczonych do ,,zatrzymania w pamieci
(4 retenir), poniewaz z nich mozna wywie§é inne twierdzenia dotyczace
wlasnofci plaszezyzny. Przyjmuje sie nastepnie, ze w plaszezyZnie ozna-
czonej przez IT ustalono jeden punkt o i od tego momentu rozwaza sie
plaszezyzne z centrum, oznaczang (7, o). Definiuje si¢ dodawanie punktow

za pomocy dodawania wektoréw (a-+-b = ¢ <>o0a-+o0b = oe) i mnozenie
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punktu przez liczbe za pomocg mnozenia wektora przez liczbe (aa =
= b <00 = 5?)). W ten sposéb ujawnia sie, ze plaszezyzna z centrum
ma strukture przestrzeni liniowej (podstawowe pojecia algebraiczne sa
tu bardzo wezednie wprowadzane). Rozwija sie dalej te geometrie w ciagu
dwoch lat nauczania, w duzym stopniu algebraicznie.

W klasie czternastoletnich uczniéw nastepuje odwrdcenie calej tej
konstrukeji. Okazuje sig, ze przyjmujac na odwrét jako punkt wyjscia
opis plaszezyzny z centrum, z dzialaniem dodawania i mnozenia przez
liczbe jako przestrzeni liniowej mozna wywie$é przyjete poprzednio aksjo-
maty z tego opisu. Od tego momentu poezawszy caly kurs matematyki
elementarnej opiera si¢ na aksjomatyce ciala liczb rzeczywistych oraz
na aksjomatyce przestrzeni liniowej, uzupelnionej nastepnie rdéwniez
aksjomatyeznym wprowadzeniem iloczynu skalarnego.

Ta koncepcja jest realizowana z imponujaca inwencja dydaktyezna
oraz — jak stwierdzaja organizatorzy eksperymentu — przyjmowana
jest przez ucznidéw zupelnie dobrze i z wielkim zainteresowaniem.

PrzyxrAD V ([21]). Eksperyment odbywal sie w najwyzszej klasie
szkoly $redniej, ueczniowie byli juz wyselekcjonowani, klasa liczyla ich
tylko 13.

Punktem wyjseia bylo rozwazenie réznych przykladoéw ,,zbioréw
glosujacych” (Rada miejska, Bundestag, klasa szkolna, zbiér aksjonariu-
szy, komisja egzaminacyjna, itp). Zauwazono, ze za kazdym razem dany
byt scisle okreslony zbiér A oséb, ulamek p /¢ nie mniejszy od 4 i nie wiekszy
od 1, okreflajacy decydujaca dla glosowania wigkszo§é, oraz rozklad glo-
80w, a wiee funkeja s, przyporzadkowujaca kazdej z oséb liczbe naturalna
(liczbe gloséw, ktora tej osobie przystuguje). Strukture zbioru glosujacych
okre§lono wiec w tym ujeciu jako uklad (A4, s, p/q)(®). Uczniowie podali
wiele przykladéw i wyznaczyli w kazdym z tych przypadkéw tzw. wszyst-
kie mozliwe wygrywajace koalicje glosujacych. Koalicja nazywano przy
tym kazdy podzbiér zbioru A ; koalicja nazywa sie wygrywajaca, jezeli
przypadajgca na nig suma gloséw jest dostatecznie duza, aby wymusié
decyzje. W toku tych éwiczen uczniowie dokonali réznych waznych dla
dalszego ciggu spostrzezen. Stwierdzili miedzy innymi; ze:

1° kazdy nadzbiér (w A4) koalicji wygrywajacej jest koalicja wygry-
wajgeq; wyrézniono minimalne koalicje wygrywajace;

2° jezeli K jest koalicja wygrywajaca, to A—K nie jest koalicjy
wygrywajacg; koalicje 4 —K nazywa sie koalicja przegrywajaca;

3° istnieja w niektérych zbiorach glosujacych koalicje, ktére nie sa
ani wygrywajace, ani przegrywajace; nazwano je koalicjami blokujgeymi.

(%) Wyeliminowano dla uproszezenia wstrzymujaeych sie od glosowania, zali-
czajge ich do glosujacych ,,tak”.
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Ueczniowie stwierdzili, ze wystarczy podaé¢ wygrywajace koalicje
minimalne, aby znaé:

1° wszystkie koalicje wygrywajace (nadzbiory koalicji minimal-
nych), :

2° wszystkie koalicje przegrywajace (dopelnienia koalicji wygry-
wajacych),

3° wszystkie koalicje blokujace (pozostale koalicje).

y»yUczniowie” — pisze autor — ,,0odnosza w tej chwili po raz pierwszy
wrazenie, ze rozwazania te nie zaleza od poprzedniego podzialu gloséw?’
([21], str. 69).

W dalszym ciggu uczniowie sami proponowali rézne definicje, np.
,;bezsilnego czlonka zbioru glosujacych”, ,,dyktatora’, ,,czlonka zbioru
_ glosujacyeh, majacego pravo Veta', ,,przewodniczacego’ oraz odkrywali,
formulowali i uzasadniali twierdzenia dotyczace stosunkéw miedzy wyréz-
nionymi koalicjami. Badano réwnowazno§é proponowanych definicji, itp.
Uczniowie udwiadamiali sobie coraz jasniej, ze wszystkie te definicje
i rozumowania mozna sformutowaé poshugujac sie tylko terminami ,,zbiér
glosujageyeh” i ,,zbiér koalicji wygrywajaeych”, nie odwolujae sie do —
poczatkowo na pierwszy plan wysuwanych — pojeé ,,regulaminowej
wiekszodei pfg” i ,,rozkladu gloséw s”’. Ostatecznie sformulowano druga
definicje rodzaju struktury zbioru glosujacych w sposéb nastepujacy:
para (4, ) utworzona z niepustego zbioru A i niepustego zbioru G pod-
zbiorow A jest ,,zbiorem glosujacych”, jezeli

1° keGArkclc A =le@,

2° keG = k¢G,

Jako szezegolny model takiego rodzaju struktury uczniowie badali
y,strukture zbioru glosujacych w Radzie Bezpieczenstwa Narodow Zjed-
noczonych”, w ktérej wyréznia sie 5 miejse stalych i 6 wybieralnyeh (8).
Minimalnymi koalicjami wygrywajacymi sa tu zgodnie ze statutem Rady
koalicje utworzone przez wszystkich pieciu delegatéw zajmujacych miejsca
stale {fi, fa, fs, fa, f5s} 1 co najmniej dwoch zajmujacych miejsca wybie-
ralne {s;, s;} dla ¢ % j oraz ¢,j = 1, 2, 3,4, 5, 6. W zwigzku z badaniem
tej struktury wykonano rachunki: obliczono ilo§é wszystkich mozliwych
koalicji (moc zbioru podzbioréw zbioru {f;,fay ...y fs) 81y 80y .-ey 86} =

= 211 = 2048), wszystkich koalicji wygrywajacych ((g) + (g) 4.4 {g) —
= 26— 7 = 57), w tym minimalnych {(g) = 15), itp. Rozwazano problem:

czy mozna poda¢ taki rozklad gloséw, azeby przy zwyklej wiekszosei
(p/q = %) mozna bylo uzyskaé¢ w Radzie Bezpieczenstwa te same mini-

(%) Autor nie uwzglednia zmian wprowadzonych do statutu Rady Bezpieczen-
stwa 1. 1. 1966.
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malne koalicje ? Czy jest to mozliwe przy innych p/q? Zatem, czy mo-
zna dobra¢ s i p/q tak, aby dana struktura (4, @) byla modelem rodzaju
struktury (4,s,p/q)? Wiekszo§¢ uczni6w odpowiedziala poprawnie,
tj. negatywnie na pierwsze pytanie. OdpowiedZ na drugie pytanie znalazto
trzech uczniow (na trzynastu w klasie): kazdemu miejscu stalemu przy-
znali 5 gloséw, kazdemu miejscu wybieralnemu 1 glos, przy ustawowej
wiekszosei p/g = 27/31.

7 tej dyskusji wylonil sie problem postawiony przez jednego z nczniéw:
czy zawsze majae strukture zbioru glosujacych zadang przez zbiér mini-
malnych koalicji wygrywajacych mozna dobraé¢ taki ulamek p/q, okresla-
jacy regulaminows wiekszo$é i rozklad gloséw s, aby mobe okreglié przez
s 1 plq zadang przez zbiér koalicji strukture zbioru glosujaeych ? Ten
trudny problem zostal rozwiazany. Jeden z podanych przez uczniéw
przykiadow postuzyl jako punkt wyjscia dla dowodu, Ze odpowiedZ
na postawione pytanie jest negatywna. Okazalo sie wige, ze definicja
druga obejmuje sytuacje, ktérych nie mozna by ujaé wedlug definicji
pierwszej.

W przedstawionym tu skrocie eksperymentu nie moge oczywiscie
nawet choé¢by zacytowaé réznorodnych probleméw i zadan, ktére ucz-
niowie rozwigzywali samodzielnie oraz numerycznych obliczen, ktoére
wykonywali w zwigzku z omawiang tematykg. Artykul [21] trzeba
w calo$ci przeczytaé, aby sobie zdaé¢ sprawe z dydaktyeznych wartosei
tych prac.

Ogranicze¢ wiee tu tylko méj komentarz do nastepujacych uwag:
Prace uezniéw byly bardzo umiejetnie prowadzone od schematyzacji
znanych im stosunkéw przez ich matematyzacje do sformulowania aksjo-
matyeznej definicji pewnego rodzaju struktury. W pierwszej fazie ucznio-
wie usilowali znalezé schematyeczny opis réznych rzeczywistych sytuacji.
Te schematyzacje ukierunkowano tak, aby opis schematu zostal wyrazony
w terminach teorii mnogogei i arytmetyki; byla to poprawna matematy-
zacja rzeczywistych sytuacji wyjsciowych. Ale na tym nie poprzestano.
Okazalo sie, ze podana charakterystyka arytmetyezna nie jest jedyna,
Ze natomiast mozna te strukture opisaé, podajac wyrdzniony zbidér pod-
zbiorow danego zbioru os6b glosujacych. Dostrzegamy tu uogélnienie
takiego samego rodzaju, jakie dokonalo si¢ w rozwoju pojecia topologii:
od przestrzeni metrycznej i otoczenia kolowego, do definicji topologii
przez wyrézniony zbiér pewnych szezegdlnych podzbioréw przestrzeni.
Uczniowie w toku tej calej pracy zdobyli niewatpliwie glebokie zrozumie-
nie tego metodologicznego procesu w drodze naturalnej.

Podane wyzej przyklady ilustruja rézne dydaktyczne préby wpro-
wadzenia ueznia w my§lenie aksjomatyczne. Jak widzimy, chodzi tu
o co§ zupelnie innego, nizZ o dogmatyczny formalizm. Celem tych wszyst-
kich badan i eksperymentéw jest umozliwienie przenikniecia do nauczania
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wspolezesnych idei matematycznych opartych na pojeciu struktury.
Ci, ktorzy cheag wypracowadé organizacje materialn nauczania matematyki
sprzyjajaca realizacji tego celu, sadza, ze to jest wilasnie warunkiem ko-
niecznym do sharmonizowania elementéw empiryeznych, intuicyjnych
i formalnych w matematyeznym mys§leniu ueznia.

Omawiajac wszystkie te zagadnienia skoncentrowalam uwage na
postepowaniu dydaktycznym sprzyjajacym stopniowemu i coraz jas-
niejszemu u§wiadamianiu sobie przez ucznia sensu matematycznej deduk-
cji. Jest to oczywidcie tylko jedna strona problemu wprowadzenia ucznia
w metode matematyeczng. Jezeli bowiem doprowadziliSmy nawet do tej
§wiadomosei metodologicznej, to pozostanie ona tylko jalowa i malo
wartosciowa dla rozwoju myslenia uecznia, jezeli nie znajdzie pelnego
zastosowanin w rozwigzywaniu probleméw. Sprawa tq zajmiemy sie
w drugim cyklu wykladéw, po§wigconym metodom i §rodkom nauczania
matematyki, w zwiazku z metoda nauczania problemowego.
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