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Zadania

Gwiazdka * oznaczane sa te zadania, kt‘.orych rozwigzanie nie jest znane aunto-
rowi ani redakeji, albo znane jest tylko rozwmzame czedciowe. Wszelka korespon-
dencje dotyczaca zadan (rozwiazania zadan, uwagi o zadaniach, nowe zadania itp.)
nalezy nadsyla¢ pod adresem: Andrzej Lelek, Instytut Matematyczny Polskiej Aka-
demii Nauk, Warszawa 1, Skrytka Pocztowa 137. Ciekawsze rozwiazania beda publi-
kowane.

151*. ZnaleZé granice ciagu liezb

n2

T Vi—VEk—1
[]o

n

=P

k=1
R. Krasnodebski (Wroclaw)

152, Niech a = (a;, a;,...) bedzie dowolnym ciaggiem zero-jedyn-
kowym. Oznaczmy przez a-ind X a-wymiar przestrzeni topologicznej X,
ktory okre§lamy (') w nastepujacy sposéb:

1° a-ind X = —1 wtedy i tylko wtedy, gdy X jest puste,

2° a-ind X < n wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego punktu prze-
strzeni X w przypadku a, = 0 lub dla kazdego podzbiorn domknietego
przestrzeni X w przypadku a, = 1, istnieje dowolnie matle jego otoczenie U
takie, ze

(agy agy...)-indFr(U) <n—1.

Latwo zauwazyé, ze (0, 0, ...)-wymiar jest identyczny z tzw. malym
wymiarem indukcyjnym Mengera-Urysohna, a (1,1,...)-wymiar jest
identyczny z tzw. duzym wymiarem indukeyjnym Cecha(2).

Wykazaé, ze jesli a = (a;, agy...)y, B = (B1s B2y ...) 88 ciggami zero-

-jedynkowymi takimi, ze o; < p; dla i = 1,2, ..., to kazda T ,-przestrzen
X spelnia nieréwnogé

a-ind X < f-ind X.
R. Duda (Wroclaw)

() R. Duda, On notions of dimension, Bull. Acad. Polon. Sei. Série Math.
Astr. Phys. 13 (1965), str. 777-780.
() J.-I. Nagata, Modern dimension theory, Amsterdam 1965.
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153. Niech ind X bedzie malym wymiarem indukeyjnym Mengera-
-Urysohna, a Ind X duzym wymiarem indukeyjnym Cecha przestrzeni X(3).
Dla kazdego n =1,2,... skonstruowaé¢ w zbiorze (n- 1)-punktowym
Xy = {Poy ..., Pu} topologie taka, ze ind, X, =14 dla ¢ =0,...,n oraz
IndX, = 0.

B. Duda (Wroclaw)

154. Niech dimX oznacza wymiar pokryciowy przestrzeni X (2).
Dowiegé, ze dla kazdego podzbioru .4 dowolnej (niekoniecznie catkowicie
regularnej) przestrzeni X istnieje podzbiér otwarty G przestrzeni X taki,
76 A <@ oraz dimAd < dim@G.

W. Holsztysiski (Warszawa)

155. Zalézmy, ze kazdy =zbiér domkniety rozeinajacy przestrzen
X ma skladowg niejednopunktows. Dowie§é, ze dla dowolnego odwzoro-
wania ciaglego f: X — Y przestrzeni X w przestrzen zwarta Y, ktora
jest 1l-wymiarowa w sensie pokryciowym, istnieje punkt yeY taki, ze
przeciwobraz f '(y) ma skladowa niejednopunktows.

W. Holsztynski (Warszawa)

156. Dowiesé, ze przestrzen regularna, ktorej kazdy podzbiér domk-
niety ma przeliczalng baze otoczen, jest normalna.

W. Holsztysiski (Warszawa)

157. W przestrzeni Hilberta dane sg zbiory domkniete A4,,..., 4;,
ktorych suma jest wypukla. Ponadto kazdy zbior 4; zawiera zbior wy-
puklty B; (¢ =1,...,k) taki, ze kazde k—1 spofréd zbioréw B, ..., B
ma punkt wspélny. Dowiesé, ze zbiory A,, ..., 4; maja punkt wspéiny.

W. Holsztysiski (Warszawa)

158. Niech rodzina C podzbioréw zbiorn X, zwanych dalej wypukty-
i, spelnia aksjomaty:
1° (P < C) = (N PeC),

PeP

22 (AecX)=>{[ A V(a,beU)A(Uc A)] = (4e0)},

a,bed TUeC
3° [(weX)A (AeC)] = [S:(4)eC],
gdzie
Sa(d) = [y X: Al(@,9e0) = (4 0 U 20)])

(3) Zob. zadanie 152.
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jest cieniem zbiorn A z punktu . Wykazaé, ze powyisza teoria jest
elementarna, tzn. istnieje rownowazna teoria, w aksjomatyce w ktdorej nie
wystepuje pojecie zbioru. OczywiScie przestrzen liniowa ze zbiorami wypu-
klymi stanowi model tej teorii.

W. Holsztyniski (Warszawa)

159. Nazwijmy pdiprzestrzeniq przestrzeni (X, C) (*) podzbior wlas-
ciwy zbioru X, wypukly (tj. nalezacy do C), ktérego dopelnienie jest
wypukle. Dowiesé, ze dowolne rozlgezne niepuste podzbiory wypukle
A i B mozna rozdzielié pélprzestrzeniami, czyli istnieja dwie polprze-
strzenie rozlaczne, zawierajace 4 i B, odpowiednio.

W. Holsztyriski (Warszawa)

160. Podaé przyklad polprzestrzeni (5) gestej w przestrzeni unor-
mowanej (niekoniecznie zupelnej), nie postugujae sie aksjomatem wyboru.

W. Holsztysiski (Warszawa)

161. Dowiesé, ze w n-wymiarowej przestrzeni euklidesowej istnieje
dokladnie 2n polprzestrzeni (°) nieizometrycznych.

W. Holsztynski (Warszawa)

162*. Element a struktury dystrybutywnej L, majacej 0 i 1, nazy-
wamy normalnym, jesli a spelmia warunek
NANlenz=0)=> Vianb=2~y=0A0bovy=1)]}.
wel b,yeL

Dowie$é, ze elementy normalne tworzg podstrukture. Czy ta pod-
struktura, zawierajaca 0 i 1, musi by¢ normalna ?

W. Holsxtyniski (Warszawa)

163. Niech L bedzie strukturg dystrybutywna majaca 0 i 1, niech
xge L oraz niech #,,...,, bedg elementami normalnymi (%) struktury L
takimi; ze @y ~ ¥, ~ ... ~ @, = 0. Dowie$é, ze istnieja elementy v,, ., ...
.-y Yn struktury L spelniajagce warunki #; ~y; =0 dla ¢ =0,1,...,n
oraz Yo Yy v oo W Yy = 1.

W. Holsztynski (Warszawa)

(%) Zob. zadanie 158.
(%) Zob. zadania 158 i 159.
(%) Zob. zadanie 162.
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164 W zbiorze L wszystkich takich tréjek (a,, a,, a;) liczb rzeczy-
wistych, Ze co najwyzej jedna z liczb a,, a,, a; jest wieksza od najmniejsze]j
z nich, relacje < okre§lamy wzorem

[(ay, az, as) < (by, by, by)] < (i /1\2 3“1: < b,-).

Dowiesé, ze L jest struktura dedekindowsks, ale nie dystrybutywna.
W. Holsztynski (Warszawa)

165. Dwaj gracze wybieraja kolejno po jednym, nie wybranym
wezesniej, elemencie z sumy pewne] dowolnej rodziny zbioréw skonczo-
nych. Wygrywa ten, ktéry pierwszy wyczerpie caly zbiér z danej rodziny
(po skoriczonej liczbie ruchéw).

Dowiesé, ze pierwszy gracz posiada zwycieska strategie lub przy
dowolnym pierwszym wyborze moze uzyska¢ remis, a wiee grajace po-
prawnie nigdy nie przegra.

W. Holsztyniski (Warszawa)

166. Dany jest skotiezony zbiér tukéw okregu o promieniu 1, z kto-
rych kazde dwa maja punkt wspélny i suma zadnych dwéch nie zawiera
liku domknietego o dlugodci $4n. Dowiedé, ze wszystkie te tuki maja
punkt wspélny(?).

W. Holsztyniski (Warszawa)

167. Scharakteryzowaé wszystkie krzywe, wewnatrz ktérych moze
obracac si¢ n-kgt foremny (8).

W. Holsztynski i L. Niemand (Warszawa)

168. Dowiesé, ze funkeja f ciggla rzeczywista zmiennej rzeczywistej,
liniowa na kazdym ze skonezonej liczby przedzialéw, dajacych w sumie
calyg prosta, ma dokladnie jedno przedstawienie postaci

iz

k
f@) = atbz+ D alo—dil,

i=1
gdzie ¢; # 0 oraz d; # d; dla wszystkich 7 +# j.

W. Holsztyiiski (Warszawa)

(*) Jest to nieco ogdlniejsza wersja twierdzenia 18 z paragrafu 4 ksigzki:
M. Debrunner und H. Hadwiger, Kombinatorische Geomeirie in der Ebene, Ge-
néve 1960.

(8) Krzywe takie sg rozpatrywane w pracy: B. Kopoecinski, O ksztaleie komory
silnikéw rotacyjnych, Wiadom. Mat. 4 (1961), str. 283-288.
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169. Udowodnié, ze jesli d,d,,... jest ciagiem nieskonczonym
liczb dodatnich, to dla kazdego ciggu podwéjnego liezb rzeczywistych
b(¢,j) (¢,j =1,2,...), ograniczonego z géry i z doiu, istnieje ciag nie-
skoriczony wskaznikéw 4, << %, < ... oraz liczba rzeczywista ¢ taka, ze

|b(ém: ?:m+'n}_"‘0‘ < dm
dla m,n =1,2,...
W. Holsztyriski i A. Lelek (Warszawa)

170. Zbudowaé przestrzenn Hausdorffa zwarta, spelniajaca I aksjo-
mat przeliczalnosci oraz zawierajaca zaréwno podzbiér przeliczalny
gesty, jak podzbiér nieprzeliczalny dyskretny.

A. Lelek (Warszawa)

Rozwigzania zadan

61. Funkcje ciqgle rzeczywiste zmiennej rzeczywistej, kawalkami liniowe, tworza
przestrzen liniowq nad cialem liczb rzeczywistych. Wykazad, ze ta przestrzen jest nieprze-
liczalnie wymiarowa, tj. kasdy jej podzbiér przeliczalny zawiera si¢ w pewnej wlasciwej
podprzestrzeni liniowej.

Ju. M. Smirnow (Moskwa)

Niech funkeje fi, f,, ... beda kawatkami liniowe. Zbiér @; punktéw  takich,
ze funkeja f; jest liniowa w pewnym otoczeniu punktu z, jest otwarty i gesty. Zatem

istnieje punkt zyeG; ~ Gy ~ ... Kaida kombinacja liniowa skonezonego ukladu
funkeji f; jest funkeja liniowa w jakim$ otoczenin punktu xp. Stad wynika, ze np.
funkeja
0 dla =z < x,
o=
z—xp dla x> g,

nie nalezy do podprzestrzeni generowanej przez {f,fs,...}.

A. Prészyiiski (Puck)

66. Dowiesé, ze jesli wszysikie 2™ wierzcholkéw kostki n-wymiarowej zostang poma-
lowane dwoma kolorami: 2"~ na ezerwono i 2"~ na niebiesko, to liczba krawedzi czer-
wono-niebieskich bedzie co najmniej 2"

- A. N. Kolmogorow (Moskwa)

Przez indukcje wzgledem wymiaru » udowodnimy twierdzenie ogélniejsze,
a mianowicie ze jesli m wierzcholkéw kostki I" (0 < m < 2" !) pomalowano na czer-
wono, a pozostale wierzcholtki na niebiesko, to I" ma co najmniej m krawedzi czerwono-
-niebieskich. Dla wymiaru 1 twierdzenie jest oczywiste. Przyjmijmy, Ze jest ono
prawdziwe dla wymiara n— 1.

Niech J i K beda przeciwleglymi scianami (n— 1)-wymiarowymi kostki I,
zawierajgeymi dokladnie j i k wierzchotkéw ezerwonych, odpowiednio. Mamy j+ % =
= m < 2" 'i wobec symetrii mozemy przyjaé dodatkowo, Ze j < k. Zatem zachodzi

(Hj<k<2®?2 lub (2)j < 2" 2<k.
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W przypadku (1) z zaloZenia indukeyjnego wynika, Ze kostka J ma co najmniej j,
a kostka K co najmniej & krawedzi czerwono-niebieskich. Kostka I™ ma wige co naj-
mniej j+ k = m krawedzi czerwono-niebieskich. W przypadku (2) kostka K zawiera
2"—1__k < 22 wierzcholkéw niebieskich. Stad i z zaloZenia indukeyjnego wniosku-
jemy, iz kostka J ma co najmniej j, a kostka K co najmniej 2" !—k krawedzi czer-
wono-niebieskich. W kostce I™ istnieje 2"—! krawedzi laczacych J i K. Wéréd tych
krawedzi jest co najwyiej j krawedzi czerwonych i co najwyzej 2"~ 1—k krawedzi
niebieskich. Jest wige wéréd nich co najmniej

2=l (27— k) = k—j
krawedzi czerwono-niebieskich. Kostka I™ ma zatem co najmniej
j+ @ 1=k + (k—j) = 2" >m
krawedzi czerwono-niebieskich, co konczy dowéd twierdzenia.
A. Prészyiski (Puck)
82. Niech A i B beda macierzami stopnia n i C = AB— BA. Wykazaé, e jesli

AC = CA Tub BO = OB, to 0" = 0.
E. A. Gorin (Moskwa)

Oznaczmy przez SpA4 6lad (°) macierzy kwadratowej A.

LeMAT. Niech A bedzie macierzq kwadratowq stopnia n. Tworzymy dwa ciggi
macierzy pPrayjmujqe

4, =4, By = A,—p, I, gdzie p, = Sp4,,
A, = B, 4, B, = A,—p,I, gdzie p, = §Sp4,,

Ay = Bu_ 1A, By = Ap—ppl, gdeie pn = n—18p4,.

Wéwezas By = 0.

Dowéd. Jak wiadomo, wielomian charakterystyczny macierzy A wyraia
si¢ wzorem

[A—AI| = (— 1) [A"— ey A" 1 0, A" 2 — ..+ (— 1)en],

gdzie cx oznacza sume minoréw gtéwnyech stopnia k macierzy 4. Wykazemy najpierw
przez indukeje, ze zachodzi wzér

(3) P = (—1)F+lex

dlak=1,2,...,n. Dlak = 1 wzbr (3) jest prawdziwy, bo p; = Sp A4 = ¢,;. Zaléimy,
7e (3) zachodzi dlak = 1,2,...,m—1 (m < n). Wtedy zgodnie z konstrukejg ciaggow
macierzy Ar i Br mamy

Amp =A™ —p A1 _p A™ 1 —pp_14 =
=AM AM 1o, AT (— 1) o1 4,
skad wobec liniowoéci funkeji Sp dostajemy

(4) SpAm = SpA™— ¢, SpA™=14 ¢,8p A™2— ..+ (—1)"lep_18pA4.

(%) G. Birkhoff i 8. Mac Lane, Przeglad algebry wspélczesnej, Warszawa 1963.
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Niech oi(@y, ..., #0) = m}'+ mi—l— eee a:i oraz niech 7; bedzie wielomianem

symetrycznym podstawowym stopnia 4. Oznaczajac przez A,,...,An pierwiastki
charakterystyczne macierzy 4 mamy

SpAY = 6i(A1y.ens An)y € = Ti(A1, ..., An),
a zatem stosujac do réwnodei.(4) wzér Newbona
om—T10m—1+ T20m—z— ..+ (— 1) o101+ (— 1)™mrpm = 0,

otrzymujemy SpAdm = — (— 1)™mem = (— 1)™*+1mem. Poniewaz jednak Spd, =
= mpm, wiec wzbér (3) zachodzi dla k = m. Na mocy (3) mamy

Bp= Ap—pnl = A" — ¢y A" 14 03 A" 2— 4 (— 1) Lop_1 4+ (— 1)*enl

i z twierdzenia Cayleya-Hamiltona (*) wynika, ze B, = 0.

WN10SEK. Jedli A jest macierza kwadratowq stopnia n oraz SpA* = 0 dla k =
=1,2,...,n, to A"™ = 0.

Wykazemy teraz teze zadania. OczywiScie mozemy sie ograniczyé do rozpa-
trzenia przypadku, gdy zachodzi réwnosé AC = UA. Zauwazmy, Ze wynika z niej
réwnoéé AC¥ = 0%4 dla k = 1, 2, ... Na moey wniosku z lematu, wystarczy dowiedé,
iz SpC* =0 dla k=1,2,...,n. Otés jest

SpC¥ = Sp[(4B—BA4)C*-1] = Sp[(4B)C*~1]—8p [(B4)0*!] =
= Sp[4 (BC¥~Y)1— 8p [B(A4C*~1)] = Sp [(BC*~1) 41— Sp [(BC*—1) 4] = 0.

W. Guz (Torun)

130. Mamy na plaszezyinie nieskoticzony, zbieiny ciqg punkidw p,, Py, ... oraz
2biér Z o mierze plaskiej dodatniej. Dowiedé, se moina zbibr Z prresungé w poloienie,
w ktérym bedzie on zawieral nieskoticzenie wiele spoéréd punktéw py, Py, ...

C. Ryll-Nardzewski i H. Steinhaus (Wroclaw)

Uogoélniajac zadanie, podamy dowéd w przypadku k-wymiarowym. Dla zbioréw
A < R*, przez |4| oznaczamy k-wymiarowsa miare Lebesgue’a. Jesli zeR¥, to przez
A —z oznaczamy zbiér wszystkich punktéw postaci a— =, gdzie aeA.

LemaT. Jesli AT RF jest zbiorem mierzalnym, |A|> 0 oraz Pys Doy +-» jest cig-
giem punktéw przestrzeni RF zbieinym do zera, to |A ~ (4 — P> 0 dla prawie wszyst-
kich n.

Dowéd. Z twierdzenia Vitaliego (1?) wynika, Ze istnieje kostka K < R* taka, ze

(5) 2|4 ~'K|>|K|.
Oznaczmy B = A ~ K. Gdyby teza lematu nie byla prawdziwa, to mielibysmy
|[B ~ (B—p,)| = 0 dla nieskonczenie wielu n, skad
2|B| = |Bwv (B—p,)| < |[Kv (E—p,)l,

gdzie |K v (K—p, )| zmierza do |K| przay = —> co. Jest to sprzeczne z nieréwnofcia
(5) i lemat zostal udowodniony.

Niech teraz Z bedzie podzbiorem mierzalnym przestrzeni R¥ o mierze [Z]> 0
i niech p,, p,, ... bedzie ciggiem zbieznym punktéw przestrzeni R*. Nie zmniejszajac

(19 R. Sikorski, Funkcje rzeceywiste, tom I, Warszawa 1958,
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ogdlnodei, mozemy przyjaé, ze zbidr Z jest zwarty i ciag p,, ps, ... jest zbieiny do
zera, Okreflimy indukeyjnie ciag zstepujacy zbioréw zwartyeh Zy o Z; o ... oraz
ciag rosngey wskainikow n, < m, < ... takich, ze

Zi = Zioar(Zici—pny)s  1Zi]>0

dla ¢ = 1,2, ... Niech mianowicie Z, = Z. Wskaznik n, istnieje na mocy lematu;
podobnie znajdujemy wskaznik n;> ni_j, gdy dany jest zbiér Z;_; miary dodatniej.

Poniewaz zbiory Z; sa zwarte i niepuste, przeto istnieje punkt zeZ; ~ Z, ~ ...
oraz dostajemy

2eZi_1— Pn; S Z— Py

a wige ppeZ—z dla i = 1, 2, ... Wektor —z realizuje zadane przesunigcie:
A. Birkhole (Warszawa)
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