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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE IX (1966)

W. SIERPINSKI (Warszawa)

O podzielnosei liczb

Odezyt popularny, wygloszony w Warszawie 11 listopada 1964 r.

Z pojeciem podzielnodei liezb spotykamy sie juz w arytmetyce ele-
mentarnej. Jednym z podstawowych dzialann arytmetycznych jest dziele-
nie jednej liczby calkowitej przez druga i wyznaczanie odpowiedniej re-
szty. Jezeli dzielenie liczby a przez liczbe b wypada bez reszty, mowimy,
ze liczba a jest podzielna przez b, albo ze liczba b jest dzielnikiem liczby a,
albo wreszcie, ze liczba a jest wielokrotnoscig liczby b. Wyrazamy to wzo-
rem bla, ktory czytamy: b jest dzielnikiem a. Na to wiec zeby ten wzér
zachodzil, potrzeba i1 wystarcza, zeby istniala liczba calkowita k, taka
iz a = kb.

Poniewaz 0 = 0-b dla kazdej liczby catkowitej b, wiec kazda liczba
catkowita jest dzielnikiem liczby 0. Natomiast 0 jest dzielnikiem tylko
liczby 0, gdyz przy wszelkim catkowitym % mamy k-0 = 0.

Poniewaz wzér a = kb jest réwnowazny kazdemu ze wzoréw: —a =
= (—k)-bya = (—k)(—b), —a = k-(—Db), wiec wzlr b|a jest r6wnowazny
kazdemu ze wzoréw: b| —a, —b|a oraz —b| —a. Wynika stad, ze przy ba-
daniu podzielnogei liezb calkowitych réznych od zera wystarczy sie ogra-
niczyé do badania podzielnosei liczb calkowitych dodatnich, czyli natu-
ralnych.

Latwo jest wyznaczy¢ wszystkie wielokrotnosei naturalne danej liczby
naturalnej n: beda to wszystkie wyrazy ciagu nieskonczonego

N, 20, 30, 4n, ...

Trudniej natomiast jest znalez¢ wszystkie dzielniki naturalne liezby
naturalnej n, chociaz liczba ich jest zawsze skonczona, gdyz dzielnik liczby
naturalnej » jest oczywiscie zawsze nie wiekszy od n. Dla znalezienia wszys-
tkich dzielnikéw naturalnych danej liczby naturalnej n nie ma zreszta
koniecznofci dzieli¢ ja kolejno przez wszystkie liczby naturalne < n. Je-
zeli liczba naturalna a jest dzielnikiem liczby naturalnej », to iloraz n:a = b
jest liczbg naturalna: jest to tak zwany dzielnik dopelniajacy dla a (ze wzgle-

du na n). Jezeli b < a, to mamy n = ab > b?, skad b < Vn; jezeli zas b > a,
to mamy n = ab >a? skad a < Vn. Z kazdych wige dwéch dopelniajacych
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gie dzielnikéw liczby » jeden co najmniej jest zawsze < Vn. Dla wyznacze-
nia wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby naturalnej » wystarczy wiec
znaleZ¢ wszystkie jej dzielniki naturalne < Vn i natepnie dolaezyé do nich
dzielniki dopelniajace. Na przyklad dla » = 100 wystarczy wyznaczyé
dzielniki naturalne liczby 100 nie wieksze od V100 czyli od liczby 10 i na-
stepnie dolgezyé do nich dzielniki dopeiajace. Z liezb naturalnych < 10,
jak latwo sprawdzié, tylko liczby 1, 2, 4, 51 10 sg dzielnikami liczby 100.
Ich dzielnikami dopelniajacymi beds liezby 100, 50, 25, 20 i 10. Tak wiec
liczba 100 ma 9 dzielnikéw naturalnych: 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 501 100.
Liczba 101, jak latwo sprawdzié, nie ma zadnego >1 dzielnika naturalnego
< 1/1—01, ezyli <10 (gdyz Y101 < V121 = 11). Liczba 101 ma wiee tylko
dwa dzielniki naturalne: 1 i 101. Liczby naturalne, ktére majg tylko dwa
dzielniki naturalne, nazywamy lcebami pierwszymi. Aby sie wiec przeko-
naé, ze dana liczba naturalna n >1 jest liczba pierwsza, wystarczy sie
przekonadé, ze nie ma zadnego dzielnika > 1 oraz < Vn.

Dla niewielkich liczb naturalnych n znalezienie wszystkich dzielnikéw
naturalnych liczby » nie nastrecza trudnosei. Inaczej jest jednak, gdy liczba
naturalna » jest wielka, majaea na przyklad kilkadziesiat cyfr w ukladzie
dziesigtnym. Na przyklad dopiero w tym roku znaleziono wszystkie dziel
niki naturalne liczby n = 211 —1, majacej 31 cyfr. Przy pomocy maszyny
elektronowej stwierdzono, ze précz dzielnikéw oczywistych 1 i » ma ona
jeszcze dwa inne dzielniki: trzynastocyfrowy dzielnik d = 7432339208719
oraz dzielnik dopelniajacy n:d, majacy 18 cyfr.

Dla niektérych jednak wielkich liezb znalezienie wszystkich ich dziel-
nik6w jest rzecza latwa. Na przyklad dla kazdej danej liczby naturalnej s,
wszystkimi dzielnikami naturalnymi liczby 2°7' sg, jak latwo dowiesé,
liezby 1, 2, 22%,..., 2°7'. Ma ona wigc s dzielnik6w. Wynika stad, ze istnieja
liczby naturalne majgce dowolng dang liczbe dzielnikéw naturalnych.

W my§l tego, co méwili§my wyzej, dla przekonania sie, czy dana liczba
naturalna » jest liczbg pierwsza czy nie, wystarcza pewna liczba dzielen,
tym wieksza, im wieksza jest liczba n. Teoretycznie jednak wystarczyloby
tu jedno dzielenie, jak to zaraz wyja$nimy.

Jezeli liczba naturalna n > 1 nie jest liczbg pierwszg, to ma ona dziel-
nik naturalny e, rézny od niej samej i od jednoSci, a wige taki,iz1 < a < n.
Woéwezas dzielnik dopelniajacy b = n:a bedzie oczywiScie >1 oraz < n
i bedzie n = ab. Kazda wiee liczba naturalna n > 1, ktéra nie jest liczbg
pierwsza, jest iloczynem dwéch liczb naturalnych >1 i, jak latwo widzieé,
odwrotnie. Liczby takie nazywamy liczbami zloZonymsi.

Udowodnimy teraz, ze na to, zeby liczba naturalna n > 4 byla liczbq
pierwszq, polrzeba i wystarcza, zeby nie byla dzielnikiem liczby (n—1)! =
=1-2-3-..." (n—1), czyli Zeby bylo m +(n—1)!. (Wzér k +l oznacza, Ze
iczba k nie jest dzielnikiem liezby 1I).
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Gdyby liezba » > 4 byla liczba zlozona, to, jak dowiedliémy przed
chwilg, mieliby§my » = ab, gdzie a i b sg liczbami naturalnymi < =,
zatem < n—1, Jezeli a # b, to @ i b 53 réznymi czynnikami iloczynu
1:2:3-...:(n—1), zatem n = ab|(n—1)!. Gdyby za$ bylo a = b, czyli n = a*,
to wobee n > 4 byloby a > 2, skad 2a < a* = n, zatem 24 < n—1 i prze-
to liczby a i 2a bylyby réinymi eczynnikami iloczynu (n—1)!, skad
a-2a|(n—1)! i tym bardziej n = a*|(n—1)!. Dowiedliémy wiec, ze jezeli
liczba n >4 jest liezbg zlozona, to n|(n—1)!. Jezeli wiec n >4 oraz
n 1¥(n—1)!, to liczba n musi byé liczbg pierwsza.

Z drugiej strony, znane jest twierdzenie, ze liczba pierwsza, dzielaca
iloczyn skoniczonej liczby liczb naturalnych, dzieli jeden co najmniej z ezyn-
nikéw tego iloczynu: gdyby wiec n bylo liczbg pierwsza i dzielilo liczbe
(n—1)!, to musiatoby dzieli¢ jedng co najmniej z liezb 1,2,...,n—1, co
jest niemozliwe, gdyz sg one mniejsze od n. Jezeli wiec n jest liczbg pierw-
8za, to n +(n—1)!.

Teoretycznie wiec, zeby sie przekonaé, czy liczba catkowita n > 4 jest
liczba pierwsza czy nie, wystarczy wykonaé¢ jedno dzielenie: (n—1)!:m;
jezeli to dzielenie wypadnie bez reszty, to liczba = nie jest liczba pierwsza,
jezeli natomiast reszta z tego dzielenia jest £ 0, to liczba n jest liczbg
pierwszg. Sposéb ten nie méglby jednak byé stosowany w praktyce, gdyz
juz dla niewielkich n, na przyklad dla » = 17, liczba (n—1)! jest bardzo
wielka.

W zwigzku z udowodnionym przez nas twierdzeniem, ze liczba natu-
ralna n > 4 jest whedy i tylko wtedy liczbg pierwsza, gdy n +(n—1)!, warto
zauwazyé, ze z tak zwanego twierdzenia Wilsona wynika, ze liczba natu-
ralna n >1 jest wtedy i tylko wtedy liczba pierwsza, gdy = |(n—1)!-4-1.
Dow6d twierdzenia Wilsona jest jednak nieco trudniejszy.

Opowiemy teraz o tym, jak si¢ przekonano, ze liczba F = 2% 1
jest podzielna przez liczbe 5-2"*7+1. Przedtem jednak wyja$nimy dla-
czego stwierdzenie, tej podzielnogci bylo rzecza ciekawa.

0t6z zyjacy w XVII wieku matematyk francuski Pierre Fermat twier-
dzil, ze wszystkie liczby postaci F,, = 22"+1, gdzie n = 1, 2,..., s3 pierw-
sze. Istotnie, tak jest dlan =1, 2, 314, ale juz dla n = 5 liczba Fy = 2% 41,
majaca dziesieé cyfr, nie jest, jak okazal Huler, liczba pierwsza, gdyz ma
dzielnik 641. Mozemy sie tylko dziwié¢ dlaczego Fermat, wypowiadajac swe
twierdzenie o wszystkich liczbach F,, ktore sprawdzit tylko dla n =1,2,3
i 4, nie pr6bowatl dzieli¢ liczby F; przez liczby nie wieksze od tysigca. Dzie-
lenie takie w czasach Fermata, gdy nie byto maszyn do liczenia, bylo moze
rzeczy ucigzliwg, ale mozliwg, i gdyby je Fermat wykonal, byltby znalazt
dzielnik 641 liczby F';. Pézniej udowodniono, ze liczby Fg, F,,..., az do Fi,
nie sg pierwsze. Najmniejszg liczbg Fermata, o ktorej dotad nie wiemy, czy
jest pierwsza czy nie, jest liczba Fy;. SpecjaliSci od maszyn elektronowych
obliczyli niedawno, Ze stwierdzenie, ezy liczba F; jest pierwsza czy nie,
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wymagaloby. 128 tygodni pracy maszyny elektronowej. Natomiast o L-
czbie F,; wiemy, Ze nie jest pierwsza i ze ma dzielnik 13-2204-1. O liczbie F,,
dopiero w tym roku stwierdzono, Ze nie jest pierwszy, gdyz ma dzielnik
308385-221+1. Najwieksza z liczb Fermata, o ktérej wiemy, Ze nie jest
liczbg pierwsza, jest liczba F,,;, majaca dzielnik m = 5-2*-1. Dlatego
tez przekonanie sie, Ze liczba Fy,; jest podzielna przez m bylo rzeczy
ciekawg.

Liczba F\,,; ma wigcej niz 10°* cyfr (w ukladzie dziesietnym), a wiec
nie mamy moznosci wszystkich jej eyfr wypisaé, gdyz na to nie starczylo-
by miejsca na Swiecie, ani czasu. Wspomniana wyzej liczba m ma 587
cyfr, a wiec (przy duzej stracie czasu) potrafimy ja obliczyé i wypisaé
wszystkie jej cyfry.

Skoro liczby F,s nie potrafimy wypisaé, to tym bardziej nie potra-
fimy dzieli¢ jej przez liczbe m i znaleZzé odpowiedni iloraz oraz reszte
z tego dzielenia. Jakze wiec przekonano sie o tym, ze m|F ? Oznaczmy,
dla kazdej liczby calkowitej #, przez i reszte z dzielenia liczby ¢ przez m.
Bedzie wiec t = km 41, gdzie k jest liczbg calkowita, a 0 <f < m, skad
t—1 = km, zatem m|t—1.

Okredlimy teraz cigg liczb r, (k =1, 2,...) W nastepujacy sposob:

(1) ri=2% a ?’k+1=?‘—f— dla %k=1,2,...

Udowodnimy przez indukcje, ze
(2) m|2¥—r, da k=1,2,...

Wzér (2) zachodzi oczywidcie dla & = 1, gdyz 22—r, = 0. Przypuéémy
teraz, ze wzor (2) zachodzi dla pewnej liczby naturalnej k. Wdwezas, ponie-
waz, jak wiadomo, a—b|a*—b? = (a—b)(a+b) dla kazdych liczb calkowi-
tych aib, ze wzoru (2) wynika, ze m | 22**! —r}. Lecz wobec m |t —tdlat = 7},
mamy m |r;—7i. Lecz jezeli m jest dzielnikiem dwéch liczb, to jest tez dziel-
nikiem sumy tych liczb i wzory m |22+ —r% oraz m |r—rd daja m| 225+ —o},
zatem wobec (1), m|22**! —r..,, co dowodzi, ze we wzorze (2) mozemy za-
stapié &k przez k+1. W ten sposéb wzor (2) zostal dla wszelkich naturalnych
kudowodniony przez indukeje. Dla k = 1945 mamy stad

M| Fggs—71945—1,

skad wynika, ze przy dzieleniu przez m liczba Fy daje te samg reszte, co
liczba 7y,;+1. Aby wiec si¢ przekonaé, czy liczba F,; jest podzielna
przez m, wystarczy zbadaé, czy liczba 7,511 jest podzielna przez m. Za-
stanowimy sie nad tym jakie dzialania arytmetyczne nalezy wykonadé,
aby obliczy¢ liczbe 7,q5. Ze wzoréw (1) wynika, ze dla obliczenia liczby 745
trzeba 1944 razy podnosi¢ do kwadratu liczby < m, a wiee majace nie
wiecej niz 587 cyfr i tylez razy dzieli¢ te kwadraty (a wiee liczby, majace
nie wieeej niz 1174 cyfry) przez liczbe m, majaca 587 cyfr. Sa to mnozenia
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i dzielenia, ktére obecne maszyny elektronowe sa w moznosci wykonaé.
W ten sposéb zostalo stwierdzone, ze liczba F,,. jest podzielna przez m,
a wiec ze nie jest liczba pierwsza.

Nalezaloby tu moze jeszeze wyjaénié, skad sie wziela ta liezba m, co
do ktoérej postawiono pytanie, czy jest czy tez nie jest dzielnikiem liczby
Fg4s. Otéz znane bylo twierdzenie, ze kazdy > 1 dzielnik liczby F, musi
byé postaci k-2"-1-1, gdzie k jest liczbg naturalna. Wobec tego wiekszych
od jednosci dzielnik6w liczby F.; nalezy szukaé wéréd liezb %-2"%74-1
dla k =1, 2,... Dla k¥ = 1 mamy tu liczbe 2"°*" 41, ktéra jest podzielna
przez 2-+1 = 3, a liezba 3, jako nie bedaca postaci k-2""-}-1, nie moze
(w mys§l twierdzenia, na ktére powolaliémy si¢) by¢ dzielnikiem liczby Fig,
a wiec tym bardziej i liczba 2741 nie moze by¢é jej dzielnikiem. Liczba
2-2¥7 41 = 2°*711 jest podzielna przez liczbe 2°+1 = 257, ktéra nie
jest postaci k- 2°*" 41, wobec czego, jak wyzej, wnosimy, Ze liczba 2 -2 -1
nie jest dzielnikiem liczby Fy;. Udowodnimy, ze liczba 3-2"*"-1-1 jest po-
dzielna przez 5. Liczba 2*—1 = 15 jest podzielna przez 5, skad, wobec
2% _1 = 2**%__1 wynika, ze 5|2”* —1 i przeto liczba 2"* przy dzieleniu
przez 5 daje reszte 1, a wiee liczba 32" 41 = 24.2"" 11 jest podzielna
przez 5. Poniewaz liczba 5 nie jest postaci k-2 1, wiee jak wyzej, wno-
simy, ze liczba 3+2'¥7 41 nie jest dzielnikiem liczby Fg. Liczba 4 -2 +1
= 2911 jest podzielna przez 3 i, jak wyzej, wnosimy, ze nie moze byé
dzielnikiem liczby Fo45. Z kolei mamy wiee do zbadania liczbe m = 5 - 27 -1
o ktorej udowodniono, jak mowiliémy wyzej, ze jest dzielnikiem liczby F,;.
Jest to wiec najmniejszy > 1 dzielnik naturalny tej liczby, a jak wiadomo,
kazdy najmniejszy > 1 dzielnik liczby naturalnej jest zawsze liczba pier-
wszg (gdyz gdyby byt liczbg zlozong, nie bylby najmniejszym > 1 dziel-
nikiem uwazanej liczby). W ten sposob liczba m majaca 587 cyfr jest liczba
pierwsza. Nie jest to jednak najwieksza ze znanych dzi§ liczb pierwszych
(takich, ktorych wszystkie cyfry rozwinigcia dziesietnego potrafimy wypi-
saé). Najwiekszg znana dzi§ liczba pierwsza jest liczba 2" —1, majaca
3376 cyfr. Jezeli uwzglednimy, ze jeszeze kilkanadcie lat temu najwiekszg
znang liczbg pierwszg byla liczba 2'" —1, majgea 39 cyfr, to widaé stad,
jak wielki postep w znajdowaniu wielkich liezb pierwszych dokonany zo-
stal w ostatnich czasach dzieki maszynom elektronowym.

Omoéwimy tu jeszeze, jak przekonano sie, ze liczby Fermata F,, Fy,
P31 F,nie sg pierwsze. Ciekawe jest, ze udowodniono, ze liczby te sa zloZo-
ne, chociaz nie znamy dla zadnej z nich zadnego nietrywialnego ich dziel-
nika. Ot6z udowodniono twierdzenie, ze na to, zeby liczba Fermata F,
byla pierwsza, potrzeba i wystarcza, zeby F,|3¥»~"2 11, Jezeli wiec dla
danej liczby naturalnej n stwierdzimy, ze F, +3%»=Y2_L1, to na mocy tego
twierdzenia bedziemy wiedzieli, ze I, jest liczbg zlozong, ale nie bedziemy
jeszcze znali zadnego nietrywialnego (tj. réznego od 1 i od F,) dzielnika
tej liczby.
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Dla n = 14 liczba F, ma 4933 cyfry, a wiec z trudem potrafimy ja
obliczyé¢ i wypisaé, natomiast liezba 3F»~Y2 11 juz dla » = 7 ma wiecej
niz 10* cyfr, a wiee nie jeste§my w moznosei ich wypisaé. Jakze wiee stwier-
dzono, ze nie jest ona podzielna przez F, (dlan = 7,8,13,14)?

Oznaczmy dla danego n przez f reszte z dzielenia liczby ¢ przez F,
i okre§lmy ciag r; (kK = 1, 2,...) w nastepujacy sposéb:

rn=3,a m, =1 da k=1,2,..

Przez indukcje dowodzimy z latwoscia, zZe Fn|32kh1—rk dla k# =1,2,...,
sk%gldla, k = 2" znajdujemy, ze Fn|322n‘1—r2,.,, skad wynika, ze liczba
3*"" " 11 = 8Fn~Y2 1] przy dzieleniu przez F, daje te samg reszte co
liczba rnt1.

Dla obliczenia liczby 7,4 trzeba wige mniej niz 2'* = 16336 razy pod-
nosié¢ do kwadratu liczby, majace mniej niz 5000 cyfr i tylez razy dzielié
te kwadraty przez liczbe F,, majaca 4933 cyfry, co istniejace obecnie
maszyny elektronowe mogly wykonaé. Natomiast dla n =7in =38
juz w 1905 roku, bez pomocy maszyn elektronowych, stwierdzono, ze
F, 4‘322ﬂ_l+1. Nasuwa sie pytanie, dlaczego Fermat zajal sie liczbami
tak, bad# co badZ, skomplikowanej budowy, jak liczby 2*"+1. Zapewne
badal on przedtem liczby prostszej postaci 2"+1, ale latwo jest dowiesé,
ze jezeli taka liczba jest pierwsza, to musi byé liczbg Fermata, gdyz n
musi byé potega dwojki. Istotnie, gdyby liczba m nie byla postaci 2,
to, oznaczajac przez 2° najwieksza potege liczby 2, dzielgea n (gdzie
mogloby byé¢ i s = 0), mieliby§my =» = 2°l, gdzie 1 jest liczbg niepa-
rzysta > 1 (skoro m nie jest liczba postaci 2%) i byloby 2"41 = 228’—}—1,
a wiec podzielne przez liczbe 2% 41, ktora jest >1 i < 2"41, (gdyz
1 >1) i przeto liczba 2"+-1 nie bylaby liczbg pierwszg.

Zauwazymy tu, ze zajmowano si¢ tez liczbami postaci M, = 2" —1, tak
zwanymi liczbami Mersenne’a, wiréd ktérych znaleziono dotad 23 liczby
pierwsze. Najwieksze znane liczby pierwsze sg liczbami Mersenne’a, jak na
przyklad liczba M,y o ktérej byla juz mowa.

Mozna dowie§é, ze nie ma liczb naturalnych =n > 1, dla ktérych
n|2" —1. Dowdd tego jest elementarny, choé nie jest latwy (*).

Mozna natomiast dowie§é, ze dla kazdej liczby calkowitej a >1
istnieje nieskoriczenie wiele liczb naturalnych » takich, ze n| a"+1.

Zajmowano sie wiele liczbami n, dla ktérych »|2" —2. W my§l znanego
twierdzenia Fermata wzor ten zachodzi dla kazdej liczby pierwszej n. Chin-
czycy przed 25 wiekami sadzili, ze wzér ten poza liczbg 1 zachodzi tylko
dla liczb pierwszych. Godne uwagi jest, ze i Leibniz w latach 1680-81 po-
dzielat ich zdanie. Bylo to jednak twierdzenie falszywe, gdyz wzor n|2" —2

(})Patrz moja ksiazeczke 200 zadaw z elementarnej teorii liczb, Biblioteczka Mate-
matyezna 17, Warszawa 1964, str. 35, zadanie 16°.
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moze zachodzié tez dla liezb zlozonych, na przyklad 11-31 = 341|2%*'—2,
co mozna by okazaé¢ elementarnie, nie obliczajac liczby 2°*'—2, majacej
103 cyfry. Liczby zlozone n, dla ktérych n|2" —2, nosza nazwe liczb pseu-
dopierwszych. Najmniejsza z nich jest liczba » = 341. Udowodniono ele-
mentarnie, Ze liczb takich jest nieskonczenie wiele. Liczbe parzysta n > 2,
dla »n|2"—2 znalazt D. H. Lehmer dopiero w 1950 roku: jest to liczba
n = 161038. Pdiniej nudowodniono, ze liczb parzystych pseudopierwszych
jest nieskonczenie wiele, ale dowdd tego nie jest latwy.

Latwo jest dowiesé, ze liczby Fermata F, spelniaja wzor F,|27»—2.
Istotnie, poniewaz 2" > n-1 dla naturalnych n (czego dowodzimy z la-
twofeig, na przyklad przez indukeje), to 2"*'|2%" dla n =1,2,..., skad
wynika, ze '

22M+1

2 =22,

aftt+1

P, =20 412" -2 —1)2

zatem F,|2"" —2. Wynika stad, ze liczby Fermata sa albo pierwsze, albo
pseudopierwsze. T. Banachiewicz sadzil, Ze poniewaz Fermat wierzyl
w prawdziwoéé¢ twierdzenia Chinezykéw, ze nie ma liczb pseudopierwszych,
wiee stad wyprowadzil (bledne, jak sie okazalo) twierdzenie, Ze wszystkie
liczby F,(n =1,2,...)83 pierwsze.

Szukano tez liczb naturalnyeh n > 1, dla ktérych n?|2"—2, skad wy-
nika tez, ze n?|2"* —2; sa to wiee liczby pseudopierwsze kwadratowe. Do-
tad znaleziono dwie takie liczby: 1093 i 3511. Zajmowano sie tez liczbami
zlozonymi n, dla ktérych n|a"—a dla kazdej liczby catkowitej a. Liczby
takie nazwano bezwzglednie pseudopierwszymi. Najmniejszg z nich jest li-
ezba 561 = 3-11:17. Znamy duzo takich liczb, ale nie wiemy, czy jest
ich nieskoriczenie wiele.

Nie wiemy, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb zlozonych n takich,
iz n|2"—2 oraz n|3" —3. Potrafimy natomiast z latwoscia dowiesé, ze dla
kazdej liczby naturalnej « istnieje liczba zlozona n taka, iz n|a” —a. W sa-
mej rzeczy, jezeli @ = 1, to mamy 4|1*—1. Jezeli a = 2, to, jak juz méwi-
lis§my o tym, mamy 11-13 = 341|2**'—2, Jezeli a > 2 i a jest liczbg pierw-
sza, to mozemy przyjaé n = 2a, gdyz wtedy liczba a jest nieparzysta i licz-
ba a**—a jest parzysta, a, jako podzielna przez liczbe nieparzysta @, oraz
przez liczbe 2, jest podzielna przez 2a. Jezeli wreszcie a jest liczbg zlozong,
to mozemy przyja¢ n = a, gdyz oczywiscie a|a®—a. Udowodniono tez, ze
dla kazdej liczby naturalnej @ istnieje nieskonczenie wiele liczb zlozonych
n, takich iz n|a"—a.

Liczbe wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby naturalnej » oznacza-
my przez d(n). Dla otrzymania, przy danym naturalnym a, wszystkich
wartodei funkeji d(n) dla n < a mozna stosowaé nastepujacy sposéb.
Wypisujemy wszystkie kolejne liczby naturalne od 1 do a i podkreslamy
wszystkie wypisane liczby, potem podkre§lamy jeszcze raz wszystkie wy-
pisane liczby podzielﬁe przez 2, nastepnie wszystkie liczby podzielne
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przez 3 itd., wreszecie, samg juz liczbe a. Liczbg dzielnikéw naturalnych

liczby naturalnej n < a bedzie liczba jej podkreflen. Na przyklad dla e < 20

bedziemy mieli
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.

Stad znajdujemy d(1) =1, d(2) =2, d(3) =2, d(4) =3, d(b)=2,
d(6) =4,d(7) =2,d(8) =4,d(9) = 3,d(10) = 4,d(11) = 2, d(12) = 6,
d(13) = 2, d(14) =4, d(15) = 4.

Z otrzymanej tablicy wynika, ze d(2) = d(3), d(14) = d(15). Wyra-
Zono przypuszezenie, dotad nie udowodnione, Ze istnieje nieskorniczenie
wiele liczb naturalnych n, dla ktérych d(n) = d(n-+1). Znaleziono przy-
klady trzech, czterech, a nawet pieciu kolejnych liczb naturalnych, majg-
¢ych jednakowg liczbe dzielnikéw. Mamy na przyklad d(33) = d(34) =
= d(35) = 4, d(242) = d(243) = d(244) = d(245) = 6, wreszcie d(n) =
=d(n+4+1l) =d(n+2) =d(n-+3) =d(n+4) = 8 dla n = 40311. Nie wie-
my, czy dla kazdej liczby naturalnej % istnieje & kolejnych liczb natural-
nych o tej samej liczbie dzielnikéw.

W roku 1940 zostaly wydane w Cambridge w Anglii tablice liczb
d(n) dla n <10000. Jak wynika z tych tablic, mamy d(n) <64 dla
n < 10000, przy czym d(n) = 64 tylko dla n = 7560 i 9240. Mozna jednak
dowie$é, ze dla kazdej liczby naturalnej s > 1 istnieje nieskoiiczenie wiele
liczb naturalnych n, dla ktéryeh d(n) = s.

Z tego krotkiego przegladu widzimy, jak wiele jest ciekawych zagad-
nien, dotyczacych podzielnosci liczb catkowitych i jak wiele prostych
Z nich nie jest dotad rozwigzanych albo tez zostalo rozwiazanych dopiero
w ostatnich latach.

W tym krétkim artykule nie moglismy oczymécle powiedzieé¢ wszy-
stkiego, co dotyczy podzielnodei liczb catkowitych; nie poruszaliSmy tu
na przyklad sprawy wspélnych dzielnikéw dwoéeh lub wiecej liezb, ich
wspoOlnych wielokrotnych, ani tez tak zwanyech cech podzielno§ci. Istnieje
jednak specjalna, ksigzeczka Aleksandra Bialasa, pt. O podezielnosci liczb
(70 stron), Warszawa 1960, gdzie sprawy te sa szczegélowo omoéwione.



	aa_009
	aa_010
	aa_011
	aa_012
	aa_013
	aa_014
	aa_015
	aa_016

