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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE IX (1966)

W. SIERPINSKI (Warszawa)

O liczbach [1, 2, ..., n]

Przez [a,b, ..., k] oznaczamy, jak wiadomo, najmniejsza wspélna
wielokrotnos¢ liezb catkowityeh @, b, ..., k. Celem niniejszego artykulu
jest dowdd nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE. W ciqgu nieskoriczonym [1,2,...,n] (n =1,2,...)
istniejq dowolnie dlugie ciagi réwnych kolejnych wyrazéw.

LEMAT. Dla naturalnych n nieréwnodé[1,2,...,n] <<[1,2,...,n,n+1]
zachodzi wiedy © tylko wiedy, gdy n -1 jest potegaq liczby pierwszej o wyktadni-
ku naturalnym. '

Dowéd lematu. Przypusémy, ze n-+1 nie jest potega liczby pier-
wszej o wykladniku naturalnym. Poniewaz n-1 > 1, wiec »--1 ma wow-
ezas co najmniej dwa rozne dzielniki pierwsze: p i ¢-> p. Niech p® bedzie
najwyzszg potegg liczby pierwszej p, dzielgea n+-1. Bedzie wiec n+1 = p“t,
gdzie, wobee ¢|n-+1 oraz (p% ¢) =1, jest ¢|t, zatem t >1 i p* < n4-1,

jak réwniez t < n-+1. Zatem p* < n it < n, iprzeto p|[1,2,...,n] oraz
t[1,2,...,n], skad, wobec (p%1?) =1,n+1 = p"|[1,2,...,n], zatem
1,2,...,n] =[1,2,...,n+4+1]. Warunek lematu jest wiec konieczny.

Przypus$émy teraz, ze warunek lematu jest spelniony, a wiec ze n+1 =
= p° gdzie p jest liczbg pierwsza, a a — liczbg naturalng. Zadna z liczb
naturalnych < », jako mniejsza od p® nie jest wiec podzielna przez p°,
skad wynika, ze n+1 = p* 1[1, 2, ..., n], zatem [1,2,...,n] <[1,2,...
..., n+1]. Warunek lematu jest wiec dostateczny. Lemat zostal wiec udo-
wodniony.

Dowéd twierdzenia (wedlig A. Schinzla). Wobec lematu, aby
dowie$é¢ naszego twierdzenia, wystarczy dowie$é, ze istnieja dowolnie dhu-
gie ciagi kolejnych liczb naturalnych, z ktéryeh zadna nie jest potega liczby
pierwszej o wykladniku naturalnym.

Niech p; oznacza i-ta z kolei liczbe pierwszg i niech m bedzie dowolna
dang liczbg naturalng. W mysl tzw. twierdzenia chinskiego o resztach,
istnieje liczba naturalna n > p,, taka iz

(1) n =p;—j(modp;) dla j=1,2,..,m.

Wrykazemy, ze zadna z liczb n+1, n+2, ..., n-+m nie jest potega liczby
pierwszej o wykladniku naturalnym. Przypusémy dla dowodu, ze przy
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pewnym j z ciagu 1,2, ..., m, mamy n-+j = p°, gdzie p jest liczba pier-
wsz3, a a — liezbg naturalng. Wobec (1) mamy n-j = p;+kpj, gdzie wo-
bec n+j >n > pn, = Py, k jest liczbg naturalng. Byloby wige p® = p;+kpj,
zatem p;|p°% skad p = p; i przeto pj = p;+kpj, co wobeck > 1 jest nie-
mozliwe. Twierdzenie nasze zostalo wieec udowodnione.

Jak latwo sprawdzié¢, najmniejszg liczba naturalng n, dla ktoérej
[1,2,...,2]=1[1,2,...,7+9] jest » =139. Co do liezb [1,2,...,n],
to nasuwaja sie¢ tu nastepujace pytania.

Czy wéréod liczb a, =[1,2,...,n]+4+1 (n =1,2,...) istnieje nie-
skonczenie wiele liczb zlozonyech i czy wéréd tych liczb istnieje nieskoneze-
nie wiele liczb pierwszych ? Na zadne z tych pytai nie potrafie daé¢ odpo-
wiedzi, chociaz wiemy, ze co najmniej na jedno z tych pytan odpowiedZ
musi byé twierdzaca.

Najmniejszg liczbg naturalng n, dla ktorej liczba a, jest liczbg zlozo-
na, jest n = 8. Mamy bowiem a, = 2, a, = 3, a; = 7, a, = 13, a; = az = 61,
a; = 421 (co jest liczba pierwsza), a ay = 841 = 29°. Liczby ay = @,, =
= 2521 sg pierwsze, a liczby a,; = @,, = 27721 = 19-1459 sy zloZone.

Analogiczne pytanie, na ktére tez nie potrafie daé odpowiedzi, mozna
postawié w stosunku do liezb b, = [1,2,...,2]—1(n =1,2,...). Mamy
tu by =0, by =1, by =5, by =11, by = by = 59, b, = 419, by = 839,
by = by, = 2519 = 11-229. Najmniejszg liczbg zlozona b, jest wiee by = by,
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