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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO fm:umpl—
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE IX (1966)

R. BArTEOMIEICZYK (Gliwice)

O pewnych wlasnosciach liczby 6
wystepujacej w reszcie Lagrange’a wzoru Taylora

W pracy niniejszej zajmuje sie zwigzkami miedzy wlasnoéciami liczby
6 w reszcie Lagrange’a wzoru Taylora

£ @) 0 | SN aARG) oy
n! (n+1)!

1) fla+hk) = f(a) +—— h+ -+
a wilasnosciami funkeji f(«). Podaje cztery twierdzenia T1-T4. Zagadnie-
niami tymi zajmowano si¢ juz w literaturze (Rothe [1], Lojasiewicz i Go-
Iab [2]). W poprzednio opublikowanej nocie [3] udowodnilem szczegélne
przypadki tych twierdzen dla » = 0. W zbiorach zadarn(!) mozna znalezé
szezegélny przypadek nastepujacy: Jedli f™+?(x,) istnieje i jest 0, to

i
G,,—» ;3'12", gdy h—0.
W dalszym ciggu zakladamy, ze

f@)eC™®, fOD (@) £0 dla a <z <8,

al a<La<p, a<ath<p.
7 zalozenia tego wynika, ze funkcja f™*¥(z) jest w przedziale <a, §)
stalego znaku, a wige funkcja f™*(2) jest w tym przedziale odwracalna.

Zauwazmy, ze na ogél liczba 6, we wzorze (1) nie jest jednoznacznie
okreslona. Przy zalozeniu (2) ze wspomnianego istnienia funkeji odwrot-
nej wynika ze wzoru (1) jednoznaczna okreflonosé liczby 60, a wiec
0, = 0,(a, h).

Funkeja 0,(a, h) jest ciagla ze wzgledu na obie zmienne razem w obsza-
rze D:a <a <f,0 <h <f—a. Posiada tam rowniez pochodne czast-
kowe rzedu pierwszego wobee istnienia pochodnej funkeji odwrotnej
do f®*+)(g).

W praey zostana udowodnione nast¢pujace twierdzenia:

(!) Na przyklad W. Niklibore i H. Steinhaus, Cwiczenia z rachunku réimicz
kowego, str. 72 1 212-213 lub G. N. Berman, Zbiér zadai z analizy matematycznej,
Warszawa 1963, str. 103.
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T1. Funkeja 0,(a, h) ma nastepujqce wlasnoéei:

a‘) ]}11_12 eﬂ(a')h) = m:
. 00,(a,h) (n+1)f"* (a)
DI Ton T 2mrrera oW’
. 00y(a, h)
) oy

T2. Funkcjom f(x) i g(x) spetniajacym zatozenia (2) odpowiada ta sama
Junkecja 0,(a, k) wtedy i tylko wiedy, gdy
(3) f(@) = cg(@)+ W, (2),

gdzie ¢ £ 0, a W, ,(x) jest wielomianem stopnia n--1.
T3. Funkecja 0,(a, h) jest funkcja jednej zmiennej h wiedy i tylko
wtedy, gdy

(4) f(@) = ea™*+ Wi (2)
lub
() flz) = cbz—l-WnH(x),

gdzie ¢ # 0, b >0, b %1 sq dowolnymi liczbami rzeczywistymi, a W, ,(x)
jest wielomianem stopnia n-1.
T4. Funkcja 0,(a, h) jest funkcjq jednorodng wtedy i tylko wtedy, gdy

(6) fl@) = C,2" In o] + W, (2)
lub
(7) f(@) = 012"+ W,y (2),

gdzie Oy #0,d #0,1,...,n+1,k=0,1,...,n4+1, a W, () jest wielo-
mianem stopmia n—+1.
Dowo6d twierdzenia T1. Z twierdzenia Taylora wynika, ze

f'(a) ARG

") (@b Op) Loy
®) fla+h) = f@+1 D np .. 4 R ied U LTS PERES

(n+1)! (n+2)!

Odejmujac stronami wzory (1) i (8) otrzymujemy

fO* N a+hb,,,) I
n+2 ’

9) o (a+10,)—f"+D(a) =
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Z ostatniej réwnosci, po podzieleniu przez h i przej$ciu do granicy przy
h— 0, wynika punkt a) tezy T1. Rézniczkujac wzor (1) ze wzgledu na a
mamy

r n+41)
Fath) =@+ @ ag @y

f®+ (g o, )B" ! a0,
(n+1)! (Hh_a?)'

Stad po zastosowaniu wzoru Taylora otrzymujemy
O a+h6,) = f**)(a+h0,) (1+h%9’—‘).
a

Z ostatniej réwnosci, po przejsciu do granicy przy h—> 0, wnioskujemy, ze

6
lim hg— = 0. Podobnie mozna wykazaé, ze hmh?—q— = 0.
as0 Oa oh

Po zrézniezkowaniu wzoru (9) ze wzglegdu na h mamy

00 usin) i) L -
by, SO @ AB0) D (@R 0,) b — oo O (a+ RO ) =

h " "
] n+2 ( n+1+h a}:I)f( +s}{ﬂ;+h ﬁﬂ.-]-l.)‘
Stad, po podzieleniu przez ki przejsciu do granicy przy k— 0, otrzymujemy
"*(a) llm—— +11 [ 0, (a+h6,) — f‘”“)(@+k 6n+1)]
f(ﬂ+3)(a)

T (nt2)(n+3)
7 ostatniej réwnoéci, po zastosowaniu reguly de IL’Hospitala, wynika
zwiazek
f(n+3){a) 2f("+3)(a)
(2 (n+2)(n+3)’
z ktorego otrzymujemy punkt b) tezy TI1.

Aby wykazaé¢ punkt c¢) tezy T1, rézniczkujemy wzor (9) ze wzgledu
na a:

2+ (a)lim i B

B S5 a0, 1 a-10,) ) =

ok £ P
i (1+h = )f (a+hb,,,).
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Dzielgc ostatni wzor przez h i przechodzae do granicy przy h— 0 mamy
f"(a+-h0,) —f"(a) [ (a)

f‘““’(a)hm aa +1im

h n+2
Stad po zastosowaniu punktu a) wynika punkt ¢) tezy. Prayjmujge
1 20,(a, 0) -
On(a, 0) = n+2 ’ 3; =0,
90,(a,0)  (n41)f"*(a)
oh  2(n+2)2(n+3)f"*)(a)

okre§lamy funkecje 6,(a, k) i jej pierwsze pochodne czastkowe dla k = 0.
Tak uzupekliona funkeja 6, (a, h) jest ciagla ze wzgledu na ki ma ciggle
pochodne czastkowe dla h = 0. )
Dowéd twierdzenia T2. Wstawiajac do wzoru (1) f(x) = e g(@)+
+ Wi (@), otrzymujemy

¢ g(ath)+W, 1(a+th) =
g'(a) g™+ (a+h0,) ‘]
=0 —h T ptt
[9( @)+ L (T +
, h . n41

+Waia(a)+Wyi(a) 1 e S’.ﬂ;(a)— + Wi a1 0,) m

Poniewaz W{"(a) = const, wige
n41

Wasi(a-+h) = n+x(a)+wn+,(a) P FWEENa4R0) T T

Stad wynika, ze
(n) (n+1) h6,
glaLH) -g(a}+9( )hJr 49 (@) | 97" (a+h0n) ,ni

n! (n+1)!

A wige, jeli funkeje f(z) i g(«) spelniaja zwiazek (3), to odpowiadajaca im
funkeja 6,(a, k) jest ta sama. Odwrotnie, jesli funkejom f(z) i g(x) odpo-
wiada ta sama funkeja 6,(a, k), to na podstawie T1, b), mamy

(n+1)f"+(a) (e 41)g"*(a)
2(n+2)2(n+3)f"*(a) ~ 2(n+2)2(n+3)g" I (a)’

A wige
f{"‘”}(a) g("”)(a) _g(“”’(a) f(n+2)(a) = (.

Stad po podzieleniu przez [¢"*?(a)]* otrzymujemy

19 (a) gD (@) —g" 9 (a) f* @) _ B“‘“’(a)]’ =0
(g™t (a)]? g™ tAa)]
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a wiec
4 3(a) = ¢ g"*(a).

Ostatnia réwnoéé jest réwnowazna wzorowi (3).

Dowéd twierdzenia T3. Warunkiem koniecznym na to, by 6,(a, k)
byla funkecja jednej zmiennej h jest, by

d0,(a, 0) -
—n = const = k',
Stad i z T1, b), wynika, zZe
(n+1)f®+)(a) n+1

2(n L2 (n13)f"(a)  2(nt2)(nit3) 5
A wiee funkeja f(#) spelnia réwnanie rézniczkowe
(10) N @) —kf"+ (@) = 0.
Rozwigzania réwnania (10) dane s3 wzorem (4), je§li £ = 0, a wzorem (5),
jeSli k # 0. Z prostych obliczenn wynika, ze dla funkeji okre§lonej wzo-
rem (4)
0 — 1
" n-+2

e

Wstawiajae f(@) = ¢b"+ W, (2) do wzoru (1) i upraszezajae otrzymujemy

In"b Wt b"n (Inb)"+? -
n! (n+1)!

b :1-;--1311-??;4- .

Stad wynika, ze 0,(a, k) dla funkeji danej wzorem (5) jest funkeja jednej
zmiennej h. Funkeja 0, (a, h) jest wiee tylko wtedy funkeja jednej zmiennej
h, jesli f(x) jest postaci (4) lub (5).

WNIOSEK. Jedynymi funkcjami, dla kiorych 0,(a, h) = const, sq wielo-
miany stopnia n--2.

Dow6d twierdzenia T4 opiera sie na natepujacym lemacie:

LeEMAT 1. Jeéeli 0,(a, h) jest funkeja jednorodna, to moze byé co naj-
wyzej funkeja jednorodnq stopnia 0.

Dowo6d. Funkeja 0,(a, k) jest ciggla i ma ciagle pochodne rzedu
pierwszego w obszarze D. Jezeli 6,(a, h) jest funkeja jednorodng stop-
nia %k, to w obszarze D zachodzi wzér Eulera

00n(a, h) 00,(a, h)

h—%% 5= an

— %0, (a, h).

Przechodzac w tej réwnofei do granicy przy h— 0 i stosujge T1 otrzymuje-
my}k = 0. Stad wynika prawdziwosé lematu.
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Dowdd twierdzenia T4. Z lematu 1 wynika, ze jesli 6,(a, h) jest
funkeja jednorodna, to moze co najwyzej zachodzié wzor
(11) On(ta, th) = O,(a, h).
Rézniczkujac wzor (11) wzgledem b otrzymujemy

. 00, (ta, th) _ 96,(a,h)
oh - F

(12)

Stad po przejSciu do granicy przy h— 0 i zastosowaniu T1, b), wynika

réwnodé
o4 9a) ()
fOa) N a)”

149 (a)

Ostatnia réwno$§é oznacza, ze funkcja jednej zmiennej Fo0 () jest
@

. . . € s s
funkcja jednorodna stopnia —1, a wiee jest postaci Pl Jesli wige
0,(a, h) jest funkeja jednorodna, to funkeja f(x) spelnia réwnanie réz-

niczkowe
f(n +3) ( w) c

@) o
Calkujae to réwnanie stronami otrzymujemy
(13) @) = 4,

gdzie A jest dowolng liczba rézna od zera.

Rozwigzaniami réwnania (13) sg funkeje postaci (6), jezeli¢c = k—n—2,
k=0,1,...,n+1, i funkeje postaci (7), jezeli ¢ # —1, —2,..., —n—2.
Funkeja 0,(a, h) moze wiec byé funkeja jednorodng tylko w przypadku,
gdy f(x) jest funkcja postaci (6) lub (7).

Sprawdzimy teraz czy 0,(a, h) dla funkeji danych wzorami (6) i (7)
jest istotnie funkcjg jednorodna. Z T2 wynika, ze sprawdzenie to wystarczy
przeprowadzi¢ dla funkeji

f@)=d'm|z| i [fl@)=2"

gdzie d #0,1,...,n0+1;k =0,1,..., 1.
Latwo mozna wyprowadzi¢ nastepujacy wzor na i-tg pochodng fun-
keji y = a"In|ax|:

k! s Fe—i ’
) — " 'Inle| At dla i <k

Aokt dla  i>Fk,
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gdzie
Al = 1’
; k! .
4; = (k—'@‘l‘l)Aiq—f“Ek—_-;:_{-—_-i)—! dla ¢=2,...,k,
(—=1)% g1 (i—k—1)! dla ¢ =k+1,...

Wstawiajae do wzoru (1)
f(@) =" Injz| dla k<n
otrzymujemy .
(a+h)¥In |a+h| =

A
— & hin a i aF—nt = n+l 16, k—n—1pnt1
Z( ) ﬂ; Ty @t

Stad po przeksztalcenin mamy

a-t+h = A; Eidid Apia k—n—1pn41
: . - Z-a—a. R - (g1} 8,) 15+,

i
(14) (a-h)*In 2 ey

Po podstawieniu do wzoru (1) f(x) = #"*'In|z| otrzymujemy

(a+h)"*'Injat-h| =
n+1

_ Z(ﬂ'{“l) atti- 'k‘lna-{-Z i n+1—-1h1._|_hn+llnia_!__8 hl

i=0 i=]
Z ostatniej nierownosei wynika, ze

41
+k ‘ Zﬁan-l-l_éki—{"hn-I—ilnr a+h9n
a

(15) (a+h)"1n 7

i=1

Witawiajac do wzoru (1) f(z) = #* otrzymujemy

(16) (a+h)? = a“+(‘f) ad‘lh—l—(g) P i ol +(

d—n—1 nd-l
. +1)(a+hen> h

Nastepnie do wzoru (16) podstawiamy za a i h odpowiednio ta i th. Ponie-
waz lewa strona i kazdy wyraz prawej strony wzoru (16) sa funkejami
jednorodnymi tego samego stopnia, wiee po podzieleniu przez ¢* zmienna
¢t pozostanie tylko w funkeji 6,. A wiec obliczajac 6, ze wzoru (16) przed

Roczniki PTM — Wiadomosci Matematyczne IX 2
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podstawieniem i po podstawieniu za a i h odpowiednio ta i th, otrzymujemy
ten sam wynik. Stad wnioskujemy, ze 0,(a, k) = 0,(ta, th).

Podobnie postepujemy w przypadku wzoréow (14) i (1b).

Zatem dla funkeji (6) i (7) 6,(a, h) jest istotnie funkeja jednorodna.

Prace cytowane

[1] R. Rothe, Zum Mittelwertsatze der Differentialrechnung, Mathematische
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