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O pewnym wyprowadzeniu warunkéw istnienia
ekstreméw funkcji wielu zmiennych

W niniejszej notatce podane jest wyprowadzenie warunkéw na istnie-
nie ekstreméw lokalnych funkeji wielu zmiennych, ktére nie opiera si¢ na
wzorze Taylora. Wyprowadzenia tego nie znalaztem w znanej mi literatu-
rZe.

Niech
(1) = f(@y0005 @)
bedzie funkeja okreS§long w pewnym otoczeniu punktu P(af, ..., a5). Po-
nadto zalézmy, ze funkeja (1) jest ciagla i ma ciagle pochodne ezastkowe
rzedu pierwszego i drugiego w tym otoczeniu.

Rozwazmy dowolng prosta peku o wierzcholku P,:

(2) & = w'i%—m,-t,

gdzie mi+mi+ ... +mi =1dlai =1,2,...,n. Jefli ograniczymy ob-
szar okreflonogei funkeji (1) do prostej peku (2), to funkeje te mozemy
napisaé w postaci

(3) o(t) = flal+mat, ..., @h+mgt).

Funkeja v(t) jest okreflona w pewnym otoczeniu punktu ¢ = 0.
Obliczmy pierwszg i drugg pochodna funkeji (3) w punkcie (@ +m,¢, ...

ceey My t):
(4) v'(t) = ;il m, -+ -‘%}Z—mﬁ— eee + 6awfn My,
(5) v’ (t) = g;{;mf—f— 5 ;,‘: 2m1m2—t— e + gml:;f ﬂ'i»:m:lfmﬁ,,+
+ ... SRR R WS v I T B e
* 6&23:1:, Mt 5 isﬁfmz e U +;;£ "
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Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkeji (3) dla ¢t = 0
jest ©'(0) = 0. Stad wobec réwnosci (4) otrzymujemy
i) 0@y ooy ) U)o

awl aa‘:ﬂ

Jezeli v’ (0) = 0, to do istnienia ekstremum funkeji (3) dla ¢t = 0 wystarcza,
zeby v''(0) # 0.
0% (af, ..., ah) _

awiawf
woéwezas réwnoéé (5) przyjmuje postaé

WprowadZmy oznaczenia a; dla 4,j=1,...,n,

n
(7) v'(0) = ) aymim;,
ig=1

zwana forma kwadratowa zmiennych m,, my, ..., My,.
TwIERDZENIE 1. Warunkiem Fkoniecznym istnienia ekstremum funk-
¢ji (1) w punkcie P, jest uklad réwnosci

0f (@}, ..r 38) _ Of (ay ..., 30)

0. s = 0.
o, ’ s ox,

(8)

Dowdéd. Dla istnienia ekstremum funkeji (1) w punkeie P, potrzeba,
aby funkeja (3) dla dowolnych m,, m,, ..., m, spelniala warunek konie-
czny istnienia ekstremum dla ¢ = 0. Zatem réwnos§é (6) musi zachodzié
dla dowolnych m,, ..., m,, a to jest mozliwe tylko wtedy, gdy zachodzg
réwnosei (8). Twierdzenie zostalo wiec udowodnione.

Punkt, dla ktérego spelnione sg warunki (8) nazywamy punkiem sta-
cjonarnym funkeji (1).

TWIERDZENIE 2. Jedli P, jest punktem stacjonarnym funkcji (1) © forma
kwadratowa (7) jest okredlona, to funkeja (1) w punkcie P, osiqga ekstremum,
przy czym, jesli forma kwadratowa jest okreslona dodainio, to istnieje mini-
mum, a gdy jest okreslona ujemnie, to istnieje maksimum.

Jesli natomiast forma kwadratowa (7) jest nieokreslona, to w punkeie P,
ekstremum mnie istnieje.

Pierwszg czesé¢ twierdzenia udowodnimy w przypadku, gdy funkeja (1)
w punkcie P, osigga minimum. Dow6d w przypadku, gdy funkecja (1)
w punkecie P, osigga maksimum jest analogiczny.

LEMAT. Jeseli funkcja © = @(t) klasy C* w przedziale {—a, a),
(a > 0) spetnia warunki

¢'(0) =0, ¢"(0) >0, g¢(a)<e(0),

to isinieje punkt 0 < & < a taki, ze ¢"'(£) = 0.
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Dowéd lematu. Poniewaz ¢''(0) >0, wige ¢”(t) >0 W pewnym
otoczeniu punktu ¢ = 0. Oznacza to, Ze w pewnym otoczeniu punktu ¢ = 0
funkeja ¢’(t) jest rosngea. Istnieje zatem punkt ¢, > 0 taki, ze ¢'(f,) > 0.

Gdyby ¢'(f) = 0dla 0 <t < a, to ¢(0) < ¢(a), co jest sprzeczne z za-
lozeniem. Istnieje wiee punkt £, > 0 taki, ze ¢’(t,) < 0. Z cigglogei funkeji
¢’ (t) wynika istnienie takiego punktu ¢, ze t, <, < {,i¢'() = 0.

Funkecja ¢'(f) w przedziale <0,%> spelia zalozenia twierdzenia
Rolle’a, istnieje wiee punkt & taki, ze ¢''(£) = 0.

Dowé6d twierdzenia 2. Zamiast dowodu twierdzenia Z — T, udo-
wodnimy twierdzenie réwnowazne Z 1" — Z’.

Zalézmy ze funkeja (1) w punkeie P, nie posiada mimimum, a forma
kwadratowa (7) jest okre§lona dodatnio. Zatem w dowolnym otoczeniu
punktu P, istnieja punkty, w ktorych warto§é funkeji (1) jest mniejsza
od f(a?, ...,a%). Istnieje wiec ciag punktow {Q,(v5,...,y5) dla & =1, 2,...
taki, ze

lj“le=Pu i f(y’f,...,y,’i)<f(m'§,..:,wf,).
k—c0

Py Qs

1P Qx|
zbiezny (). Granice ciagu tych wektoréow oznaczamy przez @(m, ..., mS).

Punkt @, lezy na prostej peku (2) o réwnaniach

Ponadto ciag {@x} mozna dobraé tak, aby ciag wektoréow byt

(9) @ =al+mit, i=1,...,n dla t =1,

Py

| Po @ |

gdzie (mf, ..., mE) sa wspéhrzednymi wektora

. Oczywidcie, ze

Hmmf =md dla s =1,...,n.

ko0

Funkeja (3) dla m; = m§, ¢ =1,...,n, spelnia zalozenia lematu.
Istotnie, " (0) = 0 na podstawie (6), v’ (0) > 0 na podstawie zalozenia o do-
datniodci formy kwadratowej (7), wreszecie

v (t) =f(y;1‘r cery ?f';:) <f(mt1’r ---:w:]t) = v(0).

A wiege istnieje punkt &, taki, ze 0 < & < 10" (&) = 0. Dla t = &, na
prostej (9) istnieje punkt P (a}, ..., 2k). Poniewaz |PyPy| < |PoQy|, wiec
lim P, = P,. Wstawiajac do wzoru (5) t = & otrzymujemy

N—r00

n
vﬂzﬂm’fs :wﬁ) mﬁ‘ ;:

m; = 0.
i',f‘:{ Ox; 0wy

(') Poniewaz z ciagu nieskoiiczonego i ograniczonego mozna wybraé podeciag
zbiezny.
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W graniey, gdy % — oo, otrzymujemy
n

% (22, ..., o
2 f(wla ?',‘cn) mgm? — 0’
= 0 ; 0x;

gdzie (m?)’+ (m3)* + ... +(m})* = 1. Ostatnia ré6wnosé oznacza, ze forma
kwadratowa (7) nie jest okre§lona dodatnio, zatem pierwsza czesé tezy zo-
stala ndowodniona.

Przeprowadzimy teraz dowéd drugiej czesci tezy. Zalézmy, ze dla
ukladu (my, ..., m,) forma kwadratowa (7) jest dodatnia, a dla (m;, ..., my,)
jest ujemna. Oznacza to, ze funkeja (1) przybiera na prostej
_Tﬂ__z (i=1,...,n)

l/ml “+ oo +my, “

(]
@ = T+

warto$é lokalnie najmniejszag w punkeie P, a na prostej
m;'t .
2 = o+ — = = (=1,..,m)
]/m1 4+ i F+my,
wartoéé najwieksza w punkcie P,. OczywiScie oznacza to, ze funkeja (1)
w punkecie P, nie posiada ekstremum.
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