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O pewnym wyprowadzeniu warunków istnienia 
ekstremów funkcji wielu zmiennych 

W niniejszej notatce podane jest wyprowadzenie warunków na istnie-
nie ekstremów lokalnych funkcji wielu ziniennych, które nie opiera się na 
wzorze Taylora. Wyprowadzenia tego nie znalazłem w znanej mi literatu-
rze. 

Niech 
(1) 

będzie funkcją określoną w pewnym otoczeniu punktu P (xL ... , x~). Po-
nadto załóżmy, że funkcja (1) jest ciągła i ma ciągłe pochodne cząstkowe 
rzędu pierwszego i drugiego w tym otoczeniu. 

Rozważmy dowolną prostą pęku o wierzchołku P 0 : 

(2) 

gdzie mi +m; + ... +m! = 1 dla i = 1, 2, ... , n. Jeśli ograniczymy ob-
szar określoności funkcji (1) do prostej pęku (2), to funkcję tę możemy 
napisać w postaci 

(3) 

Funkcja v(t) jest określona w pewnym otoczeniu punktu t =O. 
Obliczmy pierwszą i drugą pochodną funkcji ( 3) w punkcie ( x~ + m1 t, ... 

„., x~+mnt): 

(4) 

(5) 

+ .. ...... '· + 
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Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funkcji ( 3) dla t = O 
jest v' (O) =O. Stąd wobec równości (4) otrzymujemy 

iJf (x~, ... , x!) iJf (x~, ... , x!) 
~ m1 + ... + ~ mn = o. 
uX1 uXn 

(6) 

Jeżeli v' (O) = O, to do istnienia ekstremum funkcji (3) dla t =O wystarcza, 
żeby v" (O) -::/=-O. 

' . a2f (x~' ... ' x!) Wprowadzmy oznaczema = aij dla i, j = 1, ... , n, 
iJxiiJXj 

wówczas równość ( 5) przyjmuje postać 
n 

(7) v" (O) = .? aijmimh 
i,1=1 

zwaną formą kwadratową zmiennych m1 , m2 , ••• , mn. 
TWIERDZENIE 1. Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum funk-

cji (1) w punkcie P 0 jest 1uklad równości 

(8) 
iJf (x~, ... , x~) 
------=O, 

OX1 
... , iJf(xL ... , x!) =o . 

axn 

Dowód. Dla istnienia ekstremum funkcji (1) w punkcie P 0 potrzeba, 
aby funkcja ( 3) dla dowolnych m1 , m2 , ••• , mn spełniała warunek konie-
czny istnienia ekstremum dla t =O. Zatem równość (6) musi zachodzić 
dla dowolnych mu ... , mn, a to jest możliwe tylko wtedy, gdy zachodzą 
równości (8). Twierdzenie zostało więc udowodnione. 

Punkt, dla którego spełnione są warunki ( 8) nazywamy punktem sta-
cjonarnym funkcji (1). 

TWIERDZENIE 2. Jeśli P 0 jest punktem stacjonarnym funkcji (1) i forma 
kwadratowa (7) jest określona, to funkcja (1) w punkcie P 0 osiąga ekstremum, 
przy czym, jeśli forma kwadratowa jest określona dodatnio, to istnieje mini-
mum, a gdy jest określona ujemnie, to istnieje maksimum. 

Jeśli natomiast forma kwadratowa (7) jest nieokreślona, to w punkcie P 0 

ekstremum nie istnieje. 
Pierwszą część twierdzenia udowodnimy w przypadku, gdy funkcja (1) 

w punkcie P 0 osiąga minimum. Dowód w przypadku, gdy funkcja (1) 
w punkcie P 0 osiąga maksimum jest analogiczny. 

LEMAT. Jeżeli funkcja x = <p(t) klasy 0 2 w przedziale <-a, a), 
(a > O) spełnia warunki 

<p' (O) = O, <p" (O) >O, <p( a) < <p(O), 

to istnieje punkt O < ~ < a taki, że <p" ( ~) = O. 
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Dowód lematu. Ponieważ <p"(O) >O, więc <p"(t) >O w pewnym 
otoczeniu punktu t = O. Oznacza to, że w pewnym otoczeniu punktu t = O 
funkcja <p' (t) jest rosnąca. Istnieje zatem punkt t1 > O taki, że <p' (t1 ) > O. 

Gdyby <p'(t) ~O dla O~ t :s;; a, to <p(O) ~ <p(a), co jest sprzeczne z za-
łożeniem. Istnieje więc punkt t 2 > O taki, że <p' (t2 ) <O. Z ciągłości funkcji 
<p' (t) wynika istnienie takiego punktu t0 , że t1 < t0 < t 2 i <p' (t0 ) = O. 

Funkcja <p' (t) w przedziale (O, t0) spełnia założenia twierdzenia 
Rolle'a, istnieje więc punkt ; taki, że <p" ( ;) = O. 

Dowód twierdzenia 2. Zamiast dowodu twierdzenia Z--+ T, udo-
wodnimy twierdzenie równoważne Z· T' --+ Z'. 

Załóżmy że funkcja (1) w punkcie P 0 nie posiada mimimum, a forma 
kwadratowa (7) jest określona dodatnio. Zatem w dowolnym otoczeniu 
punktu P 0 istnieją punkty, w których wartość funkcji (1) jest mniejsza 
odj(xL „., x~). Istnieje więc ciąg punktów {Qk(Y~, „., y~)} dla k = 1, 2, „. 
taki, że 

lim Qk = P 0 i f(y~, „., y~) <f(x~, „:, x~). 
k_,,.oo 

Ć PoQk Ponadto ciąg {Qk} można dobra tak, aby ciąg wektorów był 
IPoQk I 

z bieżny (1). Granice ciągu tych wektorów oznaczamy przez u ( m~, „ . , m~). 
Punkt Qk leży na prostej pęku (2) o równaniach 

(9) 

gdzie ( m~, ... , m!) są współrzędnymi wektora Oczywiście, że 

lim m~ = m~ dla i = 1, „., n. 
k_,,.oo . 

Funkcja (3) dla mi = m;~, i = 1, .„, n, spełnia założenia lematu. 
Istotnie, v' (O) =O na podstawie (6), v" (O) >O na podstawie założenia o do-
datniości formy kwadratowej (7), wreszcie 

v(tk) = f(y~, „., y!) < f(x~, „., x~) = v(O). 

A więc istnieje punkt ~k taki, że O < ;k < tk i v" ( ;k) = O. Dla t = ;k na 
prostej (9) istnieje punkt Pk(x~, . „, x!). Ponieważ IPoPk I < !PoQk f, więc 
lim Pn= P0• Wstawiając do wzoru (5) t = ;k otrzymujemy 
n_,,.oo 

(1) Ponieważ z ciągu nieskończonego ograniczonego można wybrać podciąg 
zbieżny. 
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W granicy, gdy k--'>- (X)' otrzymujemy 

n !.f o o 

2 a2J ( Xu ••• ' Xn) o o 
------mi mi = O, 

8x·8X· i,i=l i 1 

gdzie ( m~)2 + ( mg)2 + ... +( m!)2 = 1. Ostatnia równość oznacza, że forma 
kwadratowa (7) nie jest określona dodatnio, zatem pierwsza część tezy zo-
stała udowodniona. 

Przeprowadzimy teraz dowód drugiej części tezy. Załóżmy, że dla 
układu ( m~, ... , m~) forma kwadratowa ( 7) jest dodatnia, a dla ( m~', ... , m;:) 
jest ujemna. Oznacza to, że funkcja (1) przybiera na prostej 

0 m;t 
Xi= Xi+ '2 '2 Vm1 + ... +mn 

(i=l,„.,n) 

wartość lokalnie naj.mniejszą w punkcie P 0 , a na prostej 

0 m~'t 
Xi = Xi+ V "2 "2 

m1 + ... +mn 
(i=l, ... ,n) 

wartość największą w punkcie P 0 • Oczywiście oznacza to, że funkcja (1) 
w punkcie P 0 nie posiada ekstremum. 
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