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R. SIKORSKI (Warszawa)

Jak wykladalem rachunek rézniczkowy i catkowy
funkcji wielu zmiennych

W roku akademickim 196364 prowadzilem na Uniwersytecie War-
szawskim kursowy wyklad rachunku rézniczkowego i calkowego funkeji
wielu zmiennych (tzw. Analiza II) dla studentéw matematyki drugiego
roku. Wyklad ten réznil sie istotnie od tradycyjnych wykladéw tego przed-
miotu zaréwno zawarto$cia materiatu, jak i metoda ujecia oraz oznacze-
niami. Celem tego artykulu, napisanego na prosbe redakeji Wiadomogei
Matematycznych, jest przedstawienie podstawowych idei mego wykladu.

Wyklad byl prowadzony w okresie eksperymentalnego programu stu-
dium matematyki na Uniwersytecie Warszawskim, ktéry potem z niewiel-
kimi modyfikacjami stal sie obowigzujacy dla wszystkich uniwersytetow
polskich. W zakresie rachunku rézniczkowego i catkowego twoérey progra-
mu postulowali catkowite wyeliminowanie calki Riemanna, jako pojecia
przestarzalego. Wedlug opinii inicjatoré6w zmian programowych, na pierw-
szym roku studiow calka oznaczona funkeji jednej zmiennej powinna
by¢ definiowana jako przyrost funkeji pierwotnej na przedziale, a na dru-
gim roku studiéw zamiast teorii catki Riemanna funkéji wielu zmiennych
powinna by¢ wykladana calka Lebesgue’a od razu w przestrzeni wielowy-
miarowej.

W rezultacie program wykladu analizy IT, jaki otrzymalem do reali-
zacji, obejmowal mastepujace trzy dziedziny:

1) teori¢ rézniczkowalnogei funkeji wielu zmiennych wraz z teorig
tzw. ,,funkeji uwiklanych”;

2) teorie calki Lebesgue’a, poprzedzong teoria miary Lebesgue’a;

3) teorie calki powierzehniowej i krzywoliniowej.

Bylo jasne dla mnie, ze teori¢ calki Lebesgue’a nalezy prowadzié od
razu w przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej, a moze nawet ogélniej,
w przestrzeni abstrakcyjnej, wzgledem dowolnej miary. Przy trafnie do-
branych oznaczeniach wyklad teorii calki w tym przypadku jest dokladnie
tak samo trudny (czy latwy), jak w przypadku jednowymiarowymn.

Postanowilem zada¢ sobie trud sprawdzenia, czy w réwnie prosty spo-
86b mozna poprowadzi¢ wyklad rachunku rézniczkowego od razu w prze-
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strzeni euklidesowej »- wymiarowej, oczywiscie po przyjeciu odpowiednich
konwencji oznaczeniowych. Zdawalem sobie sprawe z tego, zZe trzeba be-
dzie korzystaé z zapisu wektorowego, korzystaé¢ z pojeé i metod algebry
liniowej, np. z rachunku macierzowego itp. Uwazalem za celowe i pozada-
ne wlaczenie elementéw algebry liniowej do wykladu analizy. Sadze,
ze jest wskazane pokazywaé¢ studentowi wzajemne powigzania réznych
dzialéw matematyki.

Wstepny szkic wykladu przekonal mnie, ze taka forma wykladu jest
catkowicie mozliwa do zrealizowania. Wiecej, przyjeta przeze mnie me-
toda pozwala na wyklad nie tylko przejrzysty, lecz ro6wniez bardzo pre-
cyzyjny.

Pragne zwrocié uwage czytelnika na fakt, ze ,,wielowymiarowos¢”
wykladu rachunku rézniczkowego i catkowego byla latwa do zrealizowania,
gdyz geometria analityczna na Uniwersytecie Warszawskim jest wyklada-
na od razu w n wymiarach ku wspélnemu zadowolenin zaréwno studentow,
jak i wykladoweéw, a wbrew opinii pewnych kolegéw z innych uniwersy-
tetéw, ktérzy a priori uznaja tego rodzaju postepowanie za niewlasciwe
(godzg sie natomiast na wykladanie tego samego, lecz w nieco innym
jezyku, pod nazwg algebry!). Studenci byli wieec przyzwyczajeni do
podstawowych pojeé geometrii analitycznej n-wymiarowej, jak punkt,
wektor, prosta, hiperplaszezyzna itp.

W rezultacie mé6j wyklad rachunku rézniczkowego i catki Lebesgue’a
byl prowadzony od poezatku do konca w przestrzeni euklidesowej n-wy-
miarowej. Po tak ,,wielowymiarowej” realizacji punktéw 1)i 2) programu,
réwniez punkt 3), tzn. teoria calek powierzchniowych i krzywoliniowych,
musial byé — ze wzgledu na jednolito§é i swoista estetyke wykladu —
zrealizowany ,,wielowymiarowo’. W istocie podalem krétki zarys te-
orii catki na hiperpowierzchniach »-wymiarowych w przestrzeni euklide-
sowej m-wymiarowej E™, 1 <n < m. Jednym z dodatkowych powodéw,
ktore mng kierowaly, byla daznos§é do wysokiego stopnia precyzji. Po-
wszechnie wiadomo, ze tradyeyjny wyklad calki powierzchniowej jest pelen
niedcislogei, niedomdwien i opierania si¢ na intuieji, a wykladowea czesto
nie wierzy w to, co mowi. Przejécie do wyzszych wymiaréw pocigga niemal
automatyecznie zwiekszenie precyzji definicji i dowodéw wobec wyelimi-
nowania ,,intuicyjnosei” i ,,0czywisto$ci”. Spodziewalem si¢, ze przy traf-
nym doborze pojeé, definicji, symboliki i przykladow ca&oéé pozostanie
jeszeze strawna dla érednio uzdolnionego studenta.

W dazeniu do precyzji i modernizacji postanowilem systematycznie
stosowaé wspolezesne znakowanie. Na przyklad systematycznie odréznia-
tem funkeje f od jej wartodci f(p) w punkecie p. Stosowalem powszechnie
juz przyjete znakowanie f: A — B dla odwzorowan f zbioru A w zbiér B,
symbol fo g na oznaczenie superpozycji odwzorowan f i g, lsymbol f|A
dla funkeji obcietej do podzbioru A itp. Staralem sie, by znakowanie zasad-
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niczo zawieralo tylko istotne elementy. Tak wiec standardowym oznacze-
niem calki funkeji f na zbiorze 4 byl zwiezly symbol [f. Wyeliminowatem
A

z gléwnego tekstu niesprecyzowane pojecie ,,zmiennych”. W rezultacie
musialem porzuci¢ tradycyjne oznaczanie pochodnych ezastkowych typu
of
0x,
ma juz ,,zmiennych”, a wystepuje tylko to, co powinno wystepowaé: znak
rézniczkowania i numer wspoélrzednej, wzgledem ktérej rozniczkujemy.
Oczywidcie zargon tradyeyjnego znakowania jest zbyt rozpowszechniony,
bym moégl go zupeklie zignorowaé. Dlatego przytaczalem takze znakowa-
nie tradyeyjne, traktujaec je jako co§ w rodzaju pamigtek z historii mate-
matyki. Tradyeyjne znakowanie bylo réwniez czesto stosowane na éwicze-
niach, by studenci nauczyli sie nim biegle poshigiwadé.

Staralem sie réwniez dobraé¢ znakowanie w taki sposéb, by wszystkie
wzory dla funkeji wielu zmiennych (np. wzér Taylora, wzér na catkowanie
przez podstawienie itp.) mialy dokladnie taka sama postaé jak w przypad-
ku funkeji jednej zmiennej.

Takie byly podstawowe idee mego wykladu. Realizacja ich przebiegala
w sposéb nastepujacy.

Z wykladu geometrii analitycznej studenci wiedzieli, ze przestrzen
euklidesowa K" jest produktem kartezjaniskim n egzemplarzy zbioru F
liezb rzeezywistych. Ten sposéb pojmowania przestrzeni euklidesowej byt
przyjety réwniez w moim wykladzie. Ten sposéb pojmowania przestrzeni
euklidesowej E™ byl wladciwie niezbedny: aby mée méwié o pochodnych
czgstkowych funkeji, trzeba przestrzen euklidesowa rozwazaé jako usta-
lony produkt EXEX ... X E.

W konsekwencji wszystkie pojecia byly odnoszone do ,naturalnego”
ukladu wspoélrzednyeh przestrzeni E” (zmiang ukladu wspéhrzednych nie
zajmowalem si¢). Umozliwilo to pojmowanie réznych wielkogei geometry-
cznych (np. poliwektoré6w) jako macierzy. Z tej przyczyny jezyk teorii ma-
cierzy stal si¢ wielokrotnie podstawa do formulowania definicji i twierdzen.
Niestety studenci nie znali z wykladu algebry wszystkich pojeé¢ i faktow
z teorii macierzy, ktére byly mi potrzebne. Podawalem wigc je w trakecie
wykladu analizy w tych miejscach, gdzie byly mi potrzebne.

Z podstawowymi pojeciami mnogo$ciowymi nie miatem klopotu. Wy-
starczala mi jedynie znajomogé algebry zbioréw i pojecia zbioru przeli-
czalnego, ktorg studenci wyniesli z wykladu wstepu do matematyki na
pierwszym roku studiéw. Ponadto algebra zbioréw pojawiala sie w isto-
tny spos6b dopiero przy realizacji drugiego punktu programu, teorii
calki, tzn. mniej wigcej w styczniu, a wiee po przestuchaniu przez studen-
tow wykladu teorii przestrzeni metrycznych, na ktérym mieli réwniez
moznosé przyswoié sobie potrzebne pojecia mnogosciowe.

y Jz,(®y, @) itp. zastepujac je innym znakowaniem, w ktérym nie
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Zakladalem oczywiscie, ze studenci znaja rachunek rézniczkowy i cal-
kowy funkeji jednej zmiennej w zakresie wykladanym tradycyjnie na
pierwszym roku studiow. W rzeczywistosei korzystalem jedynie ze zna-
jomosei elementow teorii rézniczkowania, a mianowicie umiejetnosei roz-
niczkowania, twierdzenia o wartodci §redniej, wzoru Taylora i (w jed-
nym tylko miejscu) z twierdzenia o pochodnej granicy ciggu funkeji.

Tradycyjny wyklad rachunku rézniczkowego na II roku studiéw za-
wiera na poczatku sporo materialu z topologii. Ja postepowalem inaczej.
Na pierwszym wykladzie wprowadzilem tylko pojecie zbioru otwartego,
i pojecie cigglosei, ktore calkowicie wystarczaja do rozwiniecia duzej partii
teorii rézniczkowania. W dalszym ciaggu korzystalem natomiast z odby-
wajacego sie réwnoczesnie wykladu teorii przestrzeni metrycznych, powo-
lujac sie czesto na dowodzone tam ogélne twierdzenia. Wymagalo to w pra-
ktyce znikomej koordynacji obu wyklad6éw.

Teoria rézniczkowania rozwinigta byla tylko dla funkeji okreslonych
w podzbiorach otwartych G przestrzeni E" (jedynie w korncowe]j czedei wy-
kladu moéwilo sie o pochodnych czastkowych i rézniczkowalnosei funkeji
okre§lonej w n-wymiarowym przedziale domknietym). Pierwszym wprowa-
dzonym pojeciem bylo pojecie pochodnej kierunkowej ¢, funkeji ¢: G — E
(F — zbidr liczb rzeczywistych) w kierunku wektora a.

Jegli a jest wersorem i-tej osi wspolrzednych, to ¢, nazywa si¢ po-
chodng czqstkowq wzgledem i-tej wspolrzednej i oznacza symbolem g¢,.
Kreska pionowa shuzy do zaznaczenia, Ze nastepujace po niej wskazniki
odnoszg si¢ do rézniczkowania. Tak wige ¢;; oznacza pochodng czastkows
rzedu pierwszego pewnej funkeji ¢; wzgledem j-tej wspélrzednej, a ¢;;; —
pochodna czastkowa rzedu drugiego funkeji ¢ wzgledem wspélrzednyeh
o numerze 4 (najpierw!) oraz j (potem), itp. Przyjalem ten sposéb znakowa-
nia (wzorowany na pewnym znakowaniu z geometrii rézniczkowej) za-
miast np. d;p lub V;p, bo ze wzgledu na dalsze zastosowania (np. ,,macie-
rzowy’’ wzoér na rézniezkowanie superpozycji) wygodnie bylo, by indeksy
dolne dotyezace rézniczkowania byly zapisywane po (a nie przed) ewentu-
alnymi innymi indeksami wystepujacymi przy symbolu funkeji.

Funkcja ¢: G — E jest rozniczkowalna w punkcie p @, jesli jej pocho-
dna kierunkowa ¢.(p) w punkecie p jest liniowa funkeja wektora a. Jest
rééniczkowalna, gdy jest rézniczkowalna w kazdym punkcie pe@. Przy-
jalem te definicje rézniczkowalno$ci, gdyz jest najprostsza. W dalszym
ciagu rozwazalem tylko przypadek, gdy pochodne czastkowe sa ciagle,
a w tym przypadku wszystkie mozliwe definicje rézniczkowalnodei sa
roéwnowazne.

Przez pochodnq ¢' funkeji rézniczkowalnej ¢ rozumiatem pole wekto-
rowe

@ =[P .eer Pl
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tzn. gradient funkeji ¢. Przez drugq pochodnq rozumialem pole macierzowe

" = [pujilig=r,.n-

Przez trzeciq pochodng rozumiatem pole macierzowe tréjwskaznikowe

" = [@ijrlijr=1,.n
itd.

Celowo definiowalem pochodne jako macierze, a nie odwzorowania
liniowe lub wieloliniowe, jak to si¢ czesto czyni (chociaz gdzie indziej wy-
raznie stwierdzilem, Ze moéwiac o macierzach i odwzorowaniach wieloli-
niowych wlasciwie moéwi sie o jednym i tym samym). Sadze, ze takie uje-
cie jest pojeciowo prostsze, bardziej liczbowe, mniej abstrakeyjne. Ponadto,
duza czesé studentéw pozna pézniej pojecie pochodnej w ujeciu ,,liniowym?”
z wykladu analizy funkecjonalnej. Nie chcialem uprzedzaé tamtego wy-
kladu, wolatem o§wietli¢ to samo pojecie pochodnej z innej strony. Dodam
jeszeze, ze w ujeciu macierzowym wzdr na pochodna superpozyeji ma bar-
dziej czytelna postac.

Wprowadzilem nastepujace pojecia z algebry liniowej. Dla dowolnych
wektoréw

a =[5 5]y b =[byy...; bu]y ¢ = [€1y..050a]y ...
ich tloczynami tensorowymi sg macierze

aXb = [a;ib;lijzr,. . ny @XbXe = [@bjerlijp_s, . n itd.

Zamiast k-krotnego iloeczynu axaX ... Xa piszemy a”.

1loczynem skalarnym macierzy
{1} A = [a’il,.,.,ik]il,...,ik=l,...,m

(2) ’ B = [bil,...,'ik]i‘l,....’fkal,...,n
jest liczba

T

AB = Z Wiy, igDiy, i
£1,ennnin=1
Moéwimy, ze macierz symetryczna (1) jest dodatnia (ujemna), jesli
A-d* >0 (A-a* < 0) dla kazdego wektora a # 0.
Przy tej symbolice wzér Taylora ma dokladnie te samg postaé, jak
w przypadku funkeji jednej zmiennej:
7 (p)-a ?*V@)-d Tt gW(p+0a)-dt

+ ... F

@(p +a) =9’(P)+"—1!"- W S

a twierdzenie o ekstremach brzmi tak samo, jak w przypadku funkeji jednej
zmiennej: jesli ¢’ (p) = 0, ..., ¢% V(p) = 0, 2 ¢¥(p) > 0 (lub: ¢¥(p) < 0),
to funkeja ¢ ma wiladciwe minimum (maksimum) lokalne w punkecie p.

Roczniki PTM — Wiadomo$ci Matematyezne IX 4



50 K. Sikorski

Po teorii rézniczkowania funkeji rzeczywistych nastepuje teoria réz-
niczkowania odwzorowan :

(3) D = (@15e--, pm): G— E™,

gdzie jak poprzednio G jest podzbiorem otwartym przestrzeni £E",
2 P1y...y @ — funkejami rzeczywistymi. Pochodng odwzorowania (3) jest
pole macierzowe

(4) D' = [@ijlizs,...m, i=1,..01

tzn. funkeja, ktora punktowi p €@ przyporzadkowuje macierz prostokatng
utworzong ze wspoéirzednych czastkowyeh ¢;;(p) funkeji rzeczywistych ¢;
w punkcie p.

W przypadku gdy » = m, oprécz pochodnej @ wprowadzamy jeszcze
pojecie pochodnej skalarnej | D' odwzorowania @: jest nia wyznacznik ma-
cierzy (4), tzn. jakobian odwzorowania @. Jedli » # m, to namiastkg pocho-
dnej skalarnej jest modul pochodnej | @’ | bedacy pierwiastkiem kwadrato-
wym z sumy kwadratéw wyznacznikéw stopnia min(n, m), ktére mozna
utworzy¢ z macierzy (4).

Niekiedy wygodnie jest rozwazaé¢ @ jako funkeje tylko niektérych
wspélrzednych, np. wspélrzednych o numerach

(5) C e e

Oznaczajge ciagg (5) jedng liters j, przez pochodng czgstkowy @; rozumiemy
macierz

Pujiy -+ Prpiv
(6) CPy=| s

Pmpiy -+ Py

analogicznie definiuje si¢ |®;|, a w przypadku gdy » = m takze [®;/
(jakobian!). Jedli ciag j sklada sie z jednej tylko liczby j, to pochodna czg-
stkowa @; jest wektorem (dokladniej: polem wektorowym)

(7) ¢|;a' == {'Pnj" ey @Pmyile

Przy powyzszych definicjach i oznaczeniach wzor na pochodng super-
pozyeji dwu odwzorowan ma postaé analogiczng jak w przypadku funkeji
jednej zmiennej:

(Do) = (D'oW¥W)e{,
czyli ’
(Po?) (p) = &' (P (p))*¥ (p),

gdzie AeB oznacza iloczyn macierzowy macierzy prostokatnych 4 i B.
W przypadku, gdy wymiary przestrzeni sg réwne, dochodzi jeszcze wzor
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na pochodng skalarng superpozycji
[(@o®) (p)| = |9 (P(p)]-[¥ (®)],

tzn. twierdzenie o mnozeniu jakobianow.

Twierdzenie o tzw. ,,funkejach uwiklanych” (termin ten w ogéle nie
byl uzywany w wykladzie jako archaiczny) w pelnym sformulowaniu ma
taka sama postaé jak w najprostszym przypadku réwnania f(z, y) = 0.
Przyjmijmy umowe, ze jesli

P:(wu'”:{nm): q=(mﬂ+l?"'?wﬂ+m), to (p!q}:(xls ---9mn+m)-

Niech j oznacza ciag zlozony z liezb n-+1,..., m. Przy tych oznacze-
niach twierdzenie brzmi:
Jesli
Q =[wy,..., 0p): G=>E" (G B"™),

jest klasy C, oraz
2(Pos 90) = 0, | 2i(Poy @) # 0,

lo w pewnym otoczeniu U punkiu p, isinieje takie ciqgle odwzorowanie
V. U—> E", % '

Qp,¥p) =0 dla peU oraz  ¥(p,) = g

Dowé6d tego twierdzenia metoda kolejnych przyblizen jest réwnie
prosty jak dowéd — ta samg metoda — tego twierdzenia w najprostszym
przypadku jednego réwnania skalarnego f(x, ) = 0. Systematyczne sto-
sowanie odpowiednio dobranych oznaczenn zapewnia pelng przejrzystosé
i ezytelno§é dowodu, ktérej nie ma w zwyklym zapisie skalarnym juz
w przypadku dwu réwnan z trzema niewiadomymi.

Jako zastosowania geometryczne wprowadza sie pojecie odwzorowa-
nia regularnego @ (tzn. takiego, ze @' jest ciagle i |@'| > 0) oraz dyfero-
morfizmu @: G - E" (@ « E", m > n), tzn. regularnego homeomorfizmu.
Nastepuja zastosowania do teorii n-wymiarowych hiperpowierzchni re-
gularnych H w E™, tzn. zbioru H < E™ takiego, ze kazdy punkt qeH po-
siada otoczenie w H bedace obrazem dyferomorficznym podzbioru otwar-
tego przestrzeni E". Ze wzgledu na pézniejsze zastosowanie do teorii calek
hiperpowierzechniowych wprowadza sie¢ pojecie n-wersora stycznego do
fi-wymiarowej hiperpowierzehni regularnej. Dowodzi sie, ze jefli
Q: G— E™" jest regularne, G < E™, to zbiér {p: Q(p) = 0} jest
n-wymiarowsa hiperpowierzehnig.

Czesé dotyczgca teorii rozniczkowalnosei kotiezy sie twierdzeniem
o mnoznikach Lagrange’a w nastepujacym sformulowaniu: Je§li ¢ jest
funkejg klasy €, okre§long w zbiorze otwartym @, H = {peG: Q(p) = 0}
jest n-wymiarowg hiperpowierzchnia i w punkecie p e H funkeja ¢ | H ma
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lokalne ekstremum, to wektor ¢’(p) jest prostopadly do H w punkecie p.
Oczywidcie zwykle sformulowanie zostato takze podane.

Nastepuje wyklad teorii miary. Ze wzgledu na to, ze ogélne pojecie
miary jest potrzebne studentom ITI roku do wykladu teorii prawdopodo-
bienstwa oraz ze wzgledu na dalszg czeéé wykladu (calki na hiperpowierzch-
niach), wprowadzilem ogélne pojecie miary, dowodzac o nim jedynie twier-
dzen o ciggach monotonicznych. Jako przyklad miary podalem miare Le-
besgue’a w przestrzeni euklidesowej w ujeciu klasyeznym, poprzez miare
zewnetrzng Lebesgue’a w E" i zastosowane do niej twierdzenie Carathéo-
dory'ego.

Dalszy ciag wykladu stanowila teoria catki wzgledem dowolnej miary.
W przeciwienstwie do lat poprzednich, kiedy to calke Lebesgue’a wprowa-
dzalem metoda rozszerzenia funkcjonalu w przestrzeni L, w roku 1963 /64
wprowadzilem calke poprzez monotoniczne przejécia do granicy. Wyklad
teorii calki byl niewielka modyfikacja tego, co jest zawarte w §§ 1-3 roz-
dziatu VII mojej ksiazki Funkcje rzeczywiste.

Potem zostala wylozona teoria calki w przestrzeni euklidesowej E",
tzn. ecalki wzgledem miary Lebesgue’a. Ze wzgledu na zastosowania geome-
tryeczne, fizyczne ete. udowodnilem, ze calka funkeji ciaglej na kompakeie
jest granica ciggu sum Riemanna; bylo to jedyne nawigzanie do klasy-
cznej teorii calki Riemanna. Dalszy punkt programu to twierdzenie
Fubiniego (dla miary Lebesgue’a) i sprowadzenie calek #-wymiaro-
wych do calek iterowanych. Twierdzenie o calkowaniu przez podsta-
wienie dowodzone bylo dla zbior6w otwartych G: jeSli @: G — E" jest dy-
feromorfizmem (G = E"), to

[f=[(fod) 2|
@(G) G

Przypominam, ze |®@’| jest tu wartoseia bezwzgledng jakobianu prze-
ksztalcenia @.

Teoria calki w przestrzeni E" koriezy sie obliczeniem objetosci n-wy-
miarowej kuli.

Wyklad teorii calek na hiperpowierzchniach rozpoczal sie nastepuja-
cym twierdzeniem o prostym dowodzie:

Niech H < E™ bedzie n-wymiarowq hiperpowierzchnig. Istnieje do-
ktadnie jedna miara ug okreslona na pewnym o-ciele My podzbiorow zbio-
ru H, taka ze

a) AeMy wtedy i tylko wtedy, gdy dla Fkazdego dyferomorfizmu
®: G- H (G < E") zbior @' (A) jest mierzalny w sensie Lebesque’a ;

b) jesli AeMy © A = &(G), gdeie ©: G — H jest dyferomorfizmem
(G < E"), to
(8) pr(d) = [ |9

o~ 1(4)
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Przypominam, ze je§li @ dane jest wzorem (3), to |@'| jest pier-
wiastkiem kwadratowym z sumy kwadratow wszystkich jakobiandw

_a (99;‘.1 g orey ‘Piﬂ)

Tl g
O(Tyy ovey @)

Twierdzenie to stanowi definicje¢ n-wymiarowej miary na n-wymiaro-
wej hiperpowierzchni H. Przyjalem takg definicje zamiast na przyklad defi-
nicji n-wymiarowej miary Hausdorffa w E™ (n < m), poniewaz prowadzi
ona bezposrednio do wzoru calkowego

[fapy = [ (f-®)ole|
A

o= 1)

dla zbioru AeM; zawartego w przeciwdziedzinie dyferomorfizmu
®: G - H (G < E"). Oczywiscie definicja zostala uzasadniona znanym
rozumowaniem opartym na przedstawieniu calki po prawej stronie (8) jako
granicy ciggu sum Riemanna, gdy @ '(4) jest przedzialem n-wymia-
rowym, tak jak to si¢ zwyklé robi przy wyprowadzaniu wzoru na pole
powierzchni. -

Jako przyklad podalem wzoér na powierzchnie n-wymiarowej sfery.
To zakonezylo teorie tzw. calek powierzchniowych niezorientowanych.

Teoria tzw. zorientowanych calek powierzchniowych wymagala pewne-
go wstepu topologicznego. Poniewaz ta cze$é analizy matematycznej w uje-
ciu wielowymiarowym jest malo znana w Polsce, pomijam dokladniejsze
omoéwienie tego fragmentu wykladu nie cheae nuzyé czytelnika przytacza-
niem definicji kilku pojeé, ktére tu trzeba wprowadzié, jak pojecie lanicucha,
pochodnej zewnetrznej itp. Sformulowalem i udowodnilem twierdzenie Sto-
kesa dla calek na n-wymiarowych brylach, tzn. — méwige niedokladnie —
na zbiorach bedacych sumg skonezonej liczby niezachodzacych na siebie
dyferomorficznych obrazéw domknietych przedzialéw n-wymiarowych.
Podalem szczegélne przypadki twierdzenia Stokesa dla bryl orientowal-
nych. OczywiScie wyklad zawieral klasyczne ,,tré6jwymiarowe’” twierdze-
nie Stokesa, wzor Gaussa - Ostrogrodskiego oraz wzoér Greena.

Ta czesé wykladu w sposéb naturalny podprowadzalta stuchacza w stro-
ne elementarnych pojeé topologii algebraicznej, chociaz wiele pojeé wpro-
wadzalem w spos6b odmienny od powszechnie przyjetego w topologii,
ze wzgledu na wygode czefci analitycznej mego wykladu. Tak np. ze
wzgledu na uproszezenia przy wyprowadzaniu wzoru Stokesa poshigiwatem
sig pojeciem przedzialu wielowymiarowego zamiast pojeciem simpleksu,
Orientacje definiowalem nie w abstrakeyjny sposéb, jak zwykle w topologii,
lecz jako jedno z dwu mozliwych pél poliwersoréw stycznych do hiperpo-
wierzehni. Lancuch byl definiowany réwniez jako pewne pole poliwek-
torowe — wskutek tego dzialania algebraiczne na lancuchach byly zwykly-
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mi dziataniami algebraicznymi na macierzach, a definicje calki zoriento-
wanej na taricuchu mozna bylo bardzo prosto zapisac.

Ozytelnik6w interesujacych sie blizej moim wykiadem z analizy ma-
tematycznej odsylam do mojej ksiazki Rachunek roiniczkowy i calkowy —
funkeje wielu zmiennych, ktéra niedlugo powinna wyjéé z druku. Ksiazka
jest niewielka modyfikacja mego wykladu.

Na poczatku wykladu zapowiedzialem studentom, ze kazdy z meh
moze na egzaminie powiedzie¢ mi, iz jest przygotowany nie wedlug mego
wykladu, lecz wedlug tradycyjnego wykladu analizy matematyecznej II,
wzietego z jednej z aktualnie dostepnych ksigzek, i moze zdawad analize
w ujeciu tradycyjnym. O§wiadczylem réwniez, Ze to nie pociggnie za sobg
zmniejszenia oceny. Ani jeden student nie skorzystal z tego przywileju.
Wyniki egzaminu z mego wykladu nie odbiegaly od przecigtnych wyni-
kéw z okresu, gdy wyklad analizy matematycznej II prowadzilem
metoda tradycyjng. Przyznaé musze, Ze nie dreczylem zbytnio stabych
studentéw teoria calek na hiperpowierzchniach, wychodzae z zalozenia,
Ze poza nie zawsze dobrymi notatkami z mego wykladu nie mieli moznogei
korzystania z zadnych innych pomoey przy nauce tego przedmiotu.

Wyklad wyraZnie podobal sie dobrym i bardzo dobrym studentom.
Nowoczesno$§é i odmienno$§é wykladu byla dla nich wysoce atrakeyjna.

Moim zdaniem wyklad teorii calki i teorii rézniczkowalnogei, prowa-
dzony od razu w przestrzeni wielowymiarowej, jest catkowicie strawny dla
§rednio uzdolnionego studenta II roku. Musi byé poprzedzony wezesniej-
szym wykladem elementéw n-wymiarowej geometrii analitycznej. Oczy-
wiscie wykladowca powinien zadaé sobie trud dokiadnego przemy§lenia
metody wykladu, terminologii i oznaczern. Wyklad analizy bylby zna-
cznie latwiejszy, gdyby wyklad algebry zawieral wszystkie potrzebne
pojecia, jak np. poliwektory, algebry Grassmanna, itp.

Zasadniczg trudno$é w ewentualnej realizacji wykladu calek na hiper-
powierzchniach widze nie tyle po stronie studentéow, ile po stronie wykla-
dowedw, ktorzy musieliby przelamaé swe dotychezasowe nawyki i nauezyé
sie tego przedmiotu, mato znanego w Polsce. Zaleta wielowymiarowej formy
wykladu catek krzywoliniowych i powierzchniowych jest to, ze w naturalny
spos6b wprowadza studenta w tematyke bliska topologii kombinatory-
cznej, bedacej waznym dzialem matematyki, lecz stale zbyt mato uprawia-
nym w Polsce.
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