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I. Pomysl a rozumowanie

Do rozwiazania problemu matematycznego sa potrzebne dwa elemen-
ty: rozumowanie i pomyst.

Rozumowaniem nazywam przy tym tylke myélenie z wiaczeniem
takich rozwazan, ktére w kazdej chwili mozemy sobie u$wiadomié.
Nie odgrywa przy tym zadnej roli to, czy my§lenie jest &ci§le logiczne, czy
przez analogie, badz tez czy jest raczej pogladowe.

Pomyst natomiast przychodzi nam po prostu do glowy, nie wiadomo
skad. Nie pochodzi on z naszej §wiadomogei, nie przychodzi réwniez z ze-
wnatrz poprzez nasze zmysty. Pomyst jednakze musi skad$§ pochodzié,
powiedzmy przeto: pochodzi on z podSwiadomosci.

Dobry pomyst ma zawsze w sobie cof tajemniczego, jeste§my skionni
nazwaé go boskim. Gauss, ktéry calymi latami usilowat udowodnié pewne
twierdzenie z teorii liczb, pisze (1):

yyNareszecie przed paru dniami udalo mi sie osiaggnaé rezultat, i to nie
dzieki moim zmudnym poszukiwaniom, ale po prostu — checialbym naj-
chetniej powiedzie¢ — za sprawg laski bozej. Jakby nagly blysk §wiatla —
i zagadka zostala rozwigzana. I sam nie bylbym w stanie powiedzieé, co
bylo ta nicig, ktoéra powigzala to, co wiedziatem poprzednio, z tym, co umo-
Zliwilo mi osiggniecie powodzenia”.

Podobnie donosi Hadamard (2):

,,Kiedy obudzil mnie gwaltownie ze snu halas z zewnatrz, zjawilo sie
nagle dawno poszukiwane rozwigzanie, ktore nadeszlo z zupelnie nieocze-
kiwanej strony bez zadnego, choc¢by najkrétszego udzialu my§li. Przezycie
to bylo zupelnie w swoim rodzaju i niezapomniane”.

Poincaré odkryl w czasie pewnej bezsennej nocy ,,funkecje Fuchsa”.
Potem udato mu si¢ przedstawié¢ je jako ilorazy dwéch szeregéw. Oto jak
pisze o tym Poinecaré (3):

* Mowa inauguracyjna z dnia 2 lutego 1952 na Uniwersytecie w Zurichu opu-
blikowana w Elemente der Mathematik 8(1953), str. 121-127.

(!) List do Olbersa, patrz: Dziela Gaussa, tom X,1, str. 25.

(*) J. Hadamard, Psychologia odkryé matematycznych, Warszawa 1964, str. 20,

(®)) J. Hadamard, tamze, str. 24,



56 B. L. van der Waerden

»pldea byla zupelnie §wiadoma i dobrze przemyslana. Kierowalem sie
analogig z funkcjami eliptyeznymi. Zadalem sobie pytanie, jakie powinny
by byly byé wlasnoéei tyeh funkeji, gdyby one istnialy i oto udato mi sie bez
trudu zbudowaé szeregi, ktore potem nazwalem tetafuchsowskimi’,

Teraz zjawia sie pomysi:

nPodezas naukowej wycieczki geologicznej zapomnialem z poczatku
0 mojej matematycznej pracy. W Coutances wsiedliSmy do autobusu.
W chwili, kiedy stawialem noge na stopniu, przyszla mi na my§l idea, cho-
ciaz nic w moich poprzedzajacych my§lach nie zdawalo si¢ byé do tego przy-
gotowaniem — ze przeksztalcenia, ktérych uzylem do definieji funkeji fuch-
sowskich, sg identyczne z przeksztalceniami geometrii nieeuklidesowe;.
Nie sprawdzilem tego; nie mialbym zresztg na to czasu, poniewaz zaraz po
wejsciu do autobusu powrdcilem do rozpoczetej rozmowy, lecz mialem
uczucie calkowitej pewnosei, ze tak jest. Po powrocie sprawdzilem wynik
w caltkowitym spokoju”.

Réwniez inni naukowey opowiadaja o podobnych wypadkach naglego
olénienia. Poincaré nazywa je wyrazng oznaka dlugiej podswiadomej pracy
przygotowawczej ,,Rola podé§wiadomej pracy w tworczosei matematyeznej
wydaje sie bezsporna’ — pisze on.

Hadamard prébuje w bardzo interesujacej ksigzce Psychologia odkryé
matematycznych blizej okresli¢ sposéb pracy podiwiadomosei. Wychodzi on
przy tym z zalozenia, Ze odkrycie jest mozliwe tylko dzieki kombinacjom
pewnych koneepcji. Kombinacji jest duzo, lecz tylko niektére z nich sa
owocne. Pod§wiadomo§¢é musi przeto najpierw utworzyé wiele mozliwych
kombinacji, a nastepnie dopiero spofréd nich wybraé pozyteczne, poniewaz
tylko te uswiadamiamy sobie jako pomysly.

Hadamard opiera sie tu na wypowiedzi Poincarégo, ktory opowiada
o bezsennej nocy, podczas ktérej zbudowatl pierwsze funkeje Fuchsa.

»Napilem sie czarnej kawy i nie moglem zasngé. Myéli rodzily sie rojami.
Czulem, jak si¢ zderzaly, niektdére pary jakby sie zahaczaly o siebie i two-
rzyly trwatg kombinacje. W takich sytuacjach wydaje sie, jak gdybysmy
byli §wiadkami swojej wlasnej podéwiadomej pracy, ktéra stala sie ezeécio-
wo dostrzegalna dla naszej podnieconej §wiadomosei, nie tracac jednak nic
ze swego wlasnego charaktern. Przy takich okazjach czlowiek wyczuwa
réznice mechanizméw obydwu ,,ja”.”

Ta zdolno§é Poincarégo do §wiadomego obserwowania swego pod§wia-
domego my§lenia jest wypadkiem do$é odosobnionym. Inni naukowey tez
majg blyskawiczne pomysly, lecz nie zdaja sobie sprawy, jak one powstaja.

Poincaré i Hadamard w zwigzku z samoobserwacja blizej przeanalizo-
wali charakterystyczny mechanizm podéwiadomego rozumowania. Obaj
podkre§laja szezegdlnie role poczucia pigkna przy wyborze owoenych kom-
binacji. O roli §wiadomego rozumowania Hadamard nie méwi jednak
prawie nic.
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Jak daleko siega Swiadome rozumowanie ? W jaki spos6éb odgraniczamy
je od pomysh1 2 O tym mozna chyba wiecej powiedzieé. Swiadome mysle-
nie jest przeciez dostepne. Mozemy je obserwowaéi eksperymentowaé
na nim.

Pélya prébowal w §wietnej ksiazce pod tytulem Jak to rozwiqrad ?
uprzytomni¢ sobie rozumowanie, ktére matematyk stosuje przy rozwig-
zywaniu jakiego§ zagadnienia. Formuluje on ogélne prawa rozumowania
jako pytania, ktore sobie stale zadajemy. Kazdy student, kazdy badacz,
a szezegolnie kazdy nauczyciel powinien przeczytad te ksiazke. Zawiera ona
wiele zupelnie elementarnych przyktad6éw, podanyeh w formie pytan i od-
powiedzi. Pélya pokazuje, jak nauezyeiel moze pobudzié ucznia do samo-
dzielnych poszukiwan i to tylko za pomoeg ogélnych pytan, ktére mozemy
zadaé prawie przy kazdym zagadnieniu. Sa to te same pytania, ktére takze
kazdy do§wiadczony matematyk stale sobie zadaje, ale nigdy nie byly one
sformulowane tak precyzyjnie a mimo to tak ujete, ze sa ogélnie stosowalne.

Kiedy przystepujemy do rozwigzania jakiego§ problemu, musimy
w pierwszym rzedzie wyjasni¢ sobie problem. Pytamy przeto: Co jest
dane ? Co jest szukane ? Jakie warunki ma spelniaé to, czego szukamy ?
Sporzadzamy, jezeli to jest mozliwe, rysunek. Wprowadzamy odpowiednie
oznaczenia. Rozkladamy postawiony warunek na czedei. Zapisujemy czes-
ciowo warunki mozliwie przejrzyscie.

Nastepnie nalezy sporzadeié plan. Szukamy zaleznodei miedzy tym,
co jest dane, a tym co jest szukane. Rozkladamy zalozenie na cze$ci. Pyta-
my, czy z tego, co jest dane, wzglednie jego poszezegblnych czeSei mozna
wyprowadzié co§ pozytecznego.

W wiekszodci wypadkéw jeszeze bardziej celowe jest przyjaé za punkt
wyjseia to, czego szukamy. To sa metody postepowania analizy, ktére juz
Pappos przedstawil bardzo wyraZznie: ,,Wezmy to, co jest szukane, moéwi
Pappos, jak gdyby bylo ono juz czyms pewnym. Wyprowadzajmy zen
coraz to dalsze wnioski tak dlugo, az dojdziemy do tego, co jest dane.
W koncu sprébujmy wnioski odwréeié i tak od tego, co jest dane, dojsé
do tego, co jest szukane”.

Jesli tematem zagadnienia jest nie konstrukeja, lecz dowdd, to szuka-
my — czesto z dobrym skutkiem — dowodu miewprost. Przyjmujemy, zZe
teza jest falszywa, i dolgezajae jeszcze takze to, co jest szukane, wyciagamy
tak dlugo wnioski, az napotkamy na sprzeczno§é. Czesto udaje sie nam na-
stepnie przeprowadzi¢ dowo6d wprost, lecz znalezienie dowodu niewprost
jest nieraz latwiejsze, poniewaz mozemy przy tym wiecej zalozyé, a miano-
wicie to, co jest dane, i zaprzeczenie tezy. Rozumujac z obu stron, mamy
szange spotkania sie po §rodku.

Bardzo owocna jest takze analogia. Szukamy pokrewnego lub podo-
bnego problemu i pytamy: Czy mozemy zastosowaé te sama metode albo
czy mozemy wykorzysta¢ wynik ¢
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Czesto bardzo pomaga pytanie: Przyjrzyj sie niewiadomej! Czy znasz
zagadnienia majace te samg niewiadomg, albo zagadnienie majace podobng
niewiadomg ?

Jezeli to wszystko nie da rezultatu, to formulujemy zagadnienie ina-
czej, szukamy zagadnienia réwnowaznego. W szczegoélnosei wracamy do
definicji. Okreflenie paraboli wywoluje w naszym umy§le zupelnie inne
koncepcje niz samo slowo parabola. Te inne koncepcje, ktére w ten sposob
wprawiamy w ruch, sag moze wlasnie tymi wladciwymi, prowadzacymi do
rozwigzania.

Nastepnie mozemy tworzy¢ warianty zagadnienia. Szukamy skrom-
niejszego, bardziej szczegélowego zagadnienia, albo szukamy ogélniej-
szego zagadnienia, ktorego szezegdlnym przypadkiem jest nasze. Mozemy
tez tworzyé warianty zalozenia albo tezy. Mozemy rozwigzaé najpierw
czedé zagadnienia, spetnié cze$é warunku.

Jezeli to wszystko nie prowadzi do celu, to musimy szukaé ogniw po-
grednich. Najezedciej wychodzimy przy tym od konca. Mowimy: jedli mial-
bym to, to méglbym rozwiazaé¢ takze zagadnienie. Stawiamy sobie przeto
zagadnienie pomocnicze, prowadzimy lini¢ pomocniczg albo przyjmujemy
przede wszystkim jakie§ twierdzenie pomocnicze jako prawdziwe.

Jezeli mamy juz jaki$ plan, to przy jego realizacji moga wylonié sie nowe
zagadnienia. Poszezegdlne kroki naszego rozumowania musza by¢ doktadnie
przeprowadzone, to, co bylo tymezasowo przyjete jako prawdziwe, musi byé
starannie udowodnione. To wszystko, co dotyezy pierwotnego zagadnienia,
dotyczy rowniez nowych zagadnien.

Jezeli calkowite rozwigzanie problemu zostalo znalezione, to na ogdét
uczen z westchnieniem ulgi odlozy piéro na bok.

Lecz doswiadcezony matematyk reuci okiem wstecz. Przede wszystkim
spyta, co jest istotnego w zastosowanej metodzie? Czy moge to zrobic
krocej ? Czy moge te samg metode zastosowaé do innych zagadnien ? Albo:
Czy wynik moge wyzyska¢ w dalszej pracy ?

Wyszkolonemu matematykowi moze sie to wszystko wydaé trywialne.
On postepowal przeciez zawsze w ten sposéb: A jednak jest to dziwne, ze to
wszystko daje sie wypowiedzie¢ tak ogdélnie, a mimo to tak precyzyjnie.

Moglibyémy jednak w koricu zaprotestowaé: ,,Tak, lecz bez pomyshu
to wszystko nie nie daje”.

Zarzut jest uzasadniony. Wydaje mi sie jednak, ze swiadome rozumo-
wanie przygotowuje pomyst. Swiadome my§lenie uruchamia koncepcje
we wlasciwy sposéb; ono wyznacza cel i nadaje wladeiwy kierunek. Jezeli
zagadnienie ujmiemy wlasciwie i przywolamy do pomocy wlasciwe analo-
gie z rozwigzanymi juz zagadnieniami, to cz¢sto wystarczy zupelnie prosty
pomysl.

Jako przyklad rozpatrzmy najslynniejsze odkrycie Archimedesa:
objetosé 1 pole powierzehni kuli. Archimedes udowodnil, ze objeto$é kuli
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réwna sie dwom trzecim objetosci walca opisanego na niej oraz ze jej pole
powierzchni réwna sie poczwérnemu polu powierzehni kola wielkiego. Na
jego groboweu wykuto na jego wlasng prosbe plaskorzezbe przedstawia-
jaca kule i walec. Sam Archimedes traktowal to odkrycie jako bardzo
wazne 1 piekne.

O tym, w jaki sposéb Archimedes doszedl do tego odkrycia, dowiadu-
jemy sie na szczeScie z rozprawy przez niego samego napisanej, znanej pod
nazwa Ephodos, to znaczy Metoda.

Najpierw znalazl Archimedes objetosé kuli. Nastepnie prébowal wy-
znaczy¢ pole powierzehni. Kierowal sie, jak sam o tym moéwi, analogia
z kolem ,,Czy znasz pokrewne zagadnienie ?”’ — tak brzmi jedno z regu-
larnie powtarzajacych sie u Pélyi pytan, a analogia miedzy kolem a kulg
rzeczywifcie nasuwala si¢ Archimedesowi. Pole powierzchni kota, to wie-
dzial juz Archimedes, réwna si¢ polu powierzchni tréjkata, ktorego podsta-
wa réowna sie obwodowi kola, a wysoko§é jest réwna promieniowi kola. Po-
dobnie wiee, tak rozumowal, kula bedzie miala te samg objetosé, co stozek,
ktoérego podstawa ma pole powierzehni réwne polu powierzehni kuli, i kto-
rego wysoko$¢ réwna sie promieniowi kuli. Poza tym wiedzial on juz, ze
objetosé kuli rowna sie dwém trzecim objetodci walca opisanego na kuli,
a wiec jest cztery razy wieksza od objetosei walea, ktorego wysokoseig jest
promien kuli, a podstawa kolo wielkie. Z tego wywnioskowal, Ze pole po-
wierzcehni kuli jest eztery razy wieksze od pola kola wielkiego. Archimedes
zdawal sobie zupelnie jasno sprawe, ze to nie jest dowdd, lecz byl przeswiad-
czony, ze wynik jest dobry. A to juz jest bardzo cenne, ,,bo jezeli zdobylo
sig juz pewng informacje o tym, co jest szukane', tak pisze on sam, ,to
daleko latwiej przeprowadzi¢ dowdd, niz wtedy, gdy sie jeszeze nic
nie wie”’.

Jak wiec Archimedes znalazt objeto§é kuli? Znowu przez analogie
z juz rozwigzanym zagadnieniem. W tej samej mianowicie rozprawie Epho-
dos opowiada nam Archimedes, jak przy pomocy mechanicznej metody
obliczy! pole powierzchni odeinka paraboli.

Archimedes wyobraza sobie, ze odecinek paraboli jest wyciety z cien-
kiej plytki metalowej, i zawiesza go w calodei na koricu ramienia dzwigni
(rys. 1). Przeprowadza rozumowanie w ten sposob, Ze mozna je zastosowadé
takze i do odeinkéw pochylych; w niniejszym jednak rozwazaniu, aby
zwigekszyé pogladowosé, przyjmiemy, ze odeinek paraboli posiada pionows
of symetrii, i zawieszamy go na poziomym ramieniu dzwigni. Obydwa
ramiona s3 réwne cieciwie odcinajacej odcinek paraboli. Na drugim ra-
mieniu zawieszamy trojkat prostokatny, ktorego przeciwprostokatna jest
rownolegla do stycznej do paraboli, tak ze w trojkat mozemy dokladnie
wpisa¢ przystajacy odeinek paraboli. Trojkat, w przeciwienstwie do od-
cinka, zostaje zawieszony nie na konecu ramienia dzwigni, lecz wisi bez-
posrednio na ramieniu wierzcholkiem przy zewnetrznym koiicu.
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Teraz twierdzi, ze odcinek paraboli réwnowazy trojkat. Aby to uza-
sadni¢, tnie odcinek pionowymi prostymi na waskie paski, tak waskie,
7e kazdy pasek mozna uwazaé za odeinek. Podobnie rozcinamy trojkat
na waskie paski pionowe, ktoére uwazamy za odeinki. Kazdy z tych ,,odcin-

Rys. 1

kéw?' rownowazy pewien ,,odcinek” paraboli; wynika to bezposrednio z réw-
nania paraboli i zasady dzwigni, ktéra Archimedes sam odkryl. A wiec,
wnioskuje on, caly odcinek paraboli, ktory sklada sie przeciez ze wszyst-
kich tych paskéw, musi réwnowazy¢ caly trojkat.

Z drugiej strony, mozemy trojkat zawiesié takie w §rodku ciezkosei;
nie ma to wplywu na jego oddzialywanie na dzwignie. Jezeli przyjmiemy
ramie dZzwigni jako wysoko§é trojkata, to §rodek ciezkosei pada w jednej
trzeciej wysokoéei. Poniewaz za$ ramie dZwigni, na ktérym wisi odeinek pa-
raboli, jest trzy razy wieksze od ramienia dZwigni tréjkata do §rodka ciez-
koci, wiec ciezar metalowego tréjkata musi byé trzy razy wiekszy od
ciezaru odcinka paraboli, to znaczy, ze pole powierzchni odeinka réwna sie
jednej trzeciej pola powierzchni tréjkata.

Oczywiscie nie jest to dowod, gdyz powierzehnia nie jest sumg odein-
kéw, ale jest na pewno czym§ przekonywajacym.

To przeciez odkryl Archimedes juz wezeéniej. Teraz postawil sobie za-
gadnienie znalezienia tg samg metoda objetofci kuli. Wyobrazil sobie, Ze
na koticu jednego ramienia dZwigni wisi pelna kula i pytal, co trzeba zawie-
sié ng drugim ramieniu, aby nastapila réwnowaga.

Jezeli analogicznie potniemy peing kule rownolegtymi plaszezyznami
na plaskie krazki i jezeli oznaczymy przez x odleglo§é takiej ptytki od je-
dnego z biegunéw (rys. 2.), to pole powierzchni takiej plytki jest wprost
proporcjonalne do x(d—x). Wspolczesny sposéb oznaczenia zdradza juz,
ze chodzi tu o prébe z mojej strony wezucia si¢ w tok my§li Archimedesa,
a nie o autentyczne rozumowanie.

Jezeli teraz w odleglodci # drugie ramie obcigzymy elementem po-
wierzchniowym proporcjonalnym do d —z, to te kawalki powierzchni utwo-
rza bryle, ktéra réwnowazy si¢ z kula. Moglibyémy na przyklad przyjac,
ze bryla ta ma ksztalt graniastostupa tréjkatnego. Sytuacja bedzie wowezas
dokladnie taka sama, jak w przypadku paraboli. Aby znalezé wysokosé gra-
niastostupa, nalezaloby najpierw rozstrzygnaé kwadrature kola, bo pole
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powierzehni jednej z prostokatnyeh feian boeznyeh graniastostupa musi
byé cztery razy wieksze od pola powierzchni kola wielkiego kuli.

Archimedes przeto moglby tak postapié, ale nie postapil. Wybrat
bardziej eleganckie rozwiazanie, przy ktorym zastosowal tylko brylty obro-
towe. Zawiesza on na tym samym ramieniu dZzwigni, na ktorym wisi kula,
jeszeze stozek o wysokosel réwnej €rednicy kuli i o podstawie, ktérej pro-
mieri réwny jest tejze frednicy. Pole
powierzehni przekroju kolistego w od-
leglodei @ od wierzcholka stozka jest
wprost proporcjonalne do z2. Jezeli
dodamy to do poprzednio znalezione-
go x(d—uw), to stosujae zupelnie prosta
regule liczenia, ktora znajdujemy zu-
pelhie wyraznie zapisang nawet u Eu-
klidesa, otrzymujemy zd. A wiec suma
obydwu plaskich krazkdéw, zawieszo-
nych na koneu ramienia dZzwigni o dtu-
gofei d, rownowazy sie z plaskim kraz-
kiem o stalym promieniu d, zawieszo- Rys. 2
nym w odleglodei # od punktu pod-
parcia dzwigni. Te plaskie krazki tworza razem walec o wysokosei d, kto-
rego promien podstawy réwniez jest réwny d. Jezeli przeto zawiesimy ten
walec na drugim ramienin dZwigni tak, jak to jest pokazane na rysunku, to
réwnowazy on kule i stozek razem wzigte.

Dokladnie tak, poza oznaczeniami, przebiega rozumowanie Archime-
desa. Widzimy przeto: Jezeli juz wladamy zasadniczy my$la metody dZwi-
gni, to wszystko pozostale znajdujemy latwo przez analogie do bardziej
prostego przypadku paraboli. To, ze Archimedes dolgcza stozek, zeby wy-
eliminowa¢ wyraz drugiego stopnia 22, bylo malym, cho¢ wdziecznym, po-
myslem, lecz nie bylo bezwzglednie konieczne; pomyst z graniastoshupem
udalby sie réwniez.

Skoro Archimedes w ten sposéb znalazl objetosé i pole powierzehni
kuli, zjawilo sie nowe pytanie, mianowicie: Jak to udowodnic¢?

I znowu jego przewodnikiem byla analogia z kolem. Powierzchnie kola
juz Eudoksos przyblizal od wewnatrz i zewnatrz poprzez wieloboki foremne
wpisane i opisane. Eudoksos udowodnil, ze pole powierzehni zawartej mie-
dzy obydwoma wielobokami mozemy nezyni¢ dowolnie matym, a stad wnio-
sek, ze pole powierzchni kola jest wprost proporcjonalne do kwadratu zbu-
dowanego na promieniu.

Archimedes wyobraza sobie kule jako bryle powstalg przez obrét kola
dookola jednej ze frednic. Obraca on foremny wielobok wpisany i opisany
réwniez dookota wspélnej przekatnej i otrzymuje w ten sposéb dwie bryly
obrotowe, ktdore zawieraja kule miedzy soba. Jedna bryla jest wieksza od
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kuli, druga — mniejsza, a réznice miedzy ich objetoseiami mozemy uezynié
dowolnie malg. To samo odnosi si¢ do pola powierzchni. Ot6z w przypadku
powierzehni zagadnienie polega na tym, aby udowodnié, ze poczwirne
pole powierzehni kola wielkiego jest rowniez mniejsze od pola powierzchni
zewnetrznej bryly obrotowej, lecz wieksze od pola powierzehni wewnetrz-
nej bryly obrotowej. Jezeli to sie ma, to na mocy znanych wnioskéow wy-
nika stad, ze pole powierzchni kuli nie moze by¢ ani mniejsze, ani wieksze
od poczwornego pola powierzehni kola. W ten sposéb zagadnienie znacznie
sie upraszcza: zamiast réwnania na nieznane pole powierzchni kuli mamy
jedynie wyprowadzié nier6wnosei miedzy znanymi polami powierzchni kola
i stozka. Ostatecznie sprowadza sie wszystko do planimetrycznej nier6wno-
$ci, dotyczacej sum cieciw w kole. W przypadku objetodci sprawa jest nieco
bardziej skomplikowana, ale ta metoda doprowadzi ostatecznie réwniez
i tutaj do celu.

Zeby sprowadzi¢ to zagadnienie do znacznie latwiejszego, nie trzeba
zadnego nowego pomyshu. Podstawa wszystkiego jest genialna my$l: po-
mysl z dZwignia. Reszta, to w gruncie rzeczy systematyczne §wiadome my-
glenie, wnikliwe i niestrudzone podazanie za podstawowa idea, az do ostat-
ka. W nastepnej rozprawce z tego cyklu spodziewam sie, ze bede mogl
wszystko dokladniej przedstawié.

Autentyeczne sprawozdania matematykéw o sposobie, w jaki dokony-
wali swoich odkryé, sg bardzo rzadkie. Dlatego pozwole sobie teraz opo-
wiedzieé¢ o swoim wlasnym przezyciu.

Czasami trudno, przypominajac sobie, rozdzieli¢ ostro pomyst i ro-
zumowanie. Lecz w tym szezegbélnym przypadku, ktéry mam na oku,
dokladne utrwalenie w pamieci przeprowadzonych rozumowail jest przez
to ulatwione, ze cale rozumowanie odbylo sie w toku rozmowy. ByliSmy
we trzech: Artin, Schreier i ja, i caly tok rozumowania kazdego z nas byt
natychmiast komunikowany pozostalym.

Dyskutowaliémy na temat hipotezy Baudeta o postepach arytmetycz-
nych o wyrazach calkowitych. Baudet wyrazil przypuszezenie: jezeli
zbior wszystkich liezb naturalnych podzielimy na dwie klasy, to co naj-
mniej jedna z tych klas zawiera postep o I wyrazach, przy czym ! moze by¢é
dowolng liezbg. Artinowi przy$wiecala pewna my§l; zastanawialiSmy sie
wspolnie, jak daleko ona prowadzi. Wéwezas natkneliémy si¢ na martwy
punkt i przygladaliémy sie jaki§ czas w milezeniu gryzmolom na tablicy.
Raptem przyszedl mi do glowy pomyst z tym samym uczuciem calkowite]
pewnosei, o ktérym wspominaja w swoich wypowiedziach Poincaré i Ha-
damard. Powiedzialem do Artina i Schreiera: ,,To jest wlasciwa droga’’.

Nie chcieli z poezatku w to uwierzyé¢. Powiedzieli: ,,No tak, w naj-
prostszym przypadku tylko dwéch klas i trzywyrazowego postepu aryt-
metycznego, to jest rzeczywiscie tak, ale nie ogélnie”. Pokazalem im jed-
nak, ze w najblizszym trudniejszym przypadku szczegdlnym ta sama
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mys$l dowodu prowadzi do celu. Wowezas przyznali, ze dowéd zostal
znaleziony (*).

Analizujac pézniej dokladniej 6w pomysl, dochodze do nastepujacego
wniosku: te $wiadome rozumowania, ktére przeprowadzilidmy najpierw
wspélnie, nastepnie kazdy osobno, mialy bardzo istotne znaczenie. Dopro-
wadzily nas one juz zupelnie blisko do rozwiagzania. Pomyst byl tylko tg isk-
ra, ktora przeskoezyla, gdy obydwa bieguny zostaly bardzo do siebie
zblizone.

W jakim stosunku pozostaje wieec pomysi do §wiadomego rozumowa-
nia ?

Rozumowanie jest przed pomyslem i po nim. To, co nastepuje po po-
myf#le, nie jest juz tak istotne: to jest juz tylko rozpracowanie znalezionego
rozwigzania albo, jak to okrefla Hindemith w swoim wykladzie o natchnie-
nin muzyecznym, odnalezienie tego, coSmy juz w blyskawicznym mignie-
ciu ujrzeli. Naturalnie przy tym rozpracowaniu mogs powstaé¢ nowe zagad-
nienia; wowezas oczywiscie sa potrzebne nowe przygotowanie i nowy po-
mysk .

Glowna praca Swiadomego myslenia ma miejsce przed zjawieniem
sie pomyshi. Pomyst powinien byé przygotowany, powinien byé sprowoko-
wany. Do tego trzeba przede wszystkim nalezycie ustawié zagadnienie
i dobrze je zrozumieé¢. Sformulowanie warunkéw, ktérym ma odpowia-
da¢ pomysl, nadanie kierunku koneepcjom, oto zadanie $wiadomego
myslenia.

Nieraz koncepcje zawezaja sie zbytnio do pewnego okreslonego kie-
runku. Wéwezas znajdujemy sie w §lepym zaulku: nie widzimy roz-
wiazania, ktore lezy nieco na uboezu. W takich przypadkach trzeba nieco
poezekad, przejsciowo myS$leé o czyms§ innym, oderwaé¢ my§li od celu. Wete-
pne rozumowanie jednak w dalszym ciagu wytyeza kierunek, chociaz co
prawda w szerszych granicach niz na poczgtku, kiedy konecentrowali§émy
gie zdecydowanie w jednym kierunku.

Jedno jest w kazdym razie jasne: wszystkie elementy rozwiazania
istnieja w $wiecie naszych koncepcji; w przeciwnym bowiem wypadku nie
moglibySmy przeciez w ogdéle naszego zagadnienia rozwiazaé. Trzeba tylko
znalez¢ wlaseiwg kombinacje. Kierowani analogia z innymi zagadnieniami
oraz warunkami i danymi samego zagadnienia szperamy w swoich §wiado-
mych i pods§wiadomych przedstawieniach, az zjawi si¢ wlasciwa kom-
binacja.

(%) Calkowity dowdd przedstawilem poéiniej w ,,Nieuw Archief voor Wiskunde”
15, 212 (1926). A. Chinczyn przedstawil w swojej pieknej ksiazeczce ,,Trzy perly teorii
liczb” historie tego zagadnienia tak, jak gdybym ja sam wynalazl w Getyndze to rozwia-
zanie, podezas gdy ja juz przedtem je wynalazlem wspélnie z Artinem i Schreierem.
Do rozumowania, ktére doprowadzilo do rozwiazania, mam nadzieje wrocié w specjal-
nej rozprawie.
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Jest to tak, jak przy poznaniu na nowo, przy przypominaniu sobie na
przyklad imienia. Najpierw musimy sie dobrze czlowiekowi przyjrzeé,
nastepnie dajemy pod$wiadomosci polecenie wyszukania z archiwum
wspomnien o tym czlowieku i jego nazwisku.

Lecz jaka role gra przy tym poczucie piekna, ktore tak silnie podkre-
§laja Poincaré i Hadamard. Poincaré formuluje pytanie w ten sposéb:
Jak podswiadomogé ma ze wszystkich, a tak wielu mozliwych, kombinacji
odnalezé wlaseiwa, to znaezy owoeng? Jego odpowiedz brzmi: dzieki poczu-
ciu piekna. Uprzywilejowane sa te kombinacje, ktore nam sie podobaja.

Nie chee zadng miarg kwestionowaé duzego znaczenia poczucia piekna
dla naszego procesu my§lenia. To, co nam si¢ podoba, interesuje nas naj-
bardziej, a to, co nas interesuje, zostaje w pierwszym rzedzie przywolane
do §wiadomoéei. Jednak poczucie piekna nie jest czynnikiem decydujacym.
W przeciwnym bowiem przypadku nie doznawalibyémy ueczucia slusznosei,
niewzruszonej pewnoseci, ktore tak czesto towarzyszg naszym pomystom.
Jest tak, jak przy rozpoznaniu: nie najpiekniejsza twarz, nie najpiek-
niejsze nazwisko maja byé przywolane, leez wlasciwe.

Oczywifcie, piekne i interesujace twarze latwiej zachowujemy w pa-
mieei, one narzucajg sie §wiadomodei bardziej, lecz z tego powodu nie sy
jeszeze prezentowane Swiadomosei z uezuciem: tak, to ten.

Tak jest réwniez i w matematyce. Pigkne, symetryczne, eleganckie
kombinacje koncepcji maja wiecej szans, by byé wlaseiwymi; odnajdujemy
je réwniez latwiej, poniewaz one podobaja sie nam bardziej, lecz uczucie
pewnoscei, ktére tak czesto towarzyszy naszym pomystom, wyplywa z innego
zrodla.

Kwestig doswiadezenia jest, ze istnieje uczucie niezruszonej oczywisto-
gci, intuicyjnej pewnoSci — w matematyce jak i w zyciu. Ot6z uezucie to
wyplywa z pod$wiadomosci. Spostrzegamy dobrego znajomego i pozna-
jemy go natychmiast. To nie opiera sie na §wiadomym poréwnaniu go z za-
pamietanymi obrazami, poniewaz nie uswiadamiamy ich sobie wecale.
W naszej §wiadomosci wystepuje tylko przekonanie: to jest on. To prze-
konanie musi jednak ostatecznie opiera¢ si¢ na poréwnywaniu ze wspom-
nieniami. A wiee pordéwnania dokonuje sie jednak w poddwiadomosei.

Poddéwiadomo$é jest przeto w stanie nie tylko kojarzy¢ i wiazad, lecz
rowniez wydawaé sqdy. Podéwiadomo§é wyrokuje intuicyjnie, lecz wynik
w sprzyjajacych okolicznosSciach jest zupelnie pewny. Wiemy: To jest on.
Poznalem go.

Powracajac do matematycznego odkrycia, to reasumujge, mozemy
powiedzieé¢: Pod§wiadomosé ma trzy drogowskazy przy wyborze wladeiwych
kombinacji koncepeji. Po pierwsze, wybiera w sposoéb uprzywilejowany
piekne kombinacje. Po drugie, przy pewnych powiazaniach pojeé¢ dolacza
sie intuicja stusznofci, oczywistodci. Wreszcie, podéwiadomogé otrzymatla
przeciez od §wiadomo§ci polecenie, ze szukana kombinacja poje¢ ma spel-
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nié te warunki, jakie postawila §wiadomo§é. Poprzez §wiadome my§lenie
uprzytomnilem gobie: Je§libym co§ takiego znalazl, wéwczas zadanie by-
toby rozwigzane. Pod$wiadomosé, jak dobry archiwista, znalazia cof, co
spelnia te warunki, a wigee moze ze spokojnym sumieniem przedlozyé i po-
wiedzieé: Oto jest rozwigzanie.

II. Objetos$é i pole powierzchni kuli wedlug Archimedesa *)

W poprzedniej rozprawie wyja$nilem, jak Archimedes obliczyl obje-
toéé i pole powierzchni kuli. Jego metoda dZzwigni dala mu pewno§é, ze
objeto§é kuli ré6wna sie dwoém trzecim objetodei walea opisanego, a pole
jej powierzchni jest réwne poczwérnemu polu powierzchni kota wielkiego.

Po otrzymaniu tych wynikéw Archimedes stangt przed zagadnieniem,
jak je uzasadnié. Dowody przedstawil w sposéb wykoriczony w pieknej roz-
prawie pod tytutem Kula i walec. Opierajac sie na przedstawieniu samego
Archimedesa zastanowimy si¢, co w tych dowodach osiggnat przy pomocy
systematycznego rozumowania, a jakg role odegratl pomyst.

Jak wspomniano, Archimedes zamyka kolo miedzy dwa wielokaty fo-
remne opisane i wpisane o parzystej liczbie bokéw i obraca oba wielokaty
wraz z kolem dookola wspélnej przekatnej (rys. 3). Tak powstaja dwie po-

Rys. 3

®

dobne bryly obrotowe, zamykajace miedzy sobg kulg. Aby za$ brylty obro-
towe byly ograniczone tylko powierzehniami stozkowymi, Archimedes wy-
biera liczbe bokéw podzielna przez cztery.

Jest réwniez jasne, dlaczego wybral bryly obrotowe. Méglby takze
wzigé wieloeiany, ale mamy tylko pieé¢ wypuklych wielo§cianéw foremnych
i nie jest rzeczg latwg utworzyé wedlug okreslone;j reguly ciag wielo$cianéw
nieforemnych, ktére z dowolna dokladnoseia przyblizatyby kule od we-
wnatrz i od zewnatrz. Obliczenie objetosci takiego ciggu wielo§cianéw by-
loby w kazdym razie bardzo skomplikowane.

Z uwagi prawdopodobnie na to samo przez si¢ nasuwajace si¢ ro-
zumowanie wybral Archimedes najprostsze przydatne bryly, a mianowicie
powstale przez obrét wielokatéw foremnych.

*) Opublikowane w Elemente der Mathematik 9 (1954). 5
Roczniki PTM — Wiadomo§ct Matematyczne IX 5
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To, ze objetosé kuli jest mniejsza od objetosei bryly opisanej, a wieksza
od objetoéci bryly wpisanej, jest jasne, gdyz ,,catoéé jest wieksza od czedei’’.
Ale z czego mozna wywnioskowad, ze pole powierzchni kuli jest réwniez
mniejsze od pola powierzchni opisanej, a wieksze od pola powierzehni
wpisanej. Wér6d aksjomatéw, ktoére znajdujemy u Euklidesa, nie ma takie-
go, na mocy ktérego mogliby§my pordéwnaé pola dwéch takich powierz-
chni. 83 wige potrzebne nowe aksjomaty.

Archimedes definiuje przede wszystkim, jaki tuk krzywej lub element
powierzchniowy nazywa ,,zakrzywionym w jedng strone”. Nastepnie for-
muluje pie¢ postulatow:

»Zakladam, ze:

1. Ze wszystkich odeinkéw linii o wspélnych konicach najkrétszy
jest odcinek linii prostej.

2. Pozostale za linie, lezace w jednej plaszezyznie i posiadajace wspol-
ne korice, s3 nieré6wne, jezeli 83 w te sama strone wkleslte i jezeli jedna jest
calkowicie objeta przez druga oraz odcinek prostej, laczacy korice, albo
jezeli jest czeSciowo objeta, a czesciowo pokrywa sie z jedng z wymienio-
nych linii. I mianowicie ta, ktéra jest obejmowana, jest krétsza.

3. Podobnie takze i spofrdéd elementéw powierzehniowych, ograniczo-
nych przez te sama krzywa plaskg, najmniejszym jest plaski element po-
wierzchniowy.

4. Pozostale za$ powierzchnie, ograniczone przez t¢ sama plaska krzy-
wa 83 nieréwne, jezeli sa w te sama strone wklesle i jezeli jedna powierz-
chnia jest calkowicie objeta przez drugg i przez plaszezyzne, w ktorej lezy
krzywa ograniczajacd, lub jezeli jest czeciowo objeta, a czesciowo pokrywa
si¢ z jedng z tych powierzchni. A mianowicie ta, ktora jest objeta, jest
mniejsza.

5. Wieksza z dwéch danych wielkoS$ci czy to linia, czy powierzehnia,
czy tez bryla, przewyzsza mniejsza o réznice, ktérej dostatecznie duza wie-
lokrotno$¢ jest wieksza od kazdej z obu danych wielkogci” (°).

Te postulaty sa pogladowo zrozumiale. Piaty postulat nie jest nowo-
§cig, lecz korzystat z niego juz Eudoksos przy wyznaczaniu po6l powierzehni
i objetosci. Jest on znany pod nazwa aksjomatu Archimedesa lub postulati
Eudoksosa.

7 czwartego postulatu bardzo latwo wynika, ze z dwéch powierzchni
obrotowych, ograniczajacych powierzchnie kuli, jedna ma pole mniejsze,
a druga wieksze od pola powierzchni kuli.

Bryly obrotowe mozemy latwo pociaé plaszezyznami prostopadlymi
do osi na krazki, z ktorych kazdy jest stozkiem §cigtym.

(°) Przeklad z tlumaczenia niemieckiego A. Czwaliny, Ostwalds Klassiker der
exakten Wissenschaften, str. 202.
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Aby zatem wyznaczy¢ pole powierzehni kuli, musimy:
(1) Wyznaczyé¢ pole powierzchni bocznej stozka Scigtego,
(2) Zsumowaé pola powierzchni boeznych stozkéw Secietych,

(3) Udowodnié, Ze poczwoérne pole powierzchni kola wielkiego jest
wigksze od pola powierzchni wewnetrznej bryly obrotowej, lecz mniejsze
od pola powierzchni bryly zewnetrznej,

(4) Udowodnié, ze réznice pél powierzchni bryly zewnetrznej i we-
whnetrznej mozna uezyni¢ dowolnie maltg, to znaczy mniejsza niz pole do-
wolnie danego elementu powierzchniowego.

(5) Po uporaniu si¢ z powyzszymi czterema punktami wnioskujemy
na podstawie znanej ,,metody wyczerpywania” Eudoksosa, Ze pole po-
wierzehni kuli nie moze byé ani mniejsze, ani wieksze niz poczwoérne pole
powierzchni kola wielkiego, a wiec ze jest réwne poczwérnemu polu po-
wierzchni kola wielkiego.

Dla wyznaczenia objetosci kuli nalezy przeprowadzié podobne rozu-
mowanie.

Widzimy wiee, jakie ulatwienia daje ulozenie takiego planu. Zamiast
bardzo trudnego zadania mamy pieé¢ duzo latwiejszych zagadnien. Warun-
kiem wstepnym mozliwosei rozlozenia tego zagadnienia jest po pierwsze
jasne u§wiadomienie sobie modeln metody wyczerpywania Eudoksosa, po
drugie uprzednia znajomo§é wyniku, jaki mamy otrzymaé, to jest, ze ma
nim by¢ poezwoérne pole powierzchni kola wielkiego. Reszta jest §wiadomym
rozumowaniem.

Teraz Archimedes przystepuje do kolejnego wykonania pieciu punktow.

(1) Pole powierzchni boeznej stozka Scietego jest réznica pdl po-
wierzchni bocznych dwoéch stozkéw o wspélnym wierzeholku. Trzeba
przeto przede wszystkim wyznaczyé pole powierzchni boeznej stozka.

Osiagamy to przez przyblizenie od zewngtrz i od wewnatrz wedlug
zupelnie podobnego planu. W podstawe stozka wpisujemy i opisujemy na
niej dwa wielokaty foremne. Jezeli polaczymy ich boki i wierzcholki z wierz-
cholkiem stozka, to otrzymamy prawidlowe ostroslupy, miedzy ktérymi
znajduje si¢ stozek. Teraz Archimedes wyznacza przede wszystkim pola
powierzchni boeznych obydwu ostrostupéw (twierdzenia 7 i 8). To jest zu-
pelnie latwe, pole kazde] z obydwu powierzchni jest réwne polu powierzchni
tréjkata, ktorego podstawa jest réwna obwodowi podstawy ostrosiupa,
a wysokogé réwna si¢ apotemie §ciany bocznej.

Nastepnie Archimedes udowadnia, ze pole powierzchni bocznej stozka
jest wieksze od pola powierzchni bocznej ostrostupa wewnetrznego, a mniej-
sze od pola powierzehni bocznej zewnetrznego (twierdzenia 9 i 10). To nie
jest zupelnie oczywiste. Postulatu 4 nie mozemy tu bezpoérednio zasto-
sowaé, poniewaz poréwnywanych powierzchni nie ogranicza ta sama
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krzywa. Ale mimo to udaje sie¢ to przez konsekwentne polowienie lukéw
okregu i zreczne szacowanie.

Po tych przygotowaniach latwo juz wyznaczyé pole powierzchni
bocznej stozka. Przez bezposrednie przejécie do granicy od ostrostupa
do stozka otrzymaloby sie nastepujace twierdzenie: Pole powierzchni
bocznej stozka jest réwne polu powierzehni trojkata, ktérego podstaws
jest obwdd podstawy stozka, a ktérego wysoko§é réowna sie tworzacej
stozka. To cdpowiada naszemu wspdlczesnemu wzorowi

F = mrs,

Ale Archimedes zastepuje rs przez t?, gdzie ¢ jest Srednig proporcjo-
nalng miedzy » i s. Dlatego twierdzenie 14 formuluje on nastepujaco:

Pole powierzchni bocznej stoéka prostego rdéwna sig polu powierzchni kola,
ktorego promieniem jest Srednia proporcjonalna miedzy tworzacq stoika
© promieniem fjego podstawy.

To sformulowanie jest dlatego odpowiedniejsze, poniewaz szukany
wynik koncowy, poczwoérne pole powierzchni kola wielkiego kuli, jest réw-
niez polem powierzchni kola. Jest oczywidcie przyjemnie, jezeli pola po-
wierzehni przyblizajacych 83 wyrazone réwniez jako pola powierzechni kot

Mozna by przeciwko temu podnie§é zastrzezenie, ze pola powierzchni
bryl obrotowych, zawierajacych kule, nie sa polami powierzchni bocznych
stozk6éw, lecz sumami pél powierzechni boeznych stozkéw Scietych, a wiee
ze pola ich powierzchni sg nie polami powierzchni koél, lecz sumami réznic
po6l powierzchni. Zupeinie latwo jednak mozna przedstawié sume lub rézni-
ce pol powierzehni réwniez jako pole powierzchni kota. Pola powierzehni
kot sa wedlug Euklidesa, XII, twierdzenie 2, proporcjonalne do pél kwadra-
téw zbudowanych na ich promieniach, a sume badZ réznice pél kwadratéw
mozna tatwo przeksztalcié na pole réwnowaznego kwadratu.

Sformulowanie twierdzenia 14 przy pomoey pola kola jest szcze§liwym
pomystem, ktéry umozliwia eleganckie wyznaczenie pola powierzchni kuli.
Istotny jednak ten pomys! nie jest: réwnie dobrze udaloby sie z prostoka-
tami o bokach r i s. Mozna by bylo powiedzieé na przyklad tak: Pole
powierzchni bocznej stozka ma sie tak do pola powierzehni prostokata
o bokach r i s, jak pole kola do pola kwadratu zbudowanego:na jego
promieniu.

Dowdd twierdzenia 14 jest wspanialy w swojej prostocie i jasnofei.
Wszystko rozwija si¢ tak, jak mozna sie bylo spodziewaé z poprzedzajacego
— w doskonalej harmonii. Pole powierzehni bocznej stozka nie moze byé
ani wigksze, ani mniejsze od pola kola, a wige musi byé mu réwne.
Klasyczny dowéd przez wyczerpywanie wedlug metody Eudoksosa.

Mimochodem wyznacza Archimedes pole powierzehni bocznej walca
za pomocy tej samej metody (twierdzenia 11-13).
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W twierdzeniu 16 wyznacza Archimedes pole powierzehni bocznej stoz-
ka §cietego, oczywiscie jako réznice pél powierzehni boeznyeh dwéch stoz-
kéw o wspélnym wierzecholku. Wynik zostaje znowu bardzo elegancko
sformulowany:

Pole cze$ci powierzchni bocznej stoika, zawartej miedzy réwnoleglymi
plaszezyznami, jest rowne polu kola, kidrego, promien jest $redniq proporcjo-
nalng miedzy odeigtq czeéciq tworzacej, a sumaq promieni obydwu przekrojow.

Na tym punkt (1) planu zostal wyczerpany.

W punkecie (2) zadanie polega na zsumowaniu po6l powierzehni bocz-
nych stozkéw §eietych tworzgeych bryle obrotows wpisana.

Pole powierzchni bocznej kazdego ze stozkéw jest rowne polu kola,
ktérego promieniem jest §rednia proporcjonalna miedzy tworzaca a sumg
promieni obydwu podstaw. To mozemy wyrazi¢ réwniez tak: Pole kwadra-
tu zbudowanego na promieniu jest ré6wne polu prostokata o bokach réw-
nych tworzgcej i sumie promieni obu podstaw.

Teraz musimy zsumowadé pola tych wszystkich kol Poniewaz pola
kot sa proporcjonalne do pél kwadratéw zbudowanych na promieniach
kol, wystarezy zsumowaé pola tych kwadratéw. A poniewaz pole kwadra-
tu jest r6wne polu pewnego prostokata, wystarczy zsumowaé pola tych pro-
stokgtéw. A to jest juz bardzo latwe, poniewaz jeden bok prostokata,
a mianowicie bok obracajacego sie wielokata foremnego, jest we wszystkich
prostokatach tej samej dlugoei. Jezeli przeto umiedcimy te prostokaty
o rownej podstawie jeden na drugim, to jako calkowita wysokosé otrzymu-
jemy sume promieni wszystkich k6t brzegowych liczonych dwukrotnie,
czyli sume §rednic wszystkich tyech kél. Tak wylaeznie przy pomocy rozu-
mowania otrzymujemy jako wynik twierdzenie 24:

Pole powierzchni bryly wpisanej w kule jest réwne polu kola, Kkidrego
promier, podniesiony do kwadratu réwna si¢ polu prostokaqta, kidrego jeden
bok réwna si¢ bokowi wielokala, a drugi sumie tych przekatnych wielokala,
ktére sq rozpigte na dwdch kolejnych bokach (jak BM na rysunku 4).

To sformulowanie jednak nie nadaje si¢ do dalszego rozumowania.
Mamy bowiem do czynienia z prostokatem, ktérego jeden bok jest bardzo
maly i ktéry przy zwiekszeniu liczby bok6éw dazy do zera, podezas gdy drugi
bok jest bardzo malo dogodna do rachunku sumg przekatnych, ktéra przy
zwigkszaniu liczby bokéw roénie nieograniczenie. Teraz trzeba udowodnié,
ze pole tego wydluzonego prostokata jest mniejsze od pola kwadratu zbu-
dowanego na frednicy kola. W tym celu musimy tak przeksztalcié pro-
stokat, zwigkszajac mniejszy bok i zmniejszajac w tym samym stosunku
wigkszy bok, aby pole powierzchni nie zmienilo sie. Jak to nalezy zrobié?

I tu potrzebny jest pomyst. Mozna jednak warunki, ktére ma on spel-
nié, sprecyzowaé jeszcze nieco dokladniej. Wiekszy bok prostokata jest
umg réwnoleglych przekatnych. Jezeli te wszystkie przekatne zmniej-
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szymy w tym samym stosunku, to ich suma réwniez zmniejszy sie w tym
samym stosunku. Jest przy tym pozadane, aby zmniejszone odcinki byly
tak umieszczone, zeby$Smy mogli ich sume zmieseié bezposrednio w figurze.

Aby to osiggnaé, kredli Archimedes réwnolegle do A M przekatne BL,
CK, DJ i EH. W ten spos6b powstajg wylacznie podobne tréjkaty prosto-
katne, jak APM, QPB, QRL itd. (rys. b). Jezeli

L

L J
M
A 6
[
8 3
6%7;_—::9‘5
Rys. 4

przeto réwnolegle do MB przekatne zostaja podzielone na polowy, a te
polowy zmniejszone w stosunku wiekszej przyprostokatnej do mniejszej,
to otrzymamy odeinki AP, PQ, QR itd., ktérych suma jest przekatna AG.
Trojkat prostokatny A M@ jest takze podobny do pozostalych trojkatow;
otrzymujemy przeto proporcje:

(MB+LC+ED+JE+HF): AG = MG:AM,

ktorg Archimedes podaje jako twierdzenie 21.

Z tej proporeji otrzymujemy natychmiast zagdana réwno§é powierzch-
niowq: pole prostokata, ktérego boki sg réwne wyrazom skrajnym, réwna
sie¢ polu powierzchni prostokata o bokach AG i M@G. To pole za$ jest oczy-
wiscie mniejsze od pola kwadratu zbudowanego na AG. A wiec pole po-
wierzchni bryly wpisanej w kule jest mmiejsze od pola powierzehni kola
o promieniu A@, to znaczy mniejsze niz poczwoérne pole powierzchni kola
wielkiego kuli (twierdzenie 25).

Dokladnie w ten sam sposéb udowadnia, Ze pole powierzehni bryly
opisanej jest wieksze od poczwornego pola powierzchni kola wielkiego
(twierdzenie 30). Bryla opisana jest mianowicie podobna do bryly wpisa-
nej; pole jej powierzchni jest przeto réwne polu kola, ktérego promien
réowna sie bokowi kwadratu o polu réwnym polu prostokata o bokach T'S
iTU (rys. 6). To zas pole jest wieksze od pola kwadratu zbudowanego na TU
a T'U réwna sie frednicy VW kola.

Na tym punkt (3) planu zostal wyeczerpany. To, co§my dotychczas
osiggneli, daje sie uja¢ w dwie nieréwnofei:
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(6) Pole powierzchni wpisanej < pola powierzchni kuli < pola po-
wierzehni opisanej.

(7) Pole powierzchni wpisanej < poczwérnego pola kola wielkiego <
< pola powierzchni opisanej.

Teraz nalezy przeprowadzi¢ odpowiednie rozumowanie dla objetosei.

Mozna byloby bryle obrotowa wpisang podzieli¢ na stozki $ciete. Ale
objetosé stozka Scietego jest bardzo skomplikowanym wyrazeniem, a zsu-
mowanie tych wyrazen nie jest rzeczg latwa.

Archimedes dzieli przeto bryle inaczej. Dzieli on (twierdzenie 26) wie-
lokat wpisany ABC ... M (rys. 7) przede wszystkim na tréojkaty, jak
np. XL M, o wspélnym wierzehotku w srodku X. Przez obrét tréjkata XA M
dookola osi AG powstaje stozek podwdjny, ktory sklada sie z dwoch stoz-
k6w o wspélnej podstawie M B i wierzcholkach w X i 4. Przez obrét powsta-
lych tréjkatéw powstaja réwniez bryly obrotowe, kitére daja sie przedsta-
wié jako réznice stozkéw podwodjnych.

Te wszystkie bryly obrotowe tworzg naszg wpisang bryle obrotows.

1

Rys. 6

Tak jak skomplikowane wydaja sie te bryly obrotowe, tak proste jest
wyrazenie na ich objeto§é. Okazuje si¢ bowiem, ze bryla obrotowa powsta-
la przez obrét trojkata X LM ma objetosé réwna objetosei stozka o podsta-
wie, ktorej pole réwna si¢ polu powierzehni bocznej stozka §cietego M BOL,
1 wysokosci rownej odcinkowi prostopadlej do LM z punktu X. Analogi-
cznie dla pozostalych tréjkatow.

Jak wpadl Archimedes na powyzszy sposéb podzialu? Skad wzielo sie
przypuszczenie, ze objetofci wlasnie tych bryl obrotowych dadza sie tak
prosto wyrazié ?

Sadze, ze na te pytania mozemy daé¢ odpowiedZ na podstawie wlasnych
wypowiedzi Archimedesa:

Archimedes pisze w ,,Ephodos”: ,,Podobnie jak pole kola jest réwne
polu tréjkata, ktérego podstawa réwna sie obwodowi kola, a wysoko§é pro-
mieniowi, podobnie, my§latem, objetosé kuli bedzie réwna objetosei stozka,
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ktérego podstawa réwna sie polu powierzchni kuli, a wysoko$é promienio-
wi kuli”.

Archimedes sam nam moéwi, jak wpadl na to, a mianowicie przez ana-
logie z kolem. Ale jak przekonywamy si¢ w przypadku kola, ze ma ono pole
takie jak tréjkat, ktérego wysokoé§é réwna si¢ promieniowi, a podstawa
obwodowi kola ? Zupelnie prosto: przede wszystkim w sposéb niedcisty
dzielac kolo na nieskonczenie waskie tréjkaty o wspdlnym wierzcholku
w §rodku M. Nastepnie §cifle, przyblizajac kolo od wewnatrz i od zewnatrz
przez wielokaty, ktére mozna podzielié na tréjkaty o wierzchotkach
w punkcie M. Przejécie do granicy lub dowéd metoda wyczerpywania
daje nam nowsg teze.

Podobne rozwazania mozna réwniez przeprowadzié i dla kuli. Jegli
wyobrazimy sobie, ze kule podzielili§imy na nieskonczenie waskie ostrostupy
o wierzcholkach w §rodku kuli, to suma objetogci tych ostrostupéw réwna
sie objetodci jednego ostrostupa o tej samej wysokosci i o podstawie, ktérej
pole réwna si¢ polu powierzchni kuli. Ten sam spos6éb rozumowania wykazu-
je nam zupelnie $cifle, ze objetodé wielo§cianu opisanego na kuli réwna
sig objetodci ostrostupa o wysokosei réwnej promieniowi kuli i podstawie,
ktorej pole réwna sie polu powierzchni wieloScianu. Przechodzac do granicy,
otrzymujemy ten sam wynik dla kuli.

Taki byl tok mysli, ktore snuty sie, jak to odtworzono, w glowie Archi-
medesa, zanim zabral sie do $cislego przeprowadzenia dowodu. I oto, gdy
przystepowal do wyznaczania objetosei wpisanych i opisanych bryl obro-
towych, wpad! on na nastepujacy pomyst: ,,To, co odnosi si¢ do wieloécianu
opisanego ¢ do kuli, odnosi si¢ takée do bryt obrotowych opisanych. Takze ich
objetosci sq rowne objetosciom ostrostupow lub stoikow o wysokosci réwnej
promieniowt kuli © podstawie, kidrej pole w kazdym wypadku réwna sie polu
powierzchni odpowiedniej bryly obrotowe;”.

To, coémy ostatnio sformulowali, jest dokladnie trescig twierdzenia 31.
Odpowiednig teze dla bryly wpisanej znajdujemy w twierdzenin 26. Nie
oddaliliémy sie przeto od autentycznego toku my§li Archimedesa.

W tej same]j chwili, kiedy wpada si¢ na wlaénie sformulowany pomysl,
widzi sie takze stuszno$é tezy. Stozki Sciete, z ktérych sklada si¢ bryla obro-
towa, mozna przybliza¢ przy pomocy ostrostupéw Scietych. Dla tak po-
wstalego opisanego wielodcianu teza jest sluszna, a wiec przez przejScie do
granicy stuszno$é jej wynika takze i dla bryly obrotowej.

W dowodzie dla wielo§cianu powiazaliSmy poszczegdlne powierzchnie
boczne ze §rodkiem kuli przy pomocy ostrostupéw. Teza jest wiee réwniez
shuszna nie tylko dla calego wieloécianu, lecz réwniez dla poszezegélnych
ostrostupow. Jefli teraz powigzemy podobnie poszezegélne powierzchnie
boczne stozkéw §cietych, z ktérych skilada sie powierzechnia brylty obroto-
wej, ze frodkiem X, to otrzymamy dokladnie uzyte przez Archimedesa
bryly obrotowe. W ten sposéb pomyst Archimedesa daje si¢ latwo objas$nié.
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To wszystko, co tu w tak dlugi sposéb wyjadniono, rozgrywa sie w glo-
wie matematyka klasy Archimedesa w jednej chwili, na ksztalt blyskawicy.
Wiszystko jest przeciez tak pogladowe i jasne!

Dokladne przeprowadzenie dowoddéw nie bylo dla Archimedesa rzeczy
trudng. W twierdzeniu 18 zostaje wyznaczona objeto§é podwojnego stozka,
w twierdzeniu 19 reszta po odjeciu od stozka stozka podwéjnego, w twier-
dzeniu 20 réznica dwéch stozkéw podwéjnych.

W tym miejseu opis Archimedesa nie oddaje wyraznie lezacego u pod-
staw toku mygli. Przede wszystkim nie widaé weale, po co sa potrzebne
twierdzenia 18 do 20; to okazuje si¢ dopiero znacznie pédZniej, przy
zastosowaniu do kuli.

Twierdzenie 18 brzmi nastepujaco: Objetosé stoika podwéjnego ztozo-
nego z dwoch prostych stozkéw obrotowych o wspélnej podstawie réwna
sie¢ objetosci stozka prostego, o podstawie, ktérej pole réwna sie polu
powierzchni boeznej jednego stozka, i wysokofei réwnej odcinkowi
poprowadzonemu z wierzcholka drugiego stozka prostopadle do tworzacej
pierwszego. Dowdd jest tylko weryfikacja ex post; nie oddaje on Zadng
miarg toku my§li, ktéry doprowadzit do twierdzenia. Szezeéliwie byliémy
jednak w stanie droga analizy zalozen planu calej rozprawy zrekonstruo-
waé tok mysli we wszystkich istotnych punktach.

Sumujaec poszezegdlne czeéei schodzace sie w §rodku otrzymuje Archi-
medes objetodci wewnetrznej i zewnetrznej bryly obrotowej (twierdzenia 26
i 30). Wedlug twierdzenia 26 objeto§¢ wewnetrznej bryly jest réwna obje-
todeci stozka o podstawie, ktérej pole réwna sie polu powierzechni bryly
wewnetrznej, a wiee jest mniejsze od poczwoérnego pola kola wielkiego,
1 wysoko$ci réwnej odcinkowi poprowadzonemu ze Srodka kuli prosto-
padle do boku wielokata, mniejszej przeto od promienia kuli. A wiee
objetosé wewnetrznej bryly obrotowej jest mniejsza od objetoSci stozka
o podstawie, ktorej pole réwna si¢ polu czterech ko6l wielkich i wysokosei
rownej promieniowi kuli (twierdzenie 27). Podobnie objeto§é zewnetrznej
bryly obrotowej jest wieksza od objetosci tegoz stozka. Ofrzymujemy prze-
to dla objetosei nastepujace nieréwnosei:

(8) Objetosé bryly wewnetrznej << objetofci stozka < objetosei bryly
zewnetrznej.
Poza tym mamy oczywifcie:

(9) Objetosé bryly wewnetrznej < objetofei kuli < objetosei bryly
zewnetrznej. '

W ten sposéb wudowodniliémy potrzebne do dowodu metody
wyczerpywania nieréwnogci zaréwno dla objetosei, jak i dla pédl
powierzchni.

Klasyezny dowéd metoda wyezerpywania, tak jak go przeprowadzit
Archimedes, np. dla odcinka paraboli, ma nastepujacy przebieg: Element
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powierzchniowy paraboli, ktérego pole mamy obliczyé, zawieramy przede
wszystkim miedzy dwiema znanymi powierzchniami 4 i B:

(10) A<P<B.

Jesli teraz chce sig udowodnié, ze pole odeinka paraboli jest réwne £D,
gdzie D jest polem trojkata opisanego, to nalezy przede wszystkim udo-
wodnié, ze 2D zawiera sie w tych samych granicach:

(11) A < 3D < B.

Nastepnie wykazuje sie, ze réznica B— A moze byé mniejsza od kazde-
go dowolnego pola F':
(12) B—A < F.

Z (10), (11) i (12) wynika latwo, ze P nie moze byé ani mniejsze,
ani wieksze od £D. Gdyby bowiem P bylo wieksze od 3D, to poniewaz F
mozna obraé¢ dowolnie, mozna by za F przyjaé réznice i przy odpowiednim
doborze A i B otrzymuje sie

B—A<F=P—3}D<B-A,

co jest niemozliwe. Gdyby P bylo inniejsze od 2D, to mozna wzigé znowu
za F rbéznice i dostaje sie

B—A<F=3D-P<B—A,

co réwniez jest niemozliwe. A wiee F = ZD.

Dla postawionego celu Archimedes ten klasyezny sposéb dowodu
zmodyfikowat nieco, méwiac nie o réznicy B— A4, lecz o stosunku B:A.
Zamiast dowodzié, ze mozna réznice B—A uczyni¢ mniejsza od kazdej
danej tego samego rodzaju wielkosci F, dowodzi on, ze mozna stosunek
B: A uczynié mniejszym od danego stosunku odecinkéw b:a, gdzie b > a.
Rachunki sg latwiejsze, gdy wprowadzié stosunek zamiast réznicy, gdyz
pola powierzchni obu podobnych bryl obrotowych maja sie do siebie tak,
jak kwadraty odpowiednich odcinkéw, a objetosei jak ich szesciany.

Tg zmodyfikowang metoda wyczerpywania dowodzi Archimedes, ze
pole powierzchni kuli jest réwne polu powierzchni czterech kot wielkich,
a objetosé jest cztery razy wieksza od objetosei stozka, ktérego podstawa
jest kolo wielkie, a wysokoscia — promien kuli. Jednak wedtug Eudoksosa
objetosé tego stozka jest rowna jednej trzeciej objetosci walca o takiej sa-
mej podstawie i wysokoSci; a wige objetodé kuli réwna sie % objetosci tego
walea, to znaczy % objetoSci opisanego na niej walca.

Jezeli spojrzymy teraz na calo$é¢ dowodu, to zobaczymy, ze mozna go
pojaé jako wynik godnego podziwu przenikliwego i §wiadomego rozumo-
wania. Kilka pomysléw (jak zamiana powierzehni bocznej stozka na kolo
o takim samym polu i uzycie przy korcu stosunkéw zamiast réznic) stuza
jedynie eleganckiemu przedstawieniu dowodu. Istotnymi byly tylko dwa
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pomysty: po pierwsze wykreflenie w figurze 3 przekatnej réwnoleglej do
jednego boku, po drugie podzielenie bryly obrotowej na czesei schodzgce
sie w frodku X i powstale przez obrét trojkatéw. WidzieliSmy jednak, jak
drogg $wiadomego rozumowania, mozna pomysly wrecz sprowokowad,
ufwiadamiajae sobie dokladnie, jakie trudnofci trzeba w odpowiednim
miejscu pokonaé i jakie warunki ma spelmié szukane przeksztalcenie lub
podzial.

IIl, Dowéd hipotezy Baudeta*

W pierwszej rozprawie z tej serii poinformowalem krétko o pomyséle,
dla ktérego wskutek szezesliwego zbiegu okolicznoéei mogly byé dokladnie
opisane warunki, w jakich powstal. Teraz przedstawie to bardziej
szezegblowo.

Zmarly przedwezesnie matematyk holenderski Baudet wypowiedzial
nastepujaca hipoteze:

yJezeli zbidér lieczb naturalnyeh 1, 2, 3, ... podzielimy na dwie klasy,
to co najmniej jedna z tych klas zawiera postep arytmetyczny o I wyrazach,
gdzie 1 jest dowolng z géry dana liczbg naturalng”’.

Gdy Artin, Schreier i ja rozmawialiSmy w Hamburgu w 1926 r. przed
tablicg §cienng Artina o tej hipotezie, udalo sie¢ nam wspoélnie ja udowodnié.
Jedna bardzo istotna mys$l pochodzi przy tym od Artina. Pomyst jednak,
ktéry w konicu przynidst rozwigzanie, wyszed! ode mnie.

Przypadek dwuwyrazowego postepu I = 2 jest trywialny: jezeli dzieli-
my trzy liczby na dwie klasy, to dwie z nich musza nalezeé¢ do tej samej
klasy. :

Réwniez w przypadku I = 3 nie trzeba rozpatrywaé wszystkich liczb
naturalnych, lecz tylko liczby od 1 do 9. Przy kazdym podziale tych liczb
na dwie klasy, jedna z nich zawiera trzywyrazowy postep; to udowad-
niamy, rozpatrujac wszystkie mozliwe przypadki. Mozna na przyklad
tak postapié:

Klase, ktoéra zawiera liezbe 1, mozna nazwaé pierwsza. Zaleznie od
tego, do ktorych klas nalezg liczby 2, 3 i 4, otrzymujemy osiem mozliwych
przypadkéw. Jako przyklad rozpatrzmy przypadek, gdy 1 i 2 naleza do
klasy pierwszej, a 3 i 4 do drugiej.

Jezeli 5 nalezy do klasy drugiej, to mamy postep 3, 4, 5. Mozemy przeto
przyjaé, ze 5 nalezy do klasy pierwszej.

Jezeli 8 nalezy do klasy pierwszej, to mamy postep 2, 5, 8. Niech wigc 8
nalezy do klasy drugiej.

Jezeli 6 nalezy do klasy drugiej, to mamy 4, 6, 8. Niech zatem 6 nalezy
do klasy pierwszej.

* Opublikowane w Elemente der Mathematik 9(1954).
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Jezeli chcemy uniknaé postepu b5, 6, 7, to musimy 7 zaliczyé do klasy
drugiej.

Liczba 9 dostaje si¢ w sytuacje bez wyjscia. Jezeli nalezy do klasy
pierwszej, to mamy postep 1, 5, 9, jefli za§ do klasy drugiej, to mamy
postep 7, 8, 9.

Podobnie, lub jeszecze latwiej, rozpatrujemy wszystkie inne przy-
padki. To wszystko rozwazylem jeszcze przed spotkaniem z Artinem
i Schreierem.

Schreier postawil teraz pytanie, czy hipoteze Baudeta mozna wzmoe-
nié w tym sensie, ze rozpatruje si¢ zawsze tylko skonczong ilo$é wyrazéw
poczatkowych ciagu liczbowego, innymi slowy, ze istnieje kres N (1), taki
ze juz przy podziale liczb od 1 do N (I) na dwie klasy jedna z klas zawiera
l-wyrazowy postep. Na to pytanie mozna bylo daé latwo odpowiedz. Ro-
zumowali§my, ze gdy hipoteza Baudeta jest w ogéle prawdziwa, to istnieje
rowniez takie N (1). Znany spos6b rozumowania z teorii mnogosei, ,,metoda
przekatnych”, prowadzi do tego wyniku. Nie zachodzi koniecznogé odtwa-
rzania tu tej metody, poniewaz ona nie odgrywa juz zadnej roli w dalszych
rozwazaniach.

Prébowali§my teraz udowodnié przypuszezenie od razu w postaci
wzmocnionej z kresem N (). Jezeli twierdzenie ma byé udowodnione ewen-
tualnie za pomocg indukeji zupehej, to takie finitystyczne wzmocnienie
moze byé tylko korzystne; tak rozumowali§my.

Artin zauwazyl wéwezas, Ze jezeli przypuszezenie jest ogélnie shu-
szne dla dwdch klas, to musi byé réwniez stuszne dla & klas. Niech na przy-
klad k& = 4. Wowezas mozemy przede wszystkim “klasy te zlaczyé po
dwie i dwie. Tak otrzymamy mniej dokladny podziat na tylko dwie klasy.
W jednej z nich musi znajdowaé sie postep arytmetyczny o N (I) wyrazach.
Wyrazy tego postepu mozna ponumerowadé od 1 do N (I). Te numery poja-
wiaja sie znowu w dwéch klasach §cidlejszego podzialu na klasy, i zgodnie
z twierdzeniem, ktoére przyjelismy jako prawdziwe dla dwoéch Kklas,
w jednej z tych klas musi znajdowad sie postep o I wyrazach.

Tak przechodzimy z dwéch klas na cztery, dokladnie tak samo z czte-
rech na osiem klas itp. Przeto liczba klas moze byé dowolnie duza.

Prébowali§my teraz udowodnié twierdzenie dla I za pomoca indukeji
zupehej. Dla I = 2 mamy tak zwang ,,zasade szufladkowa”. Jezeli k41
przedmiotéw mamy umie$eié w & szufladkach, to jedna z nich musi zawie-
raé co najmniej 2 przedmioty. Bardzo pozyteczna zasada, ktéra Dirichlet
zastosowal z powodzeniem w teorii liczb.

Artin spodziewal si¢ — a sukces wykazal jego racje — Ze uogélnienie
z dwéch na k klas bedzie korzystne przy dowodzie indukeyjnym. Mozna
mianowicie, jak sadzit, prébowaé udowodnié hipoteze dla dowolnego % i dla
1 wyraz6w, przyjmujace za zalozenie indukeyjne, ze jest ona juz udowodnio-
na dla wszystkich % i dla I — 1 wyrazéw.
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To zrazu nieco nieokre$lone rozwazanie zostalo w dalszym toku dysku-
8ji bardziej zaostrzone, gtéwnie przez Artina, w sposéb nastepujacy. Postaw-
wmy sobie jako zadanie udowodnienie hipotezy dla dwéch klas i postepu o @
wyrazach. Jezeli wszystkie liczby catkowite sg podzielone na dwie klasy,
to na przyklad tréjki kolejnych liczb sa automatycznie podzielone na osiem
klas, gdyz trzy liezby tr6jki mogg niezaleznie od siebie lezeé w klasie 1 lub 2,
a to daje 23 = 8 mozliwogei. Mozemy teraz te trojki liczb ponumerowad,
biorge ewentualnie za kazdym razem pierwsza liczbe tréojki jako numer,
tak ze tréjka numer n sklada sie z liczb n, n+1 i n+2. Te numery zostajs
wbéwezas podzielone na osiem klas i do tyech ofmiu klas mozemy nie-
watpliwie zastosowaé zalozenie indukcyjne.

To samo ma miejsce, jezeli rozpatrujemy ,,bloki” wiecej niz trzech ko-
lejnych liczb. Zgodnie z zatozeniem indukeyjnym istnieje wéréd dostate-
cznie wielu kolejnych ,,blokéw” (I—1)-wyrazowy postep arytmetyczny
blokéw. ,,Wzorzee’ podziatu liczb na klasy, ktéry znajdujemy w jednym
z tych blokéw, powtarza sie dokladnie w ten sam sposéb we wszystkich I—1

- l. _+__
e

Rys. 8

blokach postepu. Moze, tak sadzil Artin, te powtarzajace sie wzorce dadza
nam sposéb konstrukeji I- wyrazowego postepu. Poza tym bloki same, je-
zeli sa dostatecznie dlugie, zawieraja (1—1)-wyrazowy postep arytme-
tyezny liczb jednej klasy. Te réwniez moga by¢ uzyte do konstrukeji.

Prébowali§my przeto, poniewaz twierdzenie jest sluszne dla 1 = 2,
przejéé od 1 = 2 do | = 3, a mianowicie wzieliSmy z poczatku dwie klasy
(bez wzgledu na to, ze rozpatrywaliémy ten przypadek juz przedtem dro-
g9 bezposredniego wyliczania wszystkich mozliwosei). ZaznaczaliSmy licz-
by w postaci malych poprzecznych kresek w odstepie poziomym 1 na
dwéch poziomych prostych, ktére miaty przedstawiaé obie klasy.

Wér6d kazdej tréjki kolejnych liczb muszg byé zgodnie z zatozeniem
indukeyjnym, to znaczy w tym wypadku zgodnie z zasadg szufladkows,
dwie nalezace do tej samej klasy, powiedzmy pierwszej. Jezeli bedziemy
teraz przedluzali postep arytmetyczny, zaczynajacy sie od tych dwoéch kre-
sek, to mozemy przyjaé, ze trzecia kreska nie nalezy juz do klasy pierwszej
(w przeciwnym bowiem wypadku sprawa bylaby przeciez juz skonezona),
lecz do drugie]. W ten sposob otrzymujemy rysunek 8.

Do tego miejsca wszystkie rozwazania byly prowadzone wspoélnie.
W dalszym za$§ ciggu rozumowalem jak nastepuje:

W kazdym bloku pieciu kolejnych liczb musi wystapié uklad taki jak
na rysunku 8, gdyz miedzy pierwszymi trzema liczbami bloku muszg juz
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byé dwie, nalezace do tej samej klasy, i ten postep dwuwyrazowy moze
byé wewnatrz bloku przediuzony do postepu trzywyrazowego.

Takie uklady powtarzaja sie, albowiem bloki pigciu liczb sa podzie-
lone na 2° = 32 klasy, i wéréd 33 kolejnych (°) blokéw musza byé, zgodnie
z zasadg szufladkowsg, co najmniej dwa jednakowe. W ten sposéb otrzy-
mujemy rysunek 9, przy czym odstep w kierunku poziomym migdzy
poczgtkiem pierwszego i drugiego bloku wynosi najwyzej 32.

Lecz to weiaz jeszcze nie daje postepu trzywyrazowego. Aby taki po-
step otrzymad, przesunalem drugi pigcioliczbowy blok jeszcze raz o te sama
odleglo§é i przyjrzalem sig postepowi tréjwyrazowemu, ktéry powstal przez
to przesuniecie z podkreslonych liczb (rys. 10).

Trzecia liczba tego przesunietego postepu nie ma juz teraz wyjscia.
Albo nalezy do klasy pierwszej: wowezas w tej klasie znajduje si¢ postep a,
a, a. Albo nalezy do klasy drugiej: w klasie drugiej wéwezas znajduje sie
postep b, b, b.
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Rys. 9 Rys. 10

Ten dowdd dotyezyl zrazu tylko juz wezedniej rozpatrzonego przypad-
ku k = 2, l = 3. Mimo to mialem po zaprezentowaniu go nieodparte prze-
Swiadczenie, ze posiadlem juz dowéd ogdlny.

Artin i Schreier nie wierzyli jeszcze. Wowezas przeprowadzilem im
analogiczny dowd6d dla nastepnego kolejnego przypadku k = 3, I = 3.

W tym przypadku mozna przede wszystkim zastosowaé dokladnie to
samo rozumowanie (z blokami po siedem liczb zamiast pieciu i odleglosei 3°
zamiast 2°), lecz teraz trzecia liczba w trzecim bloku ma wyjécie. Moze na-

leze¢ do klasy trzeciej i tak otrzymujemy uklad, przedstawiony na rysun-
ku 11.
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W kazdym duzym bloku o 3°+3°+7 = h kolejnych liczbach znajdu-
je sie taki uklad. Teraz duze bloki rozpadajg sie na 3" klas. Miedzy kazdymi
3" 41 kolejnymi duzymi blokami znajduja si¢ zgodnie z zasada szufladko-
w3 dwa jednakowe. W nich krefli si¢ mate bloki i otrzymuje sie rysunek 12,

() ,.Kolejny” ma znaczyé: przesuniety stale o jedno miejsce.



A Pomyst i rozumowanie w matematyce 79

A teraz przesuwa sie duzy blok, a otrzymuje sie wowezas na miejscu
przesunietej liczby ¢ albo postep a, a, @ w klasie pierwszej albo postep
b, b, b — w drugiej albo ¢, ¢, ¢ — w trzeciej (rys. 13).

Teraz stalo sie dla wszystkich zainteresowanych jasne, ze dla I =3
metoda dowodu da si¢ zastosowaé do dowolnego k. Ale Artin i Schreier
cheieli jeszcze zobaczyé przypadek I = 4.

Przyjalem przede wszystkim znowu dwie klasy. Zgodnie z tym, co
zostalo juz udowodnione, wiréd dostatecznie wielu, powiedzmy n kolejnych
liczb, znajduje sie tréjwyrazowy postep, ktérego wszystkie wyrazy nale-

1“4 t-1 . i e i A --%)(-—
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Rys. 13

zg do jednej klasy. Jezeli przediluzymy ten postep, to czwarty wyraz na-
lezy do innej klagy (w przeciwnym bowiem przypadku sprawa bylaby
przeciez juz skonczona). Wszystkie cztery liczby nalezg do bloku o m
kolejnych liczbach, przy czym m jest najwiekszg caloscig liczby
(1) n+3(n—1).
W kazdym takim bloku wystepuje wiec uklad przedstawiony na
rysunku 14.

Bloki o dlugoéei ¢ sa podzielone na 27 klas. Wéréd dostatecznie wieln,
powiedzmy = (3, 27) kolejnych blokéw, znajduja si¢ przeto trzy bloki w po-
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Rys. 14 Rys. 15

stepie arytmetycznym, nalezace do tej samej klasy. Uklad w pierwszym
bloku powtarza sie dokladnie tak samo w drugim i trzecim (rys. 15).

Jezeli teraz dodamy jeszcze czwarty blok, to musimy otrzymac znowu
postep arytmetyczny a, a, a, a lub b, b, b, b,

Skoro to wyprowadzilem, stalo si¢ dla nas trzech jasne, Ze proces prze-
biega dalej dokladnie tak samo, ze mozemy takze dla dowolnych I wyczer-
paé po kolei wszystkie przypadki k = 2, 3, ... i w ten sposéb przejsé ogol-
nie z I—1 na .

Dowdéd, ktéry przedstawilem w ,,Nieuw Archief voor Wiskunde” 15,
212 (1927), jest dokladnym odtworzeniem objasnionego tu pogladowo toku
my§li. Utworzonemu przedtem wyrazeniu (1), ktérego ogélng postacia jest

-1
(2) ?’b—{- [?:_2 ]r
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odpowiada w ”Nieuw Archief” przy przej$ciu od I—1 do I wyrazenie
o af, s [PERIA]

Dowdéd, ktory podaje Chinezyn w swej bardzo pigknej ksiazeczce(’),
nie rozni sie istotnie od mego dowodu; tylko zamiast wyrazenia (2) bierze
Chinezyn po prostu 2n. Dalej rozpatruje on zamiast kolejnych blokéw bloki
polozone obok siebie i dotykajace sie, jak (a,...,a+b—1) i (a+d,...
...y @+2b—1), przez co oszacowanie jest nieco mniej dokladne.

Psychologia odkrycia ma swoje osobliwe trudnofei. Wiekszodei z nas
przychodzi z trudnofeia przypomnienie sobie po fakcie wszystkiego, co nam
sie snuto po glowie. Jeszeze trudniej tak odtworzyé wlasne przygotowaw-
cze rozwazania, zeby takze inni je zrozumieli. Krétkie urywki my§li, ktére
stanowig naszg rozmowe z samym soba, nie dadza sie przedstawié innym
bez sprecyzowania i objaénienia, a przez precyzowanie znieksztalca sig
mys§li.

W przypadku jednak naszej rozmowy o hipotezie Baudeta warunki
umozliwiajace odtworzenie s3 o wiele korzystniejsze, wszystkie bowiem
myf§li, ktére w naszych glowach powstaly, byly natychmiast wypowiadane
i nzmyslawiane pozostatym przy pomocy kresek na tablicy. To, co zostato
wypowiedziane i narysowane, mozemy o wiele lepiej zapamietaé¢ i odtwo-
rzy¢ niz same my§li. Wszystkie wskazéwki, ktére otrzymalem od Artina
i Schreiera, zostaly réwniez wypowiedziane i oddzialywaly na mnie tylko
o tyle, o ile zostaly wypowiedziane. A wiec idealny przypadek, aby przeanali-
zowaé proces odkrycia, aby autentyczny pomyst odgraniczyé od systema-
tycznego rozumowania.

Geometryczne unaocznienie liczb przez poprzeczne kreski nasuwato sie
samo przez sie. To samo dotyczy proby zastapienia nieskoriczonych ciggéw
liczbowych przez skonczony odeinek ich poczatkowych wyrazow, zwlaszeza,
gdy w najprostszych przykladach skonczony odcinek okazal sie juz wystar-
czajacy. Skonezony odeinek jest bardziej uchwytny i bardziej przejrzysty
niz nieskoriczony ciag liczb. Mieliémy wystarczajaca podstawe, aby spodzie-
wad sie, ze przez to wzmocnienie tezy indukeja zupela zostanie ulatwiona.

»Zawsze zaczynaé od najprostszych przykladéw” zwykl byl mawiaé
Hilbert. Tak rozpoczeliSmy od przypadku ! = 2 i doszliémy do znanej ,,za-
sady szufladkowej”. Stosuje sie ona nie tylko do & = 2, lecz do dowolnych
k. Tak nogélnienie na dowolne % bylo juz zupelnie jasne.

Poniewaz dla I = 2 hipoteza jest sluszna, nasuwata si¢ myél, by w in-
dukeji wnioskowaé z I—1 na I. Dla dowodu indukeyjnego jest oczywiscie
najkorzystniej, gdy dla dlugosci 1—1 zatozymy mozliwie duzo, a dla diu-
gosei | postawimy sobie jako cel udowodnié mozliwie malo.

(") A.J. Chinczyn, Trey perly teorii liczb (po rosyjsku 1947; po niemiecku 1951;
po angielsku 1952).
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W ten sposéb zostal nakre§lony plan dowodu. Dla dlugodei 1—1 i dla
wszystkich k nalezalo przyjaé hipoteze jako shiszng i prébowali§my ja udo-
wodnié dla dlugosei 11 dla jedynego k, na przyklad k = 2. Przy tym ogra-
niezyliémy sie z poczatku do najprostszego przypadku (¢ = 2,1 = 3) i pré-
bowali§my znalezé rozumowanie, ktére daloby si¢ moze przenie§¢ na na-
stepne kolejne przypadki.

Zgodnie z zasada szufladkowa w jednej z klas znajduje sie postep dwu-
wyrazowy (a, a-+d). Aby doj$é do postepu tréjwyrazowego, trzeba dolaczyé
liczbe a+2d. Jezeli znajduje sie ona w tej samej klasie, co a i a+d, to spra-
wa jest zatatwiona; mozemy przeto przyjaé, ze a-+2d znajduje si¢ w innej
klasie (rys. 8).

Do tego miejsca nie bylo innej mozliwodci rozumowania, ale teraz do-
wod ulegt zahamowaniu. Aby pdjéé dalej, potrzebny byl pomyst, i o ile
nie zawodzi mnie pamieé, Artin byt tym, ktéry nari wpadtl. Zalozenie induk-
cyjne (w tym wiee wypadku zasade szufladkows) mozemy zastosowaé nie
tylko do liczb, leez takze i do kolejnych blokéw, poniewaz takze i one sg
podzielone na klasy. Liczba klas jest tu nieco wieksza, ale to nie szkodzi, po-
niewaz mamy do dyspozycji zalozenie indukeyjne dla wszystkich k.

Dzigki pomystowi Artina zostala zapewniona powtarzalno$é catego
bloku wzorcowego i mogli§my sporzadzié rysunek 9, pokazujacy nam w
pierwszym bloku dwie liczby klasy pierwszej i jedna drugiej, tworzacych
postep arytmetyezny, w drugim bloku odpowiednie liczby w tej same]j klasie.

Jak nalezato teraz od tego przejsé do postepu trojwyrazowego ? Przy-
pomnijmy sobie, ze w poprzednio rozpatrywanym przykiadzie sytuacja bez
wyjécia liczby 9 polegala na tym, ze tworzy ona zaréwno w klasie pierwszej
jak i drugiej tr6jwyrazowy postep, w pierwszym wypadku z 11 5, w drugim
z 718.

Zupelnie podobnie dochodzimy teraz i tu do sytuaecji bez wyjscia, do-
laczajac przedstawiony na rysunku 10 trzeci blok i znajdujae w nim liezbe,
ktéra tworzy albo w klasie pierwszej postep tréjwyrazowy a, a, a, albo
w klasie drugiej postep b, b, b.

To byl przeto méj pomyst. Zgodnie z tym, co powiedzialem, powinno
byé jasne, ze pomysl latwo narzucat si¢ i wynikal po prostu niemal w sposéb
konieczny z poprzedzajacych rozwazan. Jedyng liczba, ktéra w sytuacji
rysunku 9 tworzy zaréwno z dwiema liczbami klasy pierwszej postep a, a, a,
jak i z dwiema liczbami klasy drugiej postep b, b, b, jest oznaczona przez
a i b trzecia liczba trzeciego bloku na rysunku 10.

Najbardziej godne uwagi w tym pomy§le bylo towarzyszace mu uczu-
cie zupelnej pewnos$ci. Mialem intuicyjne przekonanie, ze dokladnie ta sama
metoda, ktérg przedstawilem na tablicy w przypadku ¥ = 2 i | = 3, pro-
wadzi do celu takze we wszystkich bardziej skomplikowanych przypadkach.

Jak to przekonanie moglo powstaé w pod§wiadomosci, tego nie wiem.
Sadze jednak, Zze moge wyjasnié, dlaczego Artin i Schreier nie byli tak pewni,
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nawet gdy im objasnilem przypadek k = 2, I = 3. Oni widzieli tylko wy-
nik: istnieniu postepu a, @, a w klasie pierwszej lub b, b, ¥ w klasie drugiej.
Ja za$ znalazlem metode tworzenia takich postepéw i mialem nieodparte
uczucie, ze ta metoda stosuje si¢ réwniez do nastepnych kolejnych przy-
padkow.

Jest to tak, jak przy zrywaniu jablek z drzewa. Jesli zerwiemy jedno
jablko, a drugie wisi nieco wyzej, to mozliwe, zZe sami wiemy, Ze nieco wigk-
szym wysilkiem dosiegniemy rdéwniez jeszcze i to drugie jablko, podczas
gdy widz, ktéry widzi jedynie, ze dosiegneliSmy akurat to jedno jablko, ma
watpliwoéei. Mamy jednak nie tylko jablko, lecz takie wyczucie ruchu,
ktéry wykonali$my, aby je zerwad. _

Uczucie, ze metoda dowodu moze by¢ stosowana jeszcze dalej, jest
nieraz zawodne. Czesto okazuje sie p6zniej, ze w nastepnych kolejnych przy-
padkach wylania sig nowa trudno§é. Mimo to, takie przeczucia o zakresie
stosowalnosci metod dowodu nalezg do najpozyteczniejszych drogowska-
z6w przy badaniach matematycznych.
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