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Rola intuicji geometrycznej we wspoélczesne; matematyce*

Geometria grecka byla pierwszym wilasciwym ucielednieniem idei ma-
tematyki. Chociaz dzialalno§é matematyczna, zaréwno w algebrze, jak
i geometrii, rozpoczela sie dwa czy trzy tysiace lat przed Euklidesem, wy-
razy takie, jak twierdzenie, zalozenie, dowéd, analiza, teoria, aksjomat, po-
stulat, definicja i pojecia, ktére one oznaczaja, sa wynalazkiem matema-
tyki greckiej. Matematyka grecka to geometria i cata problematyka, z kto-
rej sie ta matematyka rozwinela, moze byé wladciwie zrozumiana tylko
w zwigzku z geometrig. Niewymierno§¢ wystapila po raz pierwszy w zwigz-
ku z przekatng kwadratu. Liczba nie potrafila opisa¢ stosunku wielkosei, wo-
bec czego zaniechano zajmowania sie algebra. Geometria przeksztalcila sie
z przedmiotu w metode. Metody algebraiczne tlumaczono na jezyk geome-
trii i przyjmowano je tylko wtedy, gdy dokonanie takiego thumaczenia bylo
mozliwe. Przez swa wierno$é tej zasadzie matematycy greccy stworzyli sy-
stem, ktoéry sparalizowal rozwdéj matematyki na okres prawie dwéch
tysiecy lat.

Nowoczesne przewarto§ciowanie pojeé zawdzigezamy walce Kartezju-
sza przeciw tradyeji; skrupuly Grekéw nie odstraszyly go. Algebra z sym-
bolikg Viety stala sie dyscypling niezalezng i fundamentem rachunku réz-
niczkowego i caltkowego, w ktorym zlekcewazono grecka $cisto§é i krytyczne
nastawienie. Wybitne osiagniecia algebry oraz analizy faworyzowaly pra-
gmatyzm, jednak grecka geometrie widziano weigz jeszeze jako ,kolec
w ciele” matematyki. Wzorcowa {cisto§é Euklidesa pozostawala idealem
dla krytycznych matematykéw i ,,bardziej geometryezny’ oraz ,,§cisty”
uwazano za synonimy.

Uleglo to zmianie, gdy w drugiej polowie XIX wieku algebra i analiza
zostaly uporzadkowane w spos6b niezalezny od geometrii, a tradycyjna geo-
metria okazala si¢ mniej $cista, niz to dotychezas oceniano, a znacznie mniej
Scisla niz nowo powstale podstawy analizy. Chociaz Grecy odezuwali ko-
nieczno$é uzasadnienia algebry §rodkami geometrycznymi, zaczeto teraz
watpié, czy mozliwe jest ugruntowanie geometrii bez odwolania si¢ do al-

* Przeklad artykulu The role of geometrical imtuition in modern mathematics,
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gebry. Watpliwosci te trwaly i zostaly usunigte dopiero w koicu stulecia
dzigki hilbertowskiej aksjomatyce geometrii.

Po dzialalnosci Viety geometrie nadal ceniono wysoko, nie wptynelo
to jednak w spos6b dostrzegalny na rozwdj geometrii. Matematycy byli
zbyt zaabsorbowani analiza. Twoércze zainteresowanie geometrig odzylo
dopiero w XIX wieku i geometria nieeuklidesowa, geometria rzutowa,
geomefria algebraiczna i badania podstaw geometrii s owocami tej epoki
rozkwitu.

Jakie miejsce w matematyce dzisiejszej zajmuje geometria ? Czy istnie-
je ona jeszcze ? W burbakistowskim systemie matematyki nie ma jej;
w czasopismach referatowych to, co nazywaja geometria, zajmuje zaledwie
pieé procent objetosci; w programach uniwersyteckich geometria jest zale-
dwie wspominana, a ludzie, ktérzy mogliby nazywaé sie geometrami, nie
czynig tego, gdyz slowo to brzmi staromodnie. Gdy jednak przyjrzeé sie do-
kiadniej, sprawa wyglada inaczej. W jednym paragrafie pracy wybranej
na chybit trafil, a ktérej tytul wskazywal, ze jest praca z analizy, udato mi
sig znaleZé stowa ,,przestrzen Hilberta', ,,przestrzen wektorowa®, ,,wymiar’
,swektor wlasny’, ,,podobienstwo’, ,,odwzorowanie”, ,,wypukly”, ,,odbi-
cie”, ,,otoczenie”, ,,08 liczbowa”, ,,érodek”, ,,szedcian”, ,liniowy”, ,,prze-
sunigcie’’, ,,obwiednia”, ,,rzut’’ — tlo geometryczne pozornie niegeometry-
cznego tematu. Poza tym nie wymienilem najbardziej rzucajacego sie
w oczy przykladu, slowa ,,aksjomat”’, ktore w swym wspoélezesnym znacze-
niu zostalo wprowadzone przez Hilberta w jego podstawach geometrii.

Slowa odpowiadaja pojeciom. Geometryezna terminologia wspéleze-
snej algebry i analizy wskazuje na przesigkniecie calej matematyki intu-
icja geometryczng, co wyjasnimy na kilku przykladach.

Jednym z nich jest burzliwy rozwéj teorii funkeji analitycznych w XIX
wieku, ktéry rozpoczal si¢ wtargnieciem geometrii do analizy, jakim bylo
przedstawienie przez Gaussa liczb zespolonych jako punktéw plaszezyzny.
Znaczenie algebraiczne rownania ™ = 1 stalo si¢ jasne dzieki jego inter-
pretacji geometrycznej, dzieki jego $cislemu zwiazkowi z konstrukeja
n-kata foremnego na plaszezyZnie Gaussa. Dwuokresowo$é funkeji elip-
tycznych stala sie interesujaca i zrozumiata dzieki jej interpretacji geomet-
rycznej. Wbrew pozornie ostatecznemu zwyciestwu, jakie w przeciggu
ostatnich trzydziestu lat XIX wieku odniosla weierstrassowska algebra-
izacja funkeji analityeznych nad intuicja geometryczng, wielkie problemy,
ktore rozwigzano na przelomie XIX i XX wieku pochodzily od Riemanna,
od geometrycznych idei powierzchni Riemanna, przeksztalcenia konfo-
remnego, uniformizacji — tj. od poje¢ wprowadzonych poczatkowo wylgez-
nie za pomocy §rodkéw geometrycznych i ktoére dotad badano metodami
intuicyjnymi.

Innym przykladem jest tchniecie nowego zycia w pojecie liczby poczgw-
szy od lat siedemdziesiatych zeszlego stulecia. Liczba, jako ilo§é czegos,
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jako liczba kardynalna, jest pochodzenia intuicyjnego. W historii ludzkosei
i pojedynczego czlowieka dodawanie i mnozenie zaczynajg si¢ od dziatan na
palecach i kamykach. Wkroétce jednakze, zwlaszeza w wyniku stopniowego
rozszerzania obszaru liczb, pojecie liczby krzepnie wraz z prawami algo-
rytmicznymi zaréwno w rozwoju czlowieka jako gatunku, jak i w rozwoju
indywidualnym. Liczba, jako ilo§é czego§ jest przedmiotem prymityw-
nych zastosowan i we wladciwej matematyce nie jest istotna. Bylo tak przy-
najmniej az do Cantora, ktéry pierwszy w sposéb §wiadomy uwypuklit
nie§wiadomy, intuicyjny proces abstrakeji, ktory prowadzi od intuicyjnych
zaczatkow do formalnego pojecia liczby. W wyniku tej analizy mégt Can-
tor wprowadzi¢ zbiory, ich przeksztalcenia, przeksztalcenia wzajemnie
jednoznaczne i w konicu podzial zbioré6w na klasy zbioréw dajacych sie
przeksztalcié wzajemnie jednoznacznie jeden na drugi; klasy te nazywa-
my liczbami kardynalnymi.

Teoria mnogo$ci okazala sie bardziej abstrakcyjna i écislejsza od cze-
gokolwiek w poprzedzajacej ja matematyce. Z tych samych przyezyn in-
tuicja geometryczna nie odgrywala nigdy dawniej i w zadnej innej dziedzi-
nie tak waznej roli jako sila nadajagca ramy organizacyjne i bodziec roz-
wojowy zapobiegajacy zdegenerowaniu si¢ teorii mnogosei w czysty algo-
rytm. Z geometrii osi liczbowej zaczerpnal Cantor abstrakeyjne pojecie
porzadku i teori¢ mnogofci punktowych. Dalszym wzbogaceniem teorii
mnogosei, dokonanym na poczatku biezgcego stulecia, okazalo si¢ pojecie
miary, ktére wyrosto z geometrycznego pojecia pola i spowodowato rewo-
Iucyjne zrewidowanie klasyeznego pojecia calki, ktére stalo sie martwym,
zalgorytmizowanym narzedziem. W tym samym czasie teoria mmogosei
punktowych przeksztalcila si¢ w nowa dyscypling geometryczng, topolo-
gie, badajacy ksztalty geometfryczne za pomoca intuicyjnych wyobrazen
o spéjnosci. Najpotezniejsze algebraiczne metody topologii zapoczatkowane
zostaly badaniem intuicyjnie najelementarniejszych ksztaltéw, wieloscia-
néw; inicjatorem byl L. E. J. Brouwer, konstruowanie za$ patologicznych
kontrprzykladéw, stanowigce domeng bardziej abstrakeyjnej topologii teo-
riomnogosciowej, stawialo najwyzsze wymagania intuicji geometryeczne;j.
Metody topologiczne, zar6wno pochodzenia algebraicznego, jak i teorio-
mnogo$ciowego, wywarly silny wplyw na wspoélezesng algebre i analize,
a tymeczasem intuicja geometryezna wydaje sie zanikaé w samej topologii.
Jest to jednakze wrazenie powierzchowne. Wiekszo§é idei i problemow
wychodzacych weigz z mlyna topologii ma silnie zarysowane tlo geome-
tryczne i w ostatnich latach stare problemy zostaly rozwiazane za
pomocg bezposrednich metod geometryeznych, niezaleznych od aparatu
topologii algebraiczne;j.

Pod wplywem algebry naiwne pojecie przestrzeni zostalo w sposéb wy-
rafinowany poglebione w wieku XIX. W geometfrii analitycznej krzywe
na plaszezyznie i powierzehnie w przestrzeni sg opisywane przez réwnania
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z dwiema lub trzema niewiadomymi. Na odwrét, mozna wyjasnié wlasno-
§ei algebraiczne rdéwnan interpretujac je jako wlasnodei krzywych
i powierzchni. Czy geometria nie moglaby znalezé zastosowania w bada-
niu réwnan z n niewiadomymi, jefliby tylko geometrzy zechcieli przesta-
wié sie na rozwazanie w przestrzeni n-wymiarowej? Czy wyznacznik
macierzy n X n nie bylby latwiejszy do zrozumienia, jesliby interpretowad
go, podobnie jak dla n = 3, jako objeto$¢ w przestrzeni n-wymiarowej ?
W koncu XIX wieku przestrzen n-wymiarowa byla czym§ naturalnym
dla geometréw. Jej algebraiczne pochodzenie jest jeszeze namacalne;
tworzy sie ja w sposéb algebraiczny, za punkt wyjscia przyjmujac
wspblrzedne. Nowy sposéb podejécia dali w latach dwudziestych mate-
matycy zajmujacy sie algebra abstrakeyjna, ktérzy okazali sie wowczas
bardziej autentycznymi geometframi niz sami geometrzy. Domagali sie,
by w definiowaniu i badanin przestrzeni =n-wymiarowej elementy geo-
metryczne, jak punkty lub wektory, mialy role pierwszoplanowa, wspol-
rzedne za§ byly ich tworem pochodnym. Dzisiaj pojecie przestrzeni li-
niowej czy wektorowej jest wlasno$ciag wszystkich matematykow.

W miedzyczasie pojecie przestrzeni rozszerzono na przypadek nie-
skoliczenie wielu wymiaréw. Pionierami byli analityey, ktorzy potrzebo-
wali abstrakeyjnych przestrzeni funkcyjnych dla swoich nowych metod.
Wraz ze stowem ,,przestrzen’ przyswoili oni cala terminologi¢ geome-
tryczng, geometryczne sposoby myslenia i intuicje.

Jak zaznaczyliSmy poprzednio, stowo i pojecie ,,aksjomatyeczny”’ roz-
poczelo podb6j matematyki od geometrii. Geometria stanowila przez wieki
problem filozoficzny: problem, jak droga czystego rozumowsania, z zam-
knietymi oczyma, mozna dochodzié do stwierdzen o rzeczywistosci (ezy
przestrzen z tréjkatami, rownoleglymi, sferami itp. nie jest czeseia rzeczy-
wistosei ?), do twierdzen, ktére okazywaly si¢ prawdziwymi, gdy czlowiek
otworzyl oczy, prowadzil proste, wytyczal i mierzyl katy. Powolny proces
dojrzewania w XIX wieku doprowadzil do stynnego rozwigzania w podsta-
wach geometrii Hilberta, ktére pdzniej zostalo soczyécie sformulowane
przez Einsteina:

,Skoro tylko twierdzenia matematyczne odwoluja sie do rzeczywisto-
§ci, to sg niepewne, a jak dlugo sg pewne, to nie odwoluja sie do rzeczywi-
stogci... Postep uzyskany przez aksjomatyke polega na wyraznym odgra-
niczeniu logicznej formy i realistycznych oraz intuicyjnych treei... Aksjo-
maty sa wolnymi tworami umyshu ludzkiego...”

System Hilberta, w przeciwienstwie do systemu Euklidesa, nie rozpo-
czyna sie definicjami, lecz aksjomatami, tj. sformulowaniami zawierajacy-
mi niezdefiniowane pojecia, np. punkt, prosta, miedzy, przystajacy; zna-
czenie tym wyrazeniom nadane jest przez aksjomaty w sposéb pofredni.
Jako reguly gry aksjomaty sg dowolne, chociaz dla praktycznych zasto-
sowan muszg one odpowiadaé¢ pewnemu celowi, Z logicenego punktu widze-
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nia nie ma sensu pytaé, czy uklad aksjomatéw jest prawdziwy, lecz tylko,
czy jest niesprzeczny.

Logiczna pozycja geometrii zostala wyjasniona przez pojecia aksjoma-
tuiasjomatyki. Wplyw tego uwidocznit si¢ przede wszystkim w topologii,
gdzie Hausdorff zaksjomatyzowal przestrzen topologiczng, oraz w alge-
brze, ktéra odbudowano na gruncie aksjomatyeznie zdefiniowanych pojeé
grupy, pier§cienia, ciata itd. Dzisiaj metoda aksjomatyczna przeniknela
calg matematyke. Poczatkowo tworcza geometria nie ulegata w wiekszej
mierze nowym wplywom. Dopiero w latach frzydziestych geometrzy przy-
pomnieli sobie 0 wolno$ci umystu ludzkiego w tworzeniu aksjomatéw —
wolnodei kontrolowanej przez rozumng intuicje geometréw oraz zgdanie
niesprzeczno$ci. Metoda Hilberta dowodzenia niesprzecznosci za pomocs
systemu algebraicznego spelniajacego aksjomaty (odpowiednio geometria
analityczna) moze prowadzié do odkrycia nowyech waznych systeméw
algebraicznych, jak to w rzeczywistosci bylo w latach trzydziestych, gdy
geometria dala poczatek nowemu i waznemu algebraicznemu pojeciu ciata
alternatywnego (tj. ciala z pewnym ograniczeniem prawa lgcznoSci mno-
zenia).

To tylko jeden z wielu przykladow. W teorii grup, ktorej obiekty nie
sa bardziej konkretne niz w abstrakeyjnej teorii mnogodci, zagadnienia
geometryczne czesto wskazujg droge do interesujacych probleméw. Byé
moze prawda jest, ze ,,geometria algebraiczna’ przestata by¢ geometrig po-
mimo swej geometrycznej terminologii, jednakze rozwéj jej inspirowany
jest czesto przez zagadnienia §ciSle geometryezne. Z drugiej strony ,,geome-
tryezna teoria liczb” jest najezystszg geometrig zardwno w swej problema-
tyce, jak i metodach.

Zacieranie sie granic pomiedzy klasycznymi galeziami jest cecha wspot-
czesnej matematyki. Geometrie jako wyrézniajaca sie calo§é trudno dzi$
wyodrebnié, ale jej metody weigz bujnie si¢ rozwijaja. Dlaczego intuicja
geometryezna, o ktoérej czesto méwi sie, Ze juz obumarla, nadal pozostaje
zywotna, nawet w dziedzinach, ktére pozornie nie majg nie wspélnego z geo-
metriag? Oczywidcie dlatego, Ze intuicja geometryczna moze nam wskazy-
waé, co jest wazne, interesujace i dostepne, zabezpieczajac nas przed blg-
dzeniem po olbrzymiej pustyni problemdw, idei oraz metod. Mozemy to
wyrazié, parafrazujac powiedzenie Kanta: Intuicje bez pojeé sg puste, po-
jecia bez intuicji sa §lepe.
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