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Na pograniczu logiki i matematyki*)
1‘

Logika matematyczna, podobnie jak wiele innych dyscyplin nauko-
wych, na przyklad typu fizyki teoretycznej, jest dziedzing zastosowan
metod matematyeznych, stosuje sie je przy tym do wyprowadzania wnio-
skow, lub — bardziej ogélnie — ,,praw my¢lenia”. Jednakze zwiazki pomie-
dzy logika i matematyka sa dwustronne, poniewaz jednym z gléwnych za-
dan logiki jest zabezpieczenie podstaw matematyki, czy tez dyskutowanie
jej zalozen, a wieec w pewnym sensie takze wlasnych zatozen. Logika na-
biera przez to okreslonych wlasnosei zwrotnych, co ma wazne konsekwencje.

Z pewnego punktu widzenia logika i matematyka w istocie pokrywaja
sig, wedlug innego wariantu tej samej opinii matematyka jest czedcia logiki.
Jednakze, dla celéw praktycznych, matematyke i logike mozna rozpatry-
wadé jako rézne, choé cze§ciowo pokrywajace sie dyscypliny. W artykule
tym rozpatrzymy pewne ich wzajemne relacje.

I

Powszechnie sadzi sie, ze jedna z wyrdzniajacych cech wspolczesne
matematyki jest jej wysoki stopienn ogélnosci, zwiazany z wprowadzeniem
znacznego stopnia abstrakeji. Jednakze zaréwno dazenie do wysokiego sto-
pnia abstrakeji, jak i pojawienie si¢ krytycznego stosunku do tej tendencji
nie sg czym§ nowym w historii matematyki. W 1857 roku K. Weierstrass
bronil nowoczesnych matematykéw tamtego czasu przed tymi, ktérzy
uwazali ,,abstrakejonistyczne sklonnoci” za calkowicie bezplodne.

Obecnie matematyk moze byé raczej zaskoczony wiadomoécia, ze ta-
kie dyskusje toczyly sie zaledwie okolo stu lat temu. Prace Weierstrassa
i jego wspolezesnych stanowia dla niego podstawe, na ktorej oparte zostaly
wspoélezesne ogdélne teorie. Przypomnijmy sobie, ze sto lat temu nowocze-
sne pojecie teorii aksjomatycznej zaczynalto sie dopiero rozwi.jaé. Teoria

¥) Przeklad artykulu Between Logic and Mathematics, ICSU Review of World
Science 6(1964), str. 218-224,
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mnogos$ci byla jeszeze w zarodku, a algebra i dnaliza koncentrowaly sie
prawie wylacznie na liczbach zespolonych i ich podsystemach. Pojawiaja-
ce sie zaczatki bardziej ogélnego podejécia nie umozliwialy podjecia
krytycznej dyskusji.

W kazdym razie nie ulega watpliwosei, ze tendencja matematyki do
uogdlniania i abstrakeyjnodei wzroslty ogromnie od czaséw Weierstrassa.
Przejawia si¢ to na wielu roznych odeinkach. Na przyklad, przy narodzinach
teorii mnogofci abstrakeja polegala na rozpatrywaniu wspélnych wlasnosei
zbioréw, czy tez rodzin przedmiotéw, przy pominieciu wlasnodei przedmio-
tow jako takich. W algebrze uczyniono wielki krok w momencie przesunie-
cia uwagi z konstrukeji tworzonych w obrebie liczb zespolonych, lub po-
wigzanych z nimi, na rozpatrywanie abstrakeyjnyeh struktur danych przez
okredlajace je systemy aksjomatéw (np. grupy, pierscienie, ciala) i ich wza-
jemnych relacji. Najnowsze badania, ktére rozwinely sie pod wpltywem to-
pologii algebraicznej, dotyczg klas (kategorii) struktur spemiajacych pewne
systemy aksjomatéw. Prowadzi to do jeszeze wyzszego stopnia abstrakeji,
poprzez rozpatrywanie wlasnosci przeksztatcenn pomiedzy strukturami na-
lezageymi do kategorii, bez odwolywania sie, o ile jest to mozliwe, do indy-
widualnych wlasnogei elementéw tych strulktur.

I

Pomijajac pionierskie prace Leibniza, rozwéj logiki matematycznej
nastapil w powyzej wspomnianym okresie. W poczatkowym etapie wiele
uwagi zwracano na analogie pomiedzy operacjami logicznymi i arytmetycz-
nymi. Uswiadomiono sobie bardzo bliskie zwigzki pomiedzy rachunkiem
zdan i algebry zbioréw. Przy koncu dziewietnastego wieku wysitki wielu
logikéw, wéréd ktérych wymienimy w szezeg6lnosei Peano i Schroedera,
doprowadzily do utworzenia formalnego jezyka, w ktérym mozna bylo wy-
razié duza cze§é¢ matematyki. Rozwinat sie takze rachunek zdai, lacznie
z aksjomatami logieznymi i regulami wnioskowania, chociaz nie osiagnat
jeszeze poziomu pdZniejszego.

W tym samym czasie rozw6j ogélnej teorii mnogodei doprowadzit do
trudnosci pojeciowych, co wskazato na potrzebe logicznej analizy przedmio-
tu. Wzmocnilo to wiezy pomiedzy logika i matematyka. Russel i Whitehead
w trzech tomach dziela pt. ,,Principia Mathematica’ jasno pokazali jak
mozna wylozyé teorie mnogosei i wprowadzié lieczby naturalne w ramach
logiki matematycznej. Ponadto przez wprowadzenie teorii typow umozli-
wili oni rozwigzanie pojeciowych trudnoéci, ktére powstaly w teorii
mnogosei. Kilka lat pézniej Hilbert, uzywajac podobnego, lecz w pewnym
sensie prostszego formalizmu, zapoczatkowal badania, ktérych celem bylo
ustalenie niesprzecznofeci arytmetyki. Jednakze, jak udowodnit to Godel
w roku 1931 — cel ten jest nieosiggalny. Oprécz innych wybitnych zalet,
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praca Godla dostarczyla impulsu dla rozwoju teorii funkeji rekurencyjnych.
Mimo ze teoria ta moze by¢ rozpatrywana jako galaZz arytmetyki, w dal-
szym ciggu badania na ten temat byly inspirowane przez logike. Doprowa-
dzilo to do naturalnego i zrozumialego wyjasnienia pojecia obliczalnosei.
Inne wyjasnienia tego pojecia okazaly sie réwnowazne z interpretacja uzys-
kang w teorii funkeji rekurencyjnych. Doprowadzilo to do wprowadzenia
' pojecia maszyn Turinga, klasy teoretycznych maszyn liczacych, ktore maja
szereg waznych wspélnych wiasnosei z dzisiejszymi maszynami eyfrowymi.
Istotnie, rozwéj techniki elektronicznych maszyn cyfrowych przebiegal pra-
wie rownolegle z rozwojem logicznej teorii obliczalnoSei, jakkolwiek nie jest
latwo oceni¢ w jakim stopniu rozwoéj jednej dziedziny wplywal na druga.

Pierwsza polowa dwudziestego wieku przyniosia takze stopniowg kry-
stalizacje ogélnego pojecia modelu (lub realizacji) zbioru aksjomatow. Kla-
syczna praca na ten temat zostala opublikowana w roku 1935 przez Tar-
skiego. Pojecie modelu dla pewnego zbioru aksjomatow jest istotnym skla-
dnikiem metody aksjomatycznej.

Na przyklad, niech H bedzie zbiorem aksjomatéow dla ciata. H moze
by¢é sformulowane za pomocs takich pojeé, jak relacja réwnofei i operacje
mnozenia i dodawania. Aksjomaty z H moéwig, Ze operacje te sg laczne,
przemienne i powiazane przez prawo rozdzielnosci. Ponadto istniejg ele-
menty neutralne wzgledem dodawania i mnozenia, takie ze a+0 = a
ia-1l = a dla kazdego a. Na koniec H zawiera aksjomaty, ktére méwig, ze
dla kazdego a istnieje element odwrotny wzgledem dodawania, —a, taki
ze ¢+ (—a) = 01 jezeli a # 0, to istnieje element odwrotny wzgledem mno-
zenia, a~, taki ze a-a~' = 1. Kazde cialo jest wtedy modelem dla H. A wiee
cialo liczb wymiernych, cialo liezb rzeczywistych i cialo liczb zespolonyech
sg modelami dla H. Dla dowolnej liczby pierwszej p, liczby calkowite
0,1,2,..., p—1 tworzg model dla H, jezeli zdefiniujemy jako wynik ope-
racji dodawania i mnozenia reszte po podzieleniu przez p liczby, ktéra
powstanie po wykonaniu dodawania czy mnozenia w zwykly sposob.
Sg to tak zwane ciala reszt modulo p. Dla danego p dodawanie w tym ciele
spelnia warunek, ze dla kazdego a, a+a-... +a = 0, jezeli a wystepuje
po lewej stronie p razy. Ciato o takiej wlasnofei nazywa sie cialem o cha-
rakterystyce p. Wszystkie inne ciala majg charakterystyke 0.

Uplynelo wiele lat zanim pojecie modelu zostato poddane analizie lo-
gicznej. Wydaje sie, ze nie bylo to spowodowane po prostu brakiem zro-
zumienia dla wazno$ci modeli. Wyniklo to raczej z tego, ze celem pierw-
szych logikéw bylo oparcie matematyki na systematycznym rozwoju je-
zykéw formalnych. Sgdzili oni stusznie, ze wyrazne powolywanie sie na
modele, a szczegblnie nieskolriczone, moze podwazyé ich pierwotny cel,
ktérym bylo catkowite zrozumienie przedmiotu badan. W tym samym
czasie znajdujemy pewne ukryte proby powolania si¢ na realizacje zdan
lub zbioréw zdan, na dlugo przed wyjasnieniem tych pojeé logicznych.
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Po zamieszezonym wyzej historyeznym szkicu opiszemy teraz pewne
nowsze badania, ze szczegélnym podkredleniem zastosowan logiki w mate-
matyce.

Oczywiste jest, ze matematyk w swej pracy stale stosuje prawa logiki.
Jednakze czyni to intuicyjnie i nie powoluje si¢ wyraznie na wykorzysty-
wane prawa, w przeciwienstwie do logika, ktéry wyraznie o nich méwi i do-
kiadnie je analizuje. Matematyk interesuje si¢ dowodami poszczegélnych
twierdzen lub poszezegélnymi strukturami, takimi jak eiato liczb wymier-
nych, lub tez wszystkimi strukturami, ktére spelniajg pewien zbiér aksjo-
matéw, jak np. cialami, ezy tez grupami. Z drugiej strony logicy rozpatru-
jac jezyki formalne moga skoncentrowaé swoja uwage na zdaniach, ktére
wyrazajg twierdzenia, a takze w sposéb bardziej abstrakeyjny moga rozpa-
trywaé wszystkie takie zdania, ktére maja pewna wspdlna formalng wia-
snofé, np. 83 wyrazone za pomocg pewnego szczeg6lnego formalizmu. Je-
dnym z najwazniejszych jezykow formalnych w logice jest jezyk rachunku
predykatow, ktory zawiera symbole dla okre§lonych indywidudéw, okreslo-
nych relacji i — ewentunalnie — operacji, dla sp6jnikéw zdaniotworezych
(i, lub, nie, implikuje) i dla kwantyfikatoréw (istnieje, dla kazdego) wzgle-
dem indywidu6w.

Majae wiec wyznaczong w ten sposéb pewna klase zdan mozemy sie
zapytaé, czy wszystkie zdania z okre§lonej klasy, ktére sa spelniane przez
pewna szczeg6lng strukture matematyczng lub zbiér struktur, sa roéwniez
spelnione przez jaka$ inng strukture lub zbiér struktur. Na przyklad, niech
K bedzie klasg wszystkich zdan sformulowanych w jezyku rachunku pre-
dykatow za pomoea pojeé relacji réwnogei i operaeji mnozenia i dodawania.
Mozna wtedy otrzymaé nastepujace wyniki:

A. Jezeli X jest zdaniem z klasy K, ktore jest spelnione przez wszy-
stkie ciala charakterystyki 0, to istnieje dodatnia liczba catkowita p,, taka
ze X jest spelnione przez wszystkie ciala charakterystyki p = p,;

B. Jezeli X jest zdaniem z klasy K, ktdre jest spelnione przez cialo
liczb zespolonych, to X jest spelnione przez wszystkie algebraicznie
domkniete ciala charakterystyki 0.

C. Jezeli X jest zdaniem z klasy K, ktore jest spelnione przez cialo
liczb rzeczywistych, to X jest spelnione przez wszystkie ciala rzeczywisto-
- domkniegte. .

C jest ,,produktem ubocznym” metody podanej przez Tarskiego,
ktora daje konkretny sposéb na stwierdzenie, czy zdanie z klasy K jest
spelnione przez ciato liezb rzeczywistych. W zasadzie mozliwe jest zapro-
gramowanie tej procedury na maszyny cyfrowe, lecz do tej pory nie zostato
to zrealizowane z powodu ograniczonej pojemno$ci pamieci w istniejacych
maszynach. Tak wiec istnieja problemy, ktére byly dyskutowane w lite-
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raturze i ktére mozna wyrazié zdaniami z klasy K, a ktore sq nierozwigzane.
Zauwazmy, ze wirod takich probleméw moze wyst¢powaé uporzadkowanie
ciata, poniewaz mozna to okreslié za pomocs operacji algebraicznych (a < b
wtedy i tylko wtedy, gdy b—a posiada w ciele pierwiastek kwadratowy).

B wynika bezpos§rednio z C. Jest to klasyczny wynik teorii ciat nzyska-
ny przez Steinitza. A mozna ndowodnié przez proste zastosowanie podsta-
wowych twierdzend rachunku predykatow.

B i C mozna rozpatrywaé takze w nieco inny sposéb. Bedziemy mé-
wili, ze zdanie X jest wyrazone w jezyku zbioru zdan H, gdzie do H nalezg
zdania wyrazone w jezyku rachunku predykatow, o ile kazdy symbol indy-
widudéw, relacji i operacji, ktéry wystepuje w zdaniu X, wystepuje w pe-
wnym zdaniu z H. Zbiér zdann H nazywamy zupelnym, jezeli kazde zdanie
z H, ktére jest wyrazone w jezyku H, jest spelnione przez wszystkie modele
dla H, albo przez zaden (tzn. ze negacja H jest spelmiona przez wszystkie
modele H). Pojecia ciala algebraicznie domknietego i ciala rzeczywisto-
-domknigtego moga by¢ wyrazone w jezyku rachunku predykatéw przez
zbiory aksjomatéw (tzn. zdan) nazwanych odpowiednio H 40 1 Hpe. Wthedy
wypowiedziane powyzej twierdzenia B i C méwia, ze H 40 1 Hro 83 zupelne.
Zbior aksjomatow dla pojecia ciata nie jest zupelny, poniewaz jezeli X jest
zdaniem, ktére méwi, ze ,kazde réwnanie kwadratowe ma pierwiastek”, to
X jest spelnione przez ciato liczb zespolonych, ale nie jest spelnione przez
cialo liczb rzeczywistych.

v

H 40 mozna w spos6b naturalny sformulowaé jako rozszerzenie zbioru
aksjomatow H 4 dla pojecia ciala charakterystyki 0. Dokladniej, H 4o mo-
zna otrzymad przez dodanie do H 4 ciagu zdan Y,,n = 2, 3,..., gdzie ¥,
moéwia, ze kazdy wielomian stopnia n posiada pierwiastek. A wige H 4 jest
podzbiorem H 40. Zakres pojecia ciala algebraicznie domknietego jest wez-
szy niz zakres pojecia ciala algebraicznego. Wyrazamy to méwige, ze ciala
algebraicznie domkniete tworza wlasciwg podklase klasy cial. Algebraik
moze scharakteryzowaé w sposéb nieformalny polozenie cial algebraicz-
nie domknietych, mowiae, ze dla rozwigzania dowolnego algebraicznego
problemu o parametrach z ciala M nalezy rozpatrywaé go w dowolnym al-
gebraicznie domknietym rozszerzeniu M (w szczegdlno§ei wystarczy roz-
patrzyé go w algebraicznym domknieciu ciala M).

Rozpatrzmy teraz jaki$ inny zbiér aksjomatéw H, wyrazonych w je-
zyku rachunku predykatéw. W szezeg6lnoéei, niech H bedzie zbiorem aks-
jomatéw dla pojecia ciala uporzadkowanego, zawierajacych pojecia réw-
nofei, dodawania, mnozenia i uporzadkowania. Mozemy sie wtedy zapyty-
waé, czy istnieje aksjomatycznie okre§lone pojecie, ktére w taki sposéb
odnosi si¢ do pojecia ciala uporzadkowanego, w jaki pojecie ciala algebra-
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icznie domknietego odnosi sie do pojecia ciala. Innymi stowy, czy istnieje
zbiér aksjomatow H', powiazany w podobny sposéb ze zbiorem H, jak H 4o
jest powiazane z H 4. Okazuje sie, ze mozliwe jest postawienie tego pytania
w sposdob bardziej ogélny przez zdefiniowanie metamatematyecznej funkeji #
dla szerokiej klasy zbioréw aksjomatéow. Funkeja ta przeksztatca zbiér ak-
sjomatéw H w zbiér aksjomatéw H', tak ze H' = F(H) — zwany uzupel-
nieniem modelowym H (model-completion of H) — jest rozszerzeniem H,
i ponadto H o = F(H ). Jezeli H jest zbiorem aksjomatéw dla ciala upo-
rzadkowanego, to okazuje sie, ze F(H) jest zbiorem aksjomatow dla ciata
rzeczywisto-domknigtego. Takze w innych przypadkach pojecie dane przez
F(H) okazuje sie interesujgce, chociaz nie bylo uprzednio zdefiniowane.
Jezeli, na przyklad, H jest zbiorem aksjomatéw dla ciala charakterysty-
ki 0 z r6zniczkowaniem, to H nalezy do dziedziny F' i kazdy model dla F(H)
moze byé odpowiednio nazwany cialem rdéniczkowo-domknietym. Nie
wchodzae blizej w szezeglly pojecia uzupelnienia modelowego wazne
jest podkredlenie jego istotnie metamatematycznego charaktern. Zalezy
ono wyraznie od zbioru aksjomatéw (lub tez, alternatywnie, od klasy
struktur, ktére sg dla tego zbioru modelami).

Istnieje wiele réznych sposobéw wyrazania idei abstrakeji calkowicie
réznych swym charakterem. Jak juz wspomniano, proces abstrakeji, ktory
w nowoczesnej algebrze skoncentrowat si¢ na pojecin struktury, przeszed!
przez wiele etapow, podezas ktorych przybierat rézny charakter. Rowniez
dla logika wazne jest pojecie struktury matematycznej, lecz abstrahuje
on ponadto od poszezegdélnych zdan, ktére wystepuja przy konwencjonal-
nym podejsciu, przy czym gléwnym obiektem swoich zainteresowan czyni
cale klasy zdan. Wywoluje to dalszy proces abstrakeji, poniewaz nieskori-
czona rodzina zdan nie jest bardziej realna niz nieskoriczona klasa elemen-
tow, ktore tworzg strukture. Jednakze, w zaleznoéci od swych filozoficz-
nych pogladéw, logik moze uwazaé poszezegélne zdanie za co$ bardziej
realnego od pojedynczej struktury. Z drugiej strony jest prawda, ze bez-
posrednia i latwa metoda, przy pomocy ktérej rozpatrywano zbiory zdan,
doprowadzila do uezucia niepewnofci wéréd matematykoéw usitujacych byé
platoniskimi realistami w kwestii istnienia struktur matematycznych, lecz
nie rozpatrujacych zagadnienia istnienia nieskornczonych klas zdan.

VI

Wyniki wspomniane wyzej w IV i V majg , konkretne” zastosowania,
to znaczy ze mogg by¢ uzyte do dowodzenia nietrywialnych twierdzen al-
gebry. Na przyklad, istnieje pewne twierdzenie algebraiczne o zwigzkach
pomiedzy rozkladalno$ciag wielomianu a jego rozkladalnodcia modulo
lieczba pierwsza p; twierdzenie to mozna traktowaé jako zastosowanie A
(zob. 1V). Wéréd innych zagadnien, teoria dodatnio okre§lonych funkeji
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wymiernych, ktéra prowadzi do rozwigzania siedemnastego problemu
Hilberta (po raz pierwszy danego przez Artina), moze byé rozwijana
w oparciu o wyniki opisane powyzej. Co wigcej, istnienie pewnych
ograniczen na ilo§é kwadratéw wystepujacych w przedstawieniu funkeji
dodatnio okre§lonej zostalo uzyskane po raz pierwszy wlasnie tymi
metodami.

GalgZz matematyki, ktéra bada zaleznofei pomiedzy zdaniami (zbio-
rami zdan) w danym jezyku formalnym a zbiorami (klasami, czy tez rozma-
ito§ciami) modeli znana jest pod nazwg teorii modeli (). Kierunek badan
w tej dziedzinie, o ktérym jeszeze nie wspomniano, dotyeczy formalnych
wlagciwosei zdan i teoriomnogogciowych wilasnogdei rozmaitosei ich modeli.
Na przyklad wykazano, ze jezeli zdanie X jest takie, iz kazdy niepusty pod-
zbiér dowolnego modelu dla X jest modelem dla X, to X jest logicznie ro6-
wnowazne zdaniu ogélnemu w postaci normalnej, tzn. zdaniu, w ktérym
nie wystepuje zaden kwantyfikator egzystencjalny i kwantyfikatory po-
przedzaja spéjniki logiczne. Wybitnym wynikiem uzyskanym w tym kie-
runku badan jest, dokonana przez Lyndona, charakteryzacja zdan takich,
ze wraz z kazdym modelem M dla X wszystkie homomorficzne obrazy M
$9 modelami dla X. Takze w teorii modeli dla innych jezykéw formalnych
(jezyk6éw wyzszego rzedu czy tez jezykéw, w ktérych zdania moga mieé
nieskoneczong dhugoéé), ktére nie sy tak rozwiniete, jak teoria modeli dla
jezyka rachunku predykatéw, uzyskano wiele interesujagcych wynikow.

Jeszeze innym kierunkiem jest poszukiwanie specjalnych metod dla
konstrukeji modeli. Wymienmy wéréd nich w szezegdélnosei metode ultra-
produktow. Nie bedziemy wchodzié teraz w szezegoly dotyezace tego te-
matu, lecz powiemy kilka sléw o niestandardowej arytmetyce i o jeszcze
nowszym przedmiocie — niestandardowej analizie.

Niech K bedzie zbiorem wszystkich zdan w jezyku rachunku predy-
katow, ktére mozna sformulowaé uzywajac pojeé roéwnosei, dodawania oraz
mnozenia, i ktére sg spelnione w systemie liczb naturalnych N. Jak zo-
stalo pokazane w 1934 r. przez Skolema, istnieje rozszerzenie wlasciwe N,
w ktérym sa spelnione wszystkie zdania ze zbioru K. Jest to tak zwany
niestandardowy model arytmetyki. Przyczyny wprowadzenia tego modeln
zwigzane byly z zagadnieniami filozoficznymi. Skolem cheiat podkresli¢ to,
ze liczby naturalne nie daja sie scharakteryzowaé w jezyku formalnym.

Analiza niestandardowa polega na zastosowaniu podobnych idei w in-
nych dziedzinach matematyki. W szezegélnogei mozna wykazaé, ze ciato

(*) Do pionieréw z zakresu teorii modeli naleza A. I. Malcew, A. Tarski, J. Lo§
i L. Henkin. Szczegbly tej teorii, wlacznie z pojeciami rozpatrywanymi powyizej, czy-
telnik moze znaleZé w pracy A. Robinsona, Introduction to Model Theory and to Mela-
mathematics of Algebra, Studies in Logic and the Foundations of Mathematics, Amster-
dam 1963. O zastosowaniu teorii dowodu do konkretnych probleméw matematyecz-
nych zob. prace G. Kreisela.
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liczb rzeczywistych R posiada rozszerzenia wiladciwe, ktére, przy bardzo
bogatym slowniku, mogacym zawieraé dowolng liezbe funkeji i relacji z R,
spelnia te same zdania co R. Niech R’ bedzie jednym z takich rozszerzen
(zwanych niestandardowymi modelami analizy). B’ musi byé niearchimede-
sowskie, poniewaz jest rozszerzeniem wladciwym ciata liczb rzeczywistych
R. Okazuje sie, ze R’ daje dostateczna podstawe do rozwijania rachunku
rézniczkowego i catkowego w sensie nieskoriczenie matych, podobnie jak to
czynil Leibniz. Sama metoda prowadzi o wiele dalej i moze byé uzyta
w topologii, w teorii funkeji analityeznych i analizie funkejonalnej.
Niedawno za pomoca analizy niestandardowej zostal rozwigzany po raz
pierwszy problem podprzestrzeni niezmienniczych przestrzeni Hilberta(?).

Przy rozpatrywaniu zaréwno arytmetyki niestandardowej, jak i ana-
lizy niestandardowej, opieramy sie na istnieniu pewnego ,,intencjonalnego”
modelu (liczby naturalne lub liczby rzeczywiste), o ktérym przypuszezamy,
ze jest kategoryczny, nawet gdyby nie musial byé wyznaczony jednozna-
cznie przez swoje wlasnoei ustanowione w jezyku formalnym. Wybitny
wynik otrzymany niedawno przez P. J. Cohena, dotyczacy niezaleznofei
hipotezy continuum i niezaleznoéci pewnika wyboru(3), takze opiera sie na
istnieniu intencjonalnych klas obiektéw (np. ,,faktycznych” zbioréw i liczb
porzgdkowych, ktére sg ,,prawdziwymi’” liczbami porzadkowymi). Byé
moze poglebienie zrozumienia tych pojeé umozliwi postep na odeinku filo-
zofieznych aspektéw logiki i matematyki, ktére w ciagu ostatnich lat po-
zostawaly w cieniu osiaggnieé technicznych, w rodzaju opisanych powyzej.

(*) Problem No. 9 w pracy P. R. Halmosa, A glimpse into Hilbert space, Lectures
on Modern Mathematies, wyd. T. L. Saaty, t. 1, New York 1963, str. 1-22.

(?) Zob. P. J. Cohen, The independence of the Continuum Hypothesis, Proe. Nat.
Acad. Sei. USA, 50(1963), str. 1143-1148; 51(1964), str. 105-110.
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