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Zadania

Gwiazdka * oznaczane sa te zadania, ktérych rozwiazanie nie jest znane auto-

_rowi ani redakeji, albo znane jest tylko rozwiazanie czesciowe. Wszelky korespondencije

dotyczaca zadan (rozwigzania zadan, uwagi o zadaniach, nowe zadania itp.) nalezy
nadsylaé pod adresem: Andrzej Lelek, Instytut Matematyezny Polskiej Akademii
Nauk, Warszawa 1, Skrytka Pocztowa 137. Ciekawsze rozwigzania beda publikowane.

121 *, Przez graf wielo$cienny bedziemy rozumieli graf zlozony z wierz-
cholkéow i krawedzi wieloScianu wypuklego w przestrzeni euklidesowej
3-wymiarowej. Niech d, i r, oznaczaja odpowiednio najwickszg $rednice
i najwigkszy promien (!) graféw wielo§ciennych n-wierzcholkowyceh. Udo-

wodnié, Ze
n+1
- _[ 3 ]
dla n > 4, oraz ze
n-+t+4
st [ 1 ]
dla n > 6, gdzie [#] oznacza cze§é calkowity liczby «. Jaki jest wzoér na

liczbe r, ¢ Znaleié wszystkie grafy wielo§cienne n - wierzchotkowe o érednicy
réwnej d, i wszystkie grafy wielo§cienne n-wierzcholkowe o promieniu
réwnym 7,.

E. Jucovié (PreSov) i J. W. Moon (Londyn)

122*, Niech bedzie dany graf (X, @), gdzie X jest dowolnym zbiorem,
a @ jest rodzing podzbioréw 2-elementowych zbioru X. Mowimy, ze zbiér
Y < X ma wlasno$¢ (S), jezeli istnieje funkeja f: X — Y taka, ze warunek
{=, '}eG pociaga za sobg nieréwnos$ci z # f(2’) # f(x). Czy mozna bez
pewnika wyboru udowodnié, ze dla kazdego grafu (X, @) istnicje wérod
podzbioréw zbioru X, majacych wiasno§é (S), zbiér najmniejszy ze wzgle-
du na relacje zawierania lub zbiér o mocy najmniejszej ?

8. Fajtlowicz (Wrocltaw)

(*) C. Berge, Théorie des graphes et ses applications, Paris 1958,

Roczniki PTM — Wiadomosci Matematyczne IX 7
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123, Niech (X, R) bedzie grafem, tj. R < X X X, takim ze dla dowolne-
go elementu zeX istnieje tylko skonczenie wiele elementéw y X spelnia-
jacych relacje 2Ry oraz dla ustalonego elementu a,¢X i dowolnej liczby
catkowitej n > 2 istnieje ciag elementéw a, = @y, @5, ..., T,eX spekiaja-
cych nieré6wnofei @y # @p_, # @, 1 relacje x_Rap (E =1, ...,n—1).
Dowie§é, ze wtedy istnieje ciag nieskonczony elementéow a,e¢X takich,
e Gy # Qy_y F Auyia, Ra, (n =1, 2, ...). Jedli przy tym wyrazy ciggow
skoniczonych (zy, @y, ..., ¥,) 8 r0Zne, to cigg nieskonezony (a,, a,, @3, ...)
mozna wybraé tak, zeby jego wyrazy tez byly rozne.

W. Holsztyiiski (Warszawa)

124. Dowie§é, zZe istnieje przestrzen topologiczna zwarta i doskonale
normalna (tj. taka, ze wszystkie podzbiory domkniete sg zbiorami G, (?)
w tej przestrzeni), ktéra nie zawiera zadnej nieprzeliczalnej podprzestrzeni
metryzowalnej.

W. Holsztyiski (Warszawa)

125. Oznaczmy przez 2% przestrzen wszystkich podzbioréw domknie-
tych, ograniczonych i niepustych przestrzeni metrycznej X, zmetryzowana
przez zwykly odleglosé (Hausdorffa) miedzy zbiorami(?). Udowodnié, ze na
to, aby przestrzen 2% byla oérodkowa, potrzeba i wystarcza, aby kazdy
ograniczony podzbiér przestrzeni X byl calkowicie ograniczony.

W. Holsztynski (Warszawa)

126. Czy przestrzenie 2F i 29 gdzie Q oznacza (°) przedzial otwarty
na linii prostej P, sa homeomorficzne ?

W. Holsztyiski (Warszawa)

127*, Niech A bedzie podzbiorem ograniczonym przestrzeni metrycz-
nej X z metryka p. Oznaczmy przez 8,(A4) zbior punktéw ze X takich, ze
dla kazdego aeA zachodzi nieré6wnos$é po(a, #) < 4d, gdzie d jest éredmcae
zbioru A. Zbiér 8, (A) okre§lamy (*) rekurencyjnie wzorem

8a(4) = 81 (8a_1(4)),

(3) K. Kuratowski, Wstep do teorii mnogoéci i topologii, Warszawa 1962.

(}) Zob. zadanie 125.

() Konstrukeja taka dla przestrzeni Banacha znajduje si¢ w pracy: 8. Mazur
et 8. Ulam, Sur les transformations tsométriques d'espaces vectoriels normés, C. R.
Acad. Bei., Paris 194 (1932), str. 946-948.
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dla » = 2, 3, ... Przestrzeni metryezna X nazwiemy centralng, jezeli dla
dowolnej pary punktéw a, beX istnieje punkt s(a, b) nalezgcy do wszyst-
kich zbioréw S, ({a, b}), » = 1, 2, ... Udowodnié, ze jesli przestrzeri metry-
czna X jest zwarta i centralna, to odwzorowanie s: X x X — X jest ciggle.

W. Holsztyniski (Warszawa)

128. Zbudowaé przestrzen metryczng, lokalnie zwarta i wypukly
(tj. taka, ze dowolng pare jej punktéw mozna polgczyé obrazem izo-
metryeznym odcinka prostoliniowego), ktérej nzupemmienie nie jest lokal-
nie zwarte.
C. Ryll- Nardzewski (Wroclaw)

129 *, Znalezé punkty a, b, ¢ nie lezace na jednej prostej oraz powier-
chnie P o tej wlasnosei, Zeby P byla homeomorficzna, ale nie izometryczna
ze sfera oraz zeby w kazdej orientacji mozna bylo powierzchnie P przesu-
naé¢ w polozenie, w ktérym wszystkie punkty a, b, ¢ znajda si¢ na niej.
Czy istnieje wypukla powierzchnia P o Zadanej wlasnogei ?

C. Ryll- Nardzewski i H. Steinhaus (Wroclaw)

130. Mamy na plaszezyznie nieskonezony, zbiezny cigg punktéw
Piy Poy ... OTazZ zbiér Z o mierze plaskiej dodatniej. Dowie§é, ze mozna
zbiér Z przesunaé w polozenie, w ktérym bedzie on zawieral nieskonczenie
wiele spoéréd punktéw py, ps, ...

C. Ryll- Nardzewski i H. Steinhaus (Wroctaw)

131*, Niech J i J' bedg krzywymi zamknietymi zwyczajnymi na pla-
szezyznie i niech przeksztalcenie f ciggle i wzajemnie jednoznaczne przepro-
wadza J w J' tak, ze dla kazdej pary punktéw p, geJ zachodzi nieréwnosé

lp—ql < If(p)=f(@I-

Czy z tego wynika, Ze obszar objety przez J jest mniejszy od obszaru
objetego przez J' (wielko§é obszaru oznacza jego miara plaska Lebesgue’a) ?

H. Steinhaus (Wroclaw)
c

132*, Czy w dowolnym tréjkacie ostrokatnym
lezy zawsze taki punkt S, ze prostopadie Sa, Sb, Sc
dziela pole A BC na 3 réwne pola ?

H. Steinhaus (Wroclaw) . A C B
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133*, Czy istnieje taki ciag liczb naturalnych @, < a, < ..., zeby
bylo
| VatVatv ... = V=t

H. Steinhaus (Wroclaw)

134 *. Czy mozna wewnatrz sze§cianu o krawedzi 1 umieécié¢ 8 punk-
téw tak, zeby wszystkie ich wzajemne odleglodci byly wieksze od 1% Czy
mozna umiecié tak 9 punktow ?

H. Steinhaus (Wroclaw)

135* W kole o promieniu 1 umieszczono 10 punktéw tak, Zeby naj-
mniejsza odleglo§é wzajemna byla maksimum. Jaka jest ta odleglo$é?

H. Steinhaus (Wroctaw)

136*. Oznaczmy przez f(n), dla n = 4, 5, ..., najwiekszg z liczb cal-
kowitych m takich, ze dowolny uklad » punktéw na plaszczyZnie, nie le-
zgeych na jednym kole, wyznacza co najmniej m kél (tj. mamy m réznych
kél, z ktérych kazde przechodzi przez co najmniej 3 punkty ukladu). Po-
daé wzér na funkcje f(n) lub oszacowaé ja z géry i z dohu.

P. Erdés (Budapeszt)

137*. Niech p, p, ... bedzie ciggiem wszystkich liczb pierwszych,
uporzadkowanym wedlug wielkofci. Oznaczmy przez ¢(j, ») liczbe liczb
catlkowitych m z przedzialu 1 < m < n, ktére s wielokrotno$ciami co naj-
mniej jednej spofréd liczb p,, ..., ps. Czy jest prawda, ze jezeli

1<, <.ee <<, gf,n)<k

83 liczbami calkkowitymi, to istnieje co najmniej j41 liczb a; (1 <7 < k)
parami wzglednie pierwszych %

P, Erdés (Budapeszt)

138*, Niech X bedzie zbiorem skoficzonym (3n-2)-elementowym.
Czy w kazdym ukladzie, zawierajagcym co najmniej

& (342
o=, 307
(‘n) f-;-;l J
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podzbioréw zbioru X, istnieja 3 podzbiory parami rozlgcezne ¥ Dowiesé, ze
dla ukladéw, zlozonych z mniej niz h(n) podzbioréw, jest to falszywe.

P. Erdos (Budapeszt)

139. Czy suma dowolnej rodziny podzbioréw wypuklych przestrzeni
euklidesowej n-wymiarowej, majacych punkt wspélny, jest przestrzenis
jednosprzeglta (%) ?

A. Lelek (Wroclaw)

140*. Znalezé podziat symplicjalny P(4™) sympleksu »-wymiarowego
4" (n = 1,2, ...) taki, zeby P(4") byt

1° symplicjalnie adekwatny, tj. aby dla kazdej §ciany (n—1)- wymia-
rowej A™' sympleksu 4™ zbiory postaci A~4""', gdzie 4 jest symple-
ksem podziatu P(4"), tworzyly podziat P(4™'),

2° potencjalnie drobny, tj. aby $rednica najwiekszego sympleksu
m-krotnego podziatu P™(A4") zmierzala do zera przy m dazacym do nie-
gkonczonosci,

3° pokryciowo ograniczony, tj. aby istniala liczba &k = k(n) nieza-
lezra od m i taka, ze dla kazdego m = 1, 2, ... dowolny punkt sympleksu
4™ nalezy do co najwyzej k spoéréd symplekséw podziatu P™(A4").

Podzial barycentryczny spelnia warunki 1° i 2°, ale nie spelnia warun-
ku 3°

A. Lelek (Wroclaw)

Rozwiazanie zadania

51* Niech [ i g bedq wielomianami k emiennych, preyjmujgeymi wartofei calkowite
dla argumentéw calkowitych. Czy jesli dla kaidego ukladu liezb calkowitych ny, ..., ng
liczba g(ny, ..., nk) jest wielokrotnodeciq liczby f(na, ..., nk), to wielomian g jest podziel-
ny preez wielomian f?

A. Mqgkowski (Warszawa)

Udowodnimy Ze odpowiedZ jest twierdzaca. Zauwaimy przede wszystkim, ze
oba wielomiany f i ¢ muszg mieé wapélezynniki wymierne.

LeMaT 1. Jezeli f(wi, ..., xk) i g(x1, ..., k) 8G wielomianami o wspéblezynnikach
wymiernych oraz wielomian f jest wzgledem zmiennej x¢ stopnia dodatniego, lo isiniejg
wielomiany F (%541, ..., 2k), G(®1, ..., 2k) 2 R(21, ..., Zk) 0 wspdlczynnikach calkowitych
takie, ze
(1) Fg =fG+R

oraz stopiert wielomianu R wezgledem zmiennej x; jest misszy mis stopier wielomianu f
wzgledem tej zmiennej.
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