\ Zadania f wmplgh

podzbioréw zbioru X, istnieja 3 podzbiory parami rozlgcezne ¥ Dowiesé, ze
dla ukladéw, zlozonych z mniej niz h(n) podzbioréw, jest to falszywe.

P. Erdos (Budapeszt)

139. Czy suma dowolnej rodziny podzbioréw wypuklych przestrzeni
euklidesowej n-wymiarowej, majacych punkt wspélny, jest przestrzenis
jednosprzeglta (%) ?

A. Lelek (Wroclaw)

140*. Znalezé podziat symplicjalny P(4™) sympleksu »-wymiarowego
4" (n = 1,2, ...) taki, zeby P(4") byt

1° symplicjalnie adekwatny, tj. aby dla kazdej §ciany (n—1)- wymia-
rowej A™' sympleksu 4™ zbiory postaci A~4""', gdzie 4 jest symple-
ksem podziatu P(4"), tworzyly podziat P(4™'),

2° potencjalnie drobny, tj. aby $rednica najwiekszego sympleksu
m-krotnego podziatu P™(A4") zmierzala do zera przy m dazacym do nie-
gkonczonosci,

3° pokryciowo ograniczony, tj. aby istniala liczba &k = k(n) nieza-
lezra od m i taka, ze dla kazdego m = 1, 2, ... dowolny punkt sympleksu
4™ nalezy do co najwyzej k spoéréd symplekséw podziatu P™(A4").

Podzial barycentryczny spelnia warunki 1° i 2°, ale nie spelnia warun-
ku 3°

A. Lelek (Wroclaw)

Rozwiazanie zadania

51* Niech [ i g bedq wielomianami k emiennych, preyjmujgeymi wartofei calkowite
dla argumentéw calkowitych. Czy jesli dla kaidego ukladu liezb calkowitych ny, ..., ng
liczba g(ny, ..., nk) jest wielokrotnodeciq liczby f(na, ..., nk), to wielomian g jest podziel-
ny preez wielomian f?

A. Mqgkowski (Warszawa)

Udowodnimy Ze odpowiedZ jest twierdzaca. Zauwaimy przede wszystkim, ze
oba wielomiany f i ¢ muszg mieé wapélezynniki wymierne.

LeMaT 1. Jezeli f(wi, ..., xk) i g(x1, ..., k) 8G wielomianami o wspéblezynnikach
wymiernych oraz wielomian f jest wzgledem zmiennej x¢ stopnia dodatniego, lo isiniejg
wielomiany F (%541, ..., 2k), G(®1, ..., 2k) 2 R(21, ..., Zk) 0 wspdlczynnikach calkowitych
takie, ze
(1) Fg =fG+R

oraz stopiert wielomianu R wezgledem zmiennej x; jest misszy mis stopier wielomianu f
wzgledem tej zmiennej.
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Dowdd lematu 1 dla ¢ = 1 znajduje sie w podreczniku Sierpinskiego (°) na str. 139,
140. Dla dowolnego i rozumowanie jest identyczne.

Lemar 2. Jezeli f(%i,...,%k) ¢ g(®1, ..., 2k) sq wielomianami przyjmujgeymi
wartoéei calkowite dla argumentéw calkowitych, wielomian f jest wzgledem zmiennej x;
stopnia dodalniego oraz dla kaidego ukladu liczb calkowitych ni, ..., nk liezba f(ni, ..., nk)
dzieli liczbe g(ny, ..., nK), to istniejq wielomiany F (xir1, ..., xk) ¢ G(21, ..., Tk) 0 WsPIl-
czynnikach calkowitych takie, se Fg = fG.

Dowé6d lematu 2. Jak juz zauwazyliémy, wielomiany fi ¢ musza mieé wspél-
czynniki wymierne. WeZmy wielomiany F, G i R zgodnie z lematem 1. Wprowadzajac
rozwinieecia

@iy oeny @) = At(Big1, ..., 2R) T+ o0 +A0(@is1) .nes TR),
R{zl’ ey xk} — Bs(ﬁ}_, ceny BE_1 s Tifls vory xk)wz“l" ---+BO($1- cens BEa1, Bifly ovey wk)’

mamy 0 < s < !. Gdyby wielomian B nie byl tozsamoSciowo réwny zeru, to samo
dotyczyloby wielomianu A4 Bs, a wiec mogliby$my znalezé liczby calkowite ny, ..., ni—1,
Niy1, ..., Nk takie, Ze

(2) Ag(Mig1s ooey M) Bs(Mrgeeeny Mio1, Nig1, .00y mE) # 0.
Oznaczajae
S(x) = BNy, ooiy Wi, & Mig1s o020y Nk,
T(2) = f(z, nig1, ..., 7k),

dostalibySmy wobec (1), Ze dla kazdej liczby calkowitej n liczba T'(n) dzieli liczbe 8 (n),
skad |T(n)| < |S(n)| dla dostatecznie duzych n, na mocy (2). Jednakie nierdwnosdé
s < t pociaga nieréwno&é |S(n)| < |T(n)| dla dostatecznie duzych =, na mocy (2).
Otrzymana sprzecznodé dowodzi, ze wielomian R jest tozsamofciowo réwny zeru,
a zatem wobec (1) wielomiany F i G spelniaja teze lematu 2.

Niech teraz wielomiany fi g spelniajg zalozenia zadania. Kolejno stosujac lemat 2,
dostajemy.w rezultacie ciag réwnosei
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gdzie fjy1 jest wielomianem mniejszej ilosci zmiennych niz wielomian f;. W ten
sposéb otrzymamy rownosé

L

9=fﬁ,

gdzie _._f:-_k_ jest wielomianem.
3

W. Narkiewiecz (Wroctaw)

(%) W. Sierpinski, Zasady algebry wyzszej, Warszawa - Wroclaw 1951.



