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z zalozenia, ze podrecznik K. Borsuka i W, Szmielew jest za trudny i postanowil dac¢
do rgk nauezyecieli co$ latwiejszego. Nie wnikajac w to, czy takie zaloZenie bylo
w ogéle stuszne i celowe musze stwierdzié, ze wytknietego celu Autor w omawianej
ksiazeczce nie osiagnal. Obok pewnych oryginalnych ujeé ksiazka ma przede wszyst-
kim ten zasadniczy brak, ze przy pozorach duzej Scisloéci precyzowania pojeé i wysla-
wiania twierdzen przemyeca duzo faktéw niezdefiniowanych nalezycie. O wiele lepsza
bylaby metoda nietuszowania trudnoéei, lecz wiaénie ich akcentowania i ewentual-
nego odsylania czytelnika do innych dziel. Ksigzka ma réwniez pewne luki (brak np.
ogblnych twierdzen o rozkladzie dowolnej izometrii na pewne izometrie szczegdlnych
typéw, czego nie powinno bylo zabraknaé, choéby ze wzgledu na sam tytul ksiazeczki).

Sama redakecja tekstu wykazuje wreszcie pewne usterki wynikajace chyba z po-
&piechu.

Mimo wytknietych brakéw ksigzeczka moze okazaé sie w reku wielu nauczycieli
duzga pomocy i rozszerzeniem horyzontéw, przynajmniej w pierwszym okresie po refor-
mie programéw geometrii w szkolach Srednich.

Stanislaw Golgb

Witold Janowski, Pawel Wiatrowski, Rachunek rééniczkowy i cal-
kowy, Biblioteczka Nauczyciela Matematyki, t.4, Panstwowe Zaklady
Wydawnictw Szkolnych, Warszawa 1964, str. 272,

Szkolnictwo podstawowe i §rednie w Polsce przezywa obecnie reforme, ktora
na odeinku matematyki objawia si¢ wprowadzaniem na obu szezeblach nauczania ele-
mentéw tradycyjnej matematyki wyiszej oraz elementéw matematyki wspoélezesne;j.
W szczegdlnoéei do programéw matematyki w liceach ogélnoksztaleacych wrocily ele-
menty rachunku réiniczkowego i catkowego. Wymaga to przygotowania nowych pod-
recznikéw szkolnych i, wykraezajacych nieco poza program, ksiazek przeznaczonych dla
ucznia i dla nauczyciela. Do tej ostatniej grupy nalezy recenzowana ksigzka. Wprawdzie
autorzy w przedmowie twierdza ,,Ksigzka niniejsza jest przeznaczona w zasadzie dla
nauczycieli matematyki w klasach licealnych...”, jednakze wydaje sie, ze gléwnymi
jej odbiorcami, oczywiscie za posrednictwem nauczycieli, beda ci uczniowie licedw, kto-
rych zainteresuje poszerzenie elementéw rachunku rézniczkowego i catkowego, przewi-
dzianych programem szkolnym. Dla nauczycieli- matematykéw z wyzszym wyksztal-
ceniem z tego zakresn, ksiazka nie zawiera bowiem ani nieznanych im wiadomosei, ani
tez uklad jej tresci i metody w niej stosowane nie odbiegaja od tradycyjnych. Czesé I
ksigzki zawiera bowiem wiadomogei o funkejach, granicach i ciaglodei funkeji, pojecie
pochodnej oraz rézniezki i podstawowe twierdzenia rachunku rézniczkowego, zastoso-
wanie rachunku rézniczkowego do badania przebiegu funkeji oraz do przyblizonego
rozwigzywania réwnan. Czesé II obejmuje wiadomosei o calce nieoznaczonej, o calce
Riemanna i zastosowanie rachunkn calkowego do obliczania pél wycinkéw, dlugodei
lukéw, pol i objetosei bryl obrotowych. Na podkreslenie zastuguje szeroko rozbudowa-
ne i podbudowane przykladami i éwiczeniami zastosowanie rachunku rézniczkowego
do przyblizonego rozwiazywania réwnafi. Uwzgledniono tez wiele latwo dostepnych
zastosowan metod rachunku rézniczkowego i catkowego w fizyce. Cwiczenia z odpo-
wiedziami (200) ulatwig czytelnikowi-uezniowi kontrole nalezytego zrozumienia tekstu
i opanowania podstawowych metod rachunkowych tego dzialu matematyki. Szkoda
tylko, ze autorzy w doborze éwiczen nie uwzglednili strony pojeciowej (zwiazki miedzy
pojeciami, dowody prostych twierdzen), a ograniczyli si¢ jedynie do zagadnien rachun-
kowych, wprawdzie tez waznych, ale latwiejszych, jak uczy doswiadezenie, nawet dla
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studentéw. Nie zapominajmy bowiem o tym, ze naleiyte i wszechstronne uwypu-
klenie strony pojeciowej decyduje o ksztaleceniu mysSlenia przez matematyke.

Przejde obecnie do krytycznych uwag szezegotowych. Jest ich wiele (niemal kazda
strona ksiazki nasuwa pewne uwagi) i dlatego ogranicze sie do najwazniejszych. Jedne
z nich maja charakter zasadniczych zarzutéw merytoryeznych, drugie metodycznych,
inne wreszcie stanowig luzne uwagi recenzenta lub sa wynikiem pomylek drukarskich
w recenzowanej ksiaice.

Przy definiowaniu kresu dolnego i gornego zbioru liczb (str. 6-7) nie uwypuklono,
7e nie kazdy zbiér musi posiadaé te kresy. Uwzgledniajac postulat unowocze$nienia
matematyki w szkole warto by przy definiowaniu funkeji (str. 7) podaé ogélng definicje
funkeji jako relacji dwueczlonowej jednoznacznej. Przy definiowaniu ciagu harmonieczne-
go (str. 8) az sie prosi wyjasnienie skad pochodzi jego nazwa. Pewne watpliwogei recen-
zenta budzi graficzne podawanie funkeji (str. 10). ZaloZenia dotyczace sensownoéci
zlozenia dwu funkeji (str. 14) podano niejasno. Nieistnienie funkeji odwrotnej do funk-
cji #? (str. 16) nie jest spowodowane brakiem monotonicznoéei (ta ostatnia jest bowiem
tylko warunkiem dostatecznym odwracalnoseci), ale brakiem rdéznowartosciowosei.
Wprawdzie dla funkeji ciaglej w przedziale oba warunki sa réwnowazne, ale autorzy
ni¢ o tym nie wspominaja, co moze w konsekwencji wywolaé u czytelnika niewladciwe
skojarzenia. Wyprowadzenie wzoru na sume arcsin i arccos (str. 18) ma luke, bowiem
zwiazki # = arcsiny i y = sinz nie sa réwnowazne. Zdanie czwarte na str. 19 powinno
nastepowaé bezpoérednio po pierwszym. Nie wyjaéniono, co oznacza symbol =, a moga
tu byé watpliwosei, np. w przykladzie 2 na str. 21 (lewa strona ma sens dla z = 3, a pra-
wa nie). Przy rozkladzie funkeji wymiernej na utamki proste (str. 22) brak zalozenia, ze
ezynniki kwadratowe w mianowniku maja byé nierozkladalne, co powoduje, ze przykla-
dy w dalszym ciggu podawane moga byé niejasne. Funkeje wykladnicza nalezaloby
(szczegdlnie dla wykladnika niewymiernego) zdefiniowaé dokladnie po wprowadzeniu
pojecia przejscia granicznego, a nie na str. 26. Czesé tytulu § 4 (Dzialania na granicach
— str. 27) nie jest szczedliwa, nie chodzi tu bowiem o dzialania na granicach, leecz o za-
gadnienie zupelnie inne. Cala interpretacja geometryczna granicy funkeji jest co
najmniej niedokladna (sugestia rysunku), a zdanie w nawiasach na str. 28 jest wrecz
falszywe. Czesto mylony jest termin ,,otoczenie’’ z terminem ,,sasiedztwo’ (np. str.
30, 43, 102, 124, 125). W przykladzie 1 na str. 30 brak niezbednych, przy takim spo-
sobie poszukiwania §, zastrzezen co do ¢ (¢ << 4). Zabraniamy uezniom mechanicznego
rachowania, rObmy wigc to wszedzie! Dowdd lematu b) na str. 35 jest zarazem dowo-
dem wlasciwego twierdzenia, wystarczy tylko odrzucié zastrzeZenie, Ze r jest liczba
wymierng w drugiej czeéei dowodu. Odsylacz na str. 41 jest zbedny, bowiem w defi-
nicji granicy funkeji tkwi zaloZzenie okre&lonoéei jej w pewnym sasiedztwie punktu
xp. Na str. 43 nalezy wykazaé istnienie liczby M. Zalozenie g(x) # 0 jest w twierdze-
niu d) na str. 44 zbedne, howiem z zaloienia, ze g == 0, wynika juz istnienie takiego
sasiedztwa liczby g, Ze g(x) # 0 w tym sasiedztwie. W wierszu 9 od géry na str. 46
nalezy opuscié bezwzgledng wartosé, a ponadto, zgodnie z definicja granicy -+ co
funkeji, dobra¢ N tak, by N—a+e w zwiazku (4) byla liczba dodatnia. Niezbyt
zreezne jest nazywanie symbolem nieoznaczonym sumy, iloczynu czy ilorazu funkeji
(str. 47), lepiej chyba méwié: suma, iloezyn, iloraz daje symbol nieoznaczony, gdy
@ — x. Druga cze&é dowodu twierdzenia na str. 58 zredagowana jest niezbyt przekony-
wajgeo. Zdanie ,,funkeje f(x) nazywamy rézniczkowalna w punkeie zy, jezeli posiada
w tym punkeie skofiezong pochodna”, jest mylace, bowiem sugeruje, ze pochodna f” (xg)
moze byé réwna -+ co (co czasem dopuszezamy w analizie i co powoduje pewne kompli-
kacje w dalszym rozwijaniu rachunku rézniczkowego). Z dalszego ciggu ksiazki wy-
nika jednak, Ze autorzy pod f’(xy) rozumiejg liczbe. Wniosek 4 — Ay, gdy = — g, na
str. 67 wymaga zalozenia ecigglosei funkeji f(x) w punkeie xp. Dowdd twierdzenia VI
na str. 74 nie jest poprawny, nie wykazano bowiem istnienia pochodnej ilorazu.
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Wypowiedz twierdzenia XII (str. 79) nie jest pelna, ciaglosé funkeji odwrotnej (wyko-
rzystywana w dowodzie twierdzenia) wymaga rozpatrywania calego zagadnienia w prze-
dziale. Punkty 4 i B (str. 89) naleza nie do pola funkeji, a do jej wykresu. Ponadto ter-
min ,,blad bezwzgledny” uzyty na tej str. ma w teorii bledu inne znaczenie, a r nazywa
sig¢ po prostu bledem. Twierdzenia 1 i 3 na str. 90 wymagaja dodatkowych zalozen (wy-
stepujacych w dowodzie), ktore nalezalo umieécié w samych wypowiedziach twierdzen.
Mozna bowiem zgodzié si¢ na szkice dowodéw, ale w zadnym wypadku nie mozna po-
godzié sie z niepelnymi (bo falszywymi) twierdzeniami. Spadek stycznej w éwiczeniu
1 na str. 95 nie byl wezeéniej zdefiniowany. W twierdzeniu Rolle’a na str. 100 zalozenie
okreglonosei funkeji w przedziale [a, b] jest zbedne, wobec zalozenia cigglosei. Przypa-
dek 3 w dowodzie twierdzenia Rolle’a (str. 103) mozna, przez zastapienie funkeji f(z)
funkeja — f(x), sprowadzi¢ do przypadku 2. W twierdzeniu a) na str. 107 brak zalozenia
ciggioéei jednostronnej funkeji f(z) na koncach przedziatu [a, b]. To samo w twierdze-
niu b) na str. 108 (w ktérym dodatek, ze pochodne sa skofczone, jest zbedny) oraz
w twierdzeniu ¢) na str. 109. Twierdzenie 1 na str. 113 warto by bylo daé, jako lemat,
przed dowodem twierdzenia Rolle’a, eo by znacznie uproécito dowéd tego ostatniego.
W przykladzie 7 na str. 120-121 warto by wyjaénié co z z3 ¥ Z przeprowadzonego na
str. 122 rozumowania nie mozemy jeszcze wnioskowaé, ze pochodna f' (—2) nie istnieje.
O mierze wektora méwimy wzgledem osi, nalezy wige te o8, postugujac sie pojeciem
miary, wskazaé (str. 124). Twierdzenie po twierdzeniu 3, str. 126, nie jest kontrapozy-
¢ja twierdzenia 3 ,,sensu stricto’”. Wniosek w dwu ostatnich wierszach str. 127 (,,zatem
nie ma...”) nie jest usprawiedliwiony zadnym wezeéniejszym twierdzeniem. Przy wyzna-
czaniu asymptoty pochylej na str. 130 nalezaloby stwierdzié, ze jezeli m i n wyznaczy-
my w znany sposéb, to prosta y = mxz+n jest asymptota (stosowano tu bowiem me-
tode ,,analizy starozytnych”, a w niej niezbedne jest sprawdzenie). Jak czytelnik ma
sobie nzasadnié 3 a) w przykladzie 1 na str. 134 (podobnie dalsze przyklady)? Przy
odeinku (str. 140) parametr musi zmieniaé si¢ w przedziale domkni¢tym, bowiem (z de-
finicji) konce odeinka do niego naleza. Brak wyrasnego okreSlenia stycznej do krzy-
wej danej parametrycznie (str. 142). We wzorze (4) na str. 161 ma byé f* (x) > 0 zamiast
f(z) > 0. Warunek ten jest zreszta zbedny, bo nie jest nigdzie wykorzystany w dowo-
dzie. W pierwszych dwu wierszach str. 162 ma byé u(x) zamiast u’(x), a ponadto prze-
dzial [a, b] nalezy zastapié przedzialem (a, b]. W wierszu 10 od géry na str. 171 nalezy
dodaé ¢ ,,i z ciagloéei jej pochodnej” po wyrazach ,,z ciaglogei funkeji f(x)”. Calka nie-
oznaczona jest rodzing funkeji, nalezy wiec wyjasnié znaczenie symboli ,, 4" i,,="’
we wzorze w twierdzeniu 4, str. 180. Podobna uwaga odnosi sie do dalszych twierdzen
rachunku catkowego. W wierszu 9 od géry na str. 182 zamiast f(z) ¢’ (x) ma byé f (x) g (z).
Rachunki przy obliczaniu calek nieoznaczonych przeprowadzano doéé formalnie (np.
str. 203: Vecos?t = cost), a szkoda, bo mozna bylo choé jeden przyklad przerachowaé
przy pelnych zastrzezeniach, pozostawiajae uzupelnienie innych czytelnikowi. Umie-
szczenie teorii ciagéw po rachunku rézniczkowym budzi obiekeje recenzenta, przeczy
bowiem zasadzie ,,stopniowania trudnoéei”. Ponadto wydaje si¢ byé rzecza niezmiernie
dogodna mieé tez do dyspozycji definicje Heinego granicy i ciagloéei funkeji. W definicji
ciggu czesciowego (wole: wybranego) ciagu (str. 213) nie dodano, ze ciag {nx} ma byé
nieskoficzony, co jest tym bardziej mylace, e w wierszu 4 od gbry na str. 213 nie dopisa-
no kropek po wyrazie agiy1(...). Niezbyt jasno na str. 221 okre§lono pole obszaru nor-
malnego wzgledem osi #. Zdanie w wierszach 17-18 od géry na str. 223 jest dla mnie,
b

w kontekicie tej stronicy, zupelnie niezrozumiale. Obliczenia [dx na str. 224 nie mozna

uznaé za poprawne, bowiem nie wykazano, Ze pole okreflone przez calke pokrywa sie,
w przypadku wielokatéw, z polem podanym wzorami znanymi przez ucznia uprzednio.
Nalezalo na ten problem przynajmniej zwrécié uwage, bowiem uczniowie i tak maja
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sklonnoéé do rozumowania ,,przez analogie’ wynikajaca ze zbieznoéei terminologicznej.
1
Natomiast przy obliczaniu [x®dw na str. 225-226 nie podkreslono, 76 wykorzystujemy
0

tu fakt istnienia tej calki, wynikajacy z twierdzen poznanych wezesniej. Na str. 226
—_— —

chodzi oczywiscie nie o miary wektoréw AB i F, ale o ich dlugosci. Twierdzenie 6 na
str. 229 uzasadniono na str. nastepnej tylko dla a<<b (a potrzebne jest i dla a > b).
Ponadto nie uzasadniono, ze £e(a, b), a tylko, ze e[a, b]. W wierszu 11 od géry na
str. 231 zamiast ,,por. str. 223’" ma byé ,,por. tw. 1 na str. 227", a w wierszu 6 od dotu
zamiast ,,w myél tw. 2 ma byé ,,w my¢l uwagi uzupelniajacej po tw. 2. W zastoso-
wanej na str 245-248 metodzie wyznaczania pola wycinka naleiy zalozyé, iZe wyste-
pujace tam funkeje sa klasy C'. Wskazuje to na niedogodnoéé uiytej metody przy
wyprowadzaniu wzoru (5) na str 247 (mozna go bez trudu uzyskaé przy slabszym
zalozeniu). O funkeji f(z) na str. 251 i 259 nalezy zalozyé klase C! nie w przedziale
(a, b), a w przedziale [a, b]. Przy obliczaniu powierzchni kuli na str. 262 jedna z calek
jest niewlasciwa. Wypowiadanie reguly de L’Hospitala az w dwu twierdzeniach jest
zbyteczne, tym bardziej, Zie pominieto bardzo wiele przypadkéw zastosowania
tej reguly, a mozna je bylo wszystkie ujaé elegancko w jedno twierdzenie. Uwage
po przykladzie 4 na str. 268 nalezalo koniecznie podaé zaraz po wypowiedzi twier-
dzenia de IL’Hospitala, bowiem niektére z podanych przykladéw nie pod-

padaja pod wypowiedziane twierdzenie (np. w przykladzie 3 na str. 267 lim% nie
Tl
istnieje). Ponadto w uwadze tej zamiast ,,do ilorazu f(x)/g(x)” ma byé ,,do ilorazu
;—:—'-:-})— . Wniosek ,,Jezeli funkeja ¢ (t) jest malejaca, to :c; < 0,...” w dodatku na str. 269,
nie jest oczywiscie prawdziwy. Zwiazek (2), jak to wynika z przeprowadzonego rozumo-
wania, zostal uzasadniony przy zalozeniu, ze ¢(f) jest funkeja monotoniczng. Wpraw-
dzie gdy ¢’ (f) % 0 w przedziale, to ¢(t) jest funkeja monotoniczna, ale nalezalo o tym
przynajmniej wspomnieé.
Rysunki w recenzowanej ksigzce budza tez zastrzezenia. Wskaze niektoére z nich.
Na rysunku 1, str. 6, dwa réine punkty oznaczone tg sams litery ,,a”’. Na rysunku 3,
str. 9, punkt (0,1) powinien byé usunig¢ty z wykresu funkeji. Te same zastrzezenia doty-
ozj rysunkéw 5, 30, 31, 33, 38, i 40. Rysunek 37 na str. 45 nie odpowiada zalozeniom
twierdzenia 2 z poprzedniej stronicy, ponadto pomylono na nim funkeje f z funkeja h.
Utrudnieniem w korzystaniu z ksiazki bedzie niewatpliwie brak skorowidza.
Prosze wybaczyé recenzentowi wiele drobiazgowyech uwag krytycznych, wydaje
Bi¢ jednak, Zze ksigzki przeznaczone dla mlodziezy, zwlaszeza z matematyki, powinny
byé wydawane z duzg staranno$cia pod wzgledem merytoryeznym i graficznym.

Zenon Moszner

Waclaw Sierpinski, O feorii mmnogosci, Biblioteczka Nauczyciela
Matematyki, t.5, Panstwowe Zaklady Wydawnictw Szkolnych, Warsza-
wa 1964, str. 68.

Nazwa serii, w ktérej ukazata sie ksigzka oraz wstepna notka od redakeji wyja-
éniajg, ze mamy do czynienia z ksigzkg przeznaczona dla nauczycieli matematyki. Pod-
tytul ,,Wybrane zagadnienia dla szkél érednich”, a takze pare uwag w tek$cie sugeruje,
Ze material przedstawiony w ksiaZce bedzie wykorzystany na zajeciach praktycznych
» ty czeScig mlodziezy, ktéra przejawia specjalne zainteresowanie matematyka. Fakt,
#e ksigzka tego rodzaju byla pilnie potrzebna i ma do odegrania duza role w moderniza-



