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Juz bowiem przy definicji podstawowego pojecia wektora napotykamy niejas-
noéci. Definicja kierunku prostej (str. 7) jest taka: Kierunek jest to taka wlasnoéé pro-
stej, ktérq majq réwniez wszystkie proste réwnolegle do niej. Latwo zauwazyé, ze z definicji
tej wynika od razu: Wlasno&é ,,zawieraé nieskonczenie wiele punktéw” jest kierunkiem.

Zwrot wektora umiejscowionego (tzn. zwigzanego) ,,definiuje sie” w zaleznoéci
od tego, czy strzalki wyobrazajace te wektory 83 zwrdcone w te sama strone czy tez
w przeciwne strony (str. 7). Wektor swobodny jest odecinkiem z wyrbéinionym poezat-
kiem, przy czym dwa wektory swobodne s réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja rowne
diugoéei, ten sam kierunek i zgodne zwroty. Ale co to jest zwrot wektora swobodnego,
nie dowiadujemy si¢ nigdy. Podana poprzednio ,,definicja’” zwrotu wektora umiejsco-
wionego odnosi sig tylko do przypadku wektor6w lezacych na jednej prostej. ,,Definicje”
wektora swobodnego wyjasnié¢ ma nastepujace zdanie: Réznica miedry wekiorami umiej-
scowionymi ¢ swobodnymi polega na inaczej okreélonej réwnodei dwu wekloréw. A wige jako
obiekty, wektory umiejscowione i swobodne, to raz to samo, a raz co innego. Réznica
jest subtelna, a wlaéciwie to jej nie ma, bo dwa przedmioty albo s3 identyczne, albo
nie i réwnoéci na rézne sposoby okreélaé nie mozna. Matematycy uzywaja tu czasami
wybiegu w postaci terminu réwnowasnoéé, ktérego jednak autor konsekwentnie unika.

Podobna sytuacja powstaje przy definicji iloczynu wektorowego (str. 42 i 43). Za-
czyna 8i¢ ona od pojecia skretnoéci ukladu i stéw: Zblizmy lewq dlon do wspdlnego poczatku
wektoréw..., po ktérych nastepuje zdanie: Teraz mozemy przejéé do zdefiniowania ilo-
czynu wektorowego. Czyiby autor zapomnial, ze uwainy czytelnik, ktéry chcialby
dokladnie przeéledzié wezystkie nastgpujace po tym ,,dowody” twierdzen o iloczynie
wektorowym, musialby w kazdym z nich w odpowiedniej chwili ,,zblizaé lewg dloa™
do czegoé bardzo abstrakeyjnego, a inwalida bez lewej reki w ogéle nie mégiby ,,dowo-
dzié” takich twierdzen.

Z mniej istotnych usterek nalezy wymienié kilka falszywych twierdzen np. twier-
dzenie Desargues’a z zad. 39 (str. 117) i twierdzenie z zad. 40 (str. 119). Wystepujace
tam boki moga byé réwnolegle i nie przecinaé sig w zadnym punkcie. Blad powstal przez
mechaniczne przeniesienie sformulowania z geometrii rzutowej na grunt geometrii afi-
nicznej. Réwniez éwiczenie 22 na str. 41 wymaga rzeczy niemozliwej; trzeba dodaé, ze
chodzi tam o réwnoleglo&é ze zwrotem zgodnym.

Razi nieco stosowanie terminologii odbiegajacej miejscami od ogoélnie przyjetej
we wspé6lczesnym piSmiennictwie polskim, np. wektor umiejscowiony zamiast zwigzany
czy ort zamiast wersor. To ostatnie wydaje sig¢ szczegblnie niebezpieczne w zestawieniu
z przyjetymi terminami: ortogonalny i ortonormalny.

Réwniez pewne naiwnoéei w sformulowaniach niczego nie upraszezaja a koliduja
z precyzja. Np. sformulowanie twierdzenia Chaslesa: Rzut sumy kilku wektoréw na pro-
siq jest réwny... Twierdzenie to jest prawdziwe takze dla kilkunastu i wiecej wektoréw.

Reasumujae, ksigzka nie daje odpowiedzi na pytanie, co to s3 wektory; podaje
natomiast praktyczne wskaz6éwki, jak operowaé tymi blizej niesprecyzowanymi poje-
ciami. Z tego punktu widzenia jest godna polecenia dla fizykéw i inzynieréw. Szkoda
natomiast, ze z tytulu Weklory i geometria tylko pierwsze slowo znalazlo odbicie w tre-
dei ksigzki.

Karol Sieklucks

Béla Sz. Nagy, Introduction to Real Functions and Orthogonal Expan-
sions, Akadémiai Kiad6, Budapest 1964, str. XTI 447,

Ksiazka ta jest angielskim tlumaczeniem podrecznika dla studentéw matematyki,
wydanego po raz pierwszy po wegiersku w roku 1954. Jak pisze autor we wste¢pie, za-
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warty w niej material stanowi z niewielkimi zmianami tresé wykladu funkeji rzeczywi-
stych na uniwersytetach wegierskich. Oto spis rozdzialéw: 1. Zbiory, 2. Funkeje ciagle,
3. Roézniczkowanie, 4. Funkeja przedzialu. Calka Riemanna, 5. Calka Lebesgue’a,
6. Calka Stieltjesa i jej uogélnienia, 7. Przestrzenie funkeji calkowalnych, 8. Zbiez-
no&é i sumowalnoéé szeregdbw Fouriera. Jak widaé z tego spisu, nie pokrywa sie on
z programem funkeji rzeczywistych na polskich uniwersytetach. Pierwszy rozdziat
wyklada si¢ u nas we wstepie do matematyki na pierwszym roku studiéw matematyki
oraz we wstepie do topologii na drugim. I'ragmenty rozdzialéw drugiego, trzeciego,
czwartego i dOsmego naleza do materialu obowigzujacego na wykladach analizy
matematycznej. Niektore zagadnienia, przede wszystkim z szeregéw Fouriera, weho-
dza u nas jedynie w zakres wykladéw monograficznych. Mimo tych réznic progra-
mowych, ksigzka B. Sz.-Nagy’a moze byé u nas z pozytkiem uiywana szcze-
gblnie przez zdolniejszych studentéw pierwszych lat studidw matematyki oraz stu-
dentéw sekeji ogdélnej matematyki, pragnacych poszerzyé i poglebié wiadomosei
z wykladéw. Jest to bowiem ksigzka przeznaczona dla czytelnika na &rednim
poziomie, a takich ksiazek brak u nas. Moze wlasnie dlatego, chege podkredlié
jej charakter podrecznikowy, nazwal ja autor ,,wstepem”. Nie jest jednak ujmg
dla podrecznika, Ze napisany jest w sposéb zrozumialy dla czytelnikéw. A w tym
wypadku napisany znakomicie. Autor podaje obszerny material w sposob, ktory
musi obudzié zainteresowanie czytelnika, do ktérego ksiazka jest adresowana.
Przyczyniaja si¢ do tego miedzy innymi umiejetnie wilaczone w treié dane histo-
ryczne, ktérych niemal kompletnie brak w naszych podrecznikach, a w najlepszym
razie redukuja si¢ do luznych notek. Przede wszystkim jednak przyczynia sie do tego
spos6b pisania, wskazujacy na umiejetnoéei dydaktyczne autora, a takie uklad ma-
terialu. Uklad ten polega na unikaniu sfermutowan bardzo ogélnych, ewentualnie po-
dawanie ich na koficu, w sposéb skrécony. Na przyklad pojecie funkejonalu linio-
wego nad dana przestrzenia okreSla sie osobno na str. 250 dla przestrzeni funkeji
ciaglych, na str. 303 dla przestrzeni Hilberta, na str. 363 dla przestrzeni LP,
a dopiero na str. 370 ogdlnie dla dowolnej przestrzeni Banacha, przy czym za
kazdym razem powtarza sie trzy warunki:

L(fi+f2) = L(f)+Lf2),  Lief) = cL(f), |L(f)] < MIfil

Ten sposéb przedstawienia, w ktérym wychodzi sie z konkretnych przypadkéw
i dopiero na kofhceu dochodzi sie do uogélnienia, czyni ksigzke szczegdlnie pozy-
teczna dla poczatkujaeych, natomiast zmniejsza jej uzytecznoié dla czytelnika
juz zaawansowanego.

Przechodzac do szczegbélowego omodwienia tredei ksiazki mozna powiedzieé, e
pierwszy rozdzial stanowi klasyczne wprowadzenie w teorie mnogosci oraz w topologie
przestrzeni euklidesowych. Autor wprowadza réwniez pojgcia pierScienia i o -piercie-
nia zbioréw, natomiast nie okreéla algebry zbioréw.

W rozdziale drugim omawia ciaglosé i na wpot ciagloéé funkeji oraz jednostajna
i quasi jednostajng zbieZno&é ciagdédw funkeji, podajac na konen uwage o klasyfikacji
Baire’a funkeji. Dalszg czeéé rozdzialu zajmuje problem aproksymacji funkeji eigglych
wielomianami wraz z dowodem Lebesgue’'a twierdzenia Weierstrassa oraz dowodem
twierdzenia Weierstrassa-Stone’a w podzbiorach zwartych przestrzeni euklidesowej.
Rozdzial konezy studinm funkeji monotonicznyeh oraz funkeji o skonezonej wariacji.

Trzeci rozdzial o rézniczkowaniu zaczyna sie przykladem van der Waerdena fun-
keji ciaglej bez pochodnej. Dalej nastepuje dowdd Riesza twierdzenia Lebesgue’a o rdz-
niczkowalnoéci prawie wszedzie funkeji monotonicznej, przeprowadzony dla funkeji
cigglych, a nastepnie naszkicowany dla dowolnych funkeji. W dowodzie tym, podobnie
jak w ecalym rozdziale trzeeim z wyjatkiem twierdzenia Lebesgue’a o gestosei,
autor unika operowania pojeciem miary Lebesgue’a oraz miary zewnetrznej Le-
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besgue’a, poprzestajac na pojeciu zbioréw miary zero. Na kohicu rozdzialu auntor
poglebia analize pochodnych Diniego, dowodzae twierdzenia Denjoy - Younga-Saksa.
b

Podstawe rozdzialu ezwartego stanowi pojecie calki f @(da) z wielowartosciowej
[
na ogél funkeji przedziatlu ¢ (a, p), gdzie (a, ) = (a,b), —c0 < a < b < co. Calka ta,
n
zwana calka Burkilla, okreflona jest jako granica sum }g(ar_i, ax) przy normalnym
k=1

ciggu podzialow a = aqp < a1 <... < ap = b przedzialu (a, b). Dla dalszych rozwazan

istotne znaczenie maja dwa twierdzenia fundamentalne. Pierwsze z nich mowi, ze

jezeli calka z nieujemnej funkeji zbioru ¢(a, f) w (a, b) istnieje i jest roOwna zeru, to

¢(a, ) ma pochodna réwng zeru prawie wszedzie w (a, b), a drugie, ze dla ¢ (a, §) calko-
€T

walnej w (a, b) funkeje @ (a, #) i @ (#) = [¢(da) maja prawie wszedzie te same pochodne
@

Diniego. Jako przyklady calki z funkeji przedziatu podaje autor calki Darboux i Rie-
manna oraz diugosé tluku. W rozdziale széstym dojda do tego calki Stieltjesa. Dalsze
czesel rozdzialu ezwartego poéwiecone sg calce Riemanna funkeji jednej i wielu zmien-
nych.

Rozdziat piaty, omawiajacy calke Lebesgue’a, rozpoczyna autor okresleniem ca-
tek z funkeji schodkowych w przedziale (a, b). Nastepnie rozszerza definicje calki na
klase C; funkeji, ktore sg prawie wizqdzie granicami rosngeych ciaggéw funkeji schodko-

wych gn(z) takich, ze ciag calek [g,(x)dx jest ograniczony. Wreszeie réznice funkeji
a

z O, to funkcje calkowalne w sensie Lebesgue’a. W dalszym ciagu wykazuje autor twier-
dzenia graniczne w kolejnodei: twierdzenie BeppoLeviego, twierdzenie Lebesgue’a
i lemat Fatou, a nastepnie bada zwiazki calki Lebesgue’a z calky Riemanna i dowodzi
réznych wlasno$ci calek wraz z charakteryzacja przy pomocy absolutnej ciaglodei.
Funkeje mierzalne okresla jako granice prawie wszedzie funkeji schodkowych, a miare
zbioru jako calke z jego funkeji charakterystycznej. Rozdzial kofezy przedstawienie
klasycznej teorii Lebesgue’a, w ktorej do catki dochodzi sig poprzez pojecia miary i fun-
keji mierzalnej. Autor wykazuje réwnowaznosé obydwu definieji oraz twierdzenia Je-
gorowa i fuzina, a wreszcie omawia krotko przypadek wielu zmiennych i wykazuje
twierdzenie Fubiniego.

W rozdziale széstym, po wprowadzeniu catki Riemanna-Stieltjesa i wykazaniu
jej podstawowych wlasnodci autor zajmuje si¢ ogélna postacia funkejonalu liniowego
nad przestrzenia funkeji ciaglych, najpierw dla funkcjonaléw nieujemnyeh, a potem
dla dowolnych przez rozbicie funkcjonalu liniowego na ezesci dodatniag i ujemns.
Dalej nastepuja uwagi o calce Lebesgue’a-Stieltjesa, a na koneu zarys ogdlnej,
abstrakeyjnej teorii catki wraz z twierdzeniem o mierze produktowej. Brak nato-
miast twierdzenia Radona-Nikodyma oraz w ogéle omoéwienia dowolnyeh funkeji
zbioru.

Rozdzial sibdmy zawiera wiadomosei o przestrzeni L? i ogdlniej, o przestrzeni Hil-
berta, wlasnodei ukladéw ortogonalnych wraz z twierdzeniem Riesza- Fischera, orto-
gonalizacje i ogbélny ksztalt funkejonalu liniowego nad przestrzeniy Hilberta. Bada sig
uklad trygonometryczny z zastosowaniem do zagadnienia izoperymetrycznego, klasy-
czne uklady wielomianowe oraz uklady Haara i Rademachera. Bada si¢ rowniez calki
Fouriera w L i w L2, te ostatnie wprowadzone przy pomocy zastosowania wyraz po wy-
razie przeksztalcenia Fouriera do rozwinigeia funkeji f(x) w szereg Hermite’a. Rozdzial
jest zakoneczony teoria przestrzeni L” z dowodami nier6wnosei Holdera i Minkowskiego,
zupeloéei P i wzoru na ogélny ksztalt funkejonalu liniowego nad L oraz krétkimi
uwagami o przestrzeniach Banacha; szkoda, ze w uwagach tych zabraklo danych
historycznych, ktore tak uprzyjemniaja lekture wielu innych czesei ksigzki.
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Ostatni, ésmy rozdzial, poprzedzony jest interesujacymi uwagami historycznymi
o zagadnieniach struny drgajacej, przewodnictwa cieplnego i Dirichleta, wraz z uwaga-
mi o zastosowaniu szeregdw Fouriera przy ich rozwigzywaniu. Rozdzial ten obejmuje
zagadnienia zbieznosci oraz sumowalnosei szeregéw Fouriera. Poza wzorem Dirichleta,
twierdzeniem Riemanna-Lebesgue’a i twierdzeniem Riemanna o lokalizacji, rozdzial
ten zawiera kryteria zbieZnofci Diniego, Lipschitza i Dirichleta-Jordana, przyklad
Fejéra funkeji ciagglej o szeregu Fouriera rozbieznym w punkeie i uwagi o szeregach
sprzezonych wraz z twierdzeniem Lukdesa. W dalszym ciggu podano zwigzki miedzy
zbieznoécia, sumowalnodeig pierwszymi érednimi arytmetycznymi oraz sumowalnofeia
Abela szeregéw liczbowych, a wreszcie zastosowania tych metod sumowalnoéei do sze-
regbw Fouriera, jak twierdzenia Fejéra, Lebesgue’a i calke Poissona.

Ksigzka jest przetlumaczona dobra angielszézyzna, pisownig amerykanska
(,,neighborhood”, ,,center” itp.) i ladnie wydana na dobrym papierze. Niestety,
korekte przeprowadzono malo starannie i zostalo wiele usterek drukarskich. Poniewaz
wigkszoé&é z nich, to przestawienia czy opuszezenia liter, a Zadna nie wprowadzi w blad
uwaznego czytelnika, wydalo mi sie zbedne wypisywaé tu liste znalezionych 25 usterek.
Trudno jednak powstrzymaé sie od zacytowania rzadkiego curiosum: na str. 238,
w wypisanym duzym, péltlustym drukiem tytule podrozdzialu 6.1 czytamy ,,inearl
functionals. Wydaje sig, Ze redaktorzy powinni przeczytaé przy korekcie choé
tytuly rozdzialéw.

Na zakoneczenie warto podkreslié jeszeze raz uzytecznosé tej ksiazki dla studiuja-
cych matematyke, ktérym pragnatbym ja jak najbardziej polecié.

Julian Musielak

A. P. Robertson, W. Robertson, Topological vector spaces, Cam-
bridge Tracts in Mathematics and Mathematical Physics, No. 53, Univer-
sity Press, Cambridge 1964, str. VIII4158.

Teoria operacji liniowych rozwijala si¢ dwoma gléwnymi nurtami: 1° teoria prze-
strzeni Hilberta majaca swéj punkt cigzkosei w teorii spektralnej, a jako gléwne pole
zastosowan teori¢ kwantow, oraz nieskonczenie wymiarowe reprezentacje grup lokal-
nie zwartych ; 2° ogélna teoria przestrzeni wektorowych topologicznych rozwijana przed
wojna gléwnie w szkole Iwowskiej i ktérej badania znalazly sw6j klasyczny wyraz w mo-
nografii Banacha.

Przedwojenna literatura monograficzno - podrecznikowa byla dosé uboga. Obecnie
przezywamy zalew monografii z ogdlnej teorii przestrzeni lokalnie wypuklych, co
jest oznaka, Ze gléwne zreby teorii zostaly zbudowane. Jak wiadomo, kazdg nastepna
ksigzke jest z jednej strony pisaé coraz latwiej wykorzystujac dodwiadezenia i bledy
poprzednika, z drugiej strony trudniej, bo wymagania ezytelnikéw rosng i nasuwa sie
zawsze pytanie, czy nowa ksiazka byla potrzebna, czy raczej nie nalezylo wznowié do-
tychezas istniejacych 1

Recenzowana tu ksiazeczka maliefistwa Robertsonéw wydaje sie byé potrzebna
pozycja, a to z dwéch wzgledow:

1° wyréznia sie umiejetnym wyborem materialu,

2° napisana jest jasno, przystepnie, taktownie: wszystkie potrzebne wiadomoéei
z ogolnej topologii podaje w odpowiednich partiach ksigzki, nie odstraszajac ,,nietopo-
logicznego” eczytelnika.

Material 150-stronicowej ksiazeczki podzielony jest na 8 rozdziatéw: I. ,,Defi-
nicje, elementarne wlasnoéei” doprowadza do pojecia przestrzeni lokalnie wypuklyeh,
Rozdziaty II i III stanowia pelny wyklad teorii dwoistoSeci Dieudonnégo-Mackeya -



