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Zadania

Gwiazdka * oznaczane sg te zadania, ktérych rozwigzanie nie jest znane auto-
rowi ani redakeji, albo znane jest tylko rozwiazanie czesciowe. Wazelka korespon-
dencje dotyczaca zadan (rozwiazania zadan, uwagi o zadaniach, nowe zadania itp.)
nalezy nadsylaé pod adresem: Andrzej Lelek, Instytut Matematyczny Polskiej Aka-
demii Nauk, Warszawa 1, ul. Sniadeckich 8. Ciekawsze rozwiazania beds publikowane.

101*, Niech f(f) bedzie funke¢jg calkowalng w sensie Riemanna na
odecinku [0,1] oraz niech '

ff(t)dt =1.

Ozy jezeli {&,} jest ciggiem ograniczonym, dla ktérego istnieje gra-
nica

lim - M fme = ¢,

k=1

to musi byé
n
1
.1 9
ﬂlglcl " ; & &
R. Jajte (L6dz)

102*, Czy istnieje liczba zespolona z i funkeja f(t) calkowalna w sen-
sie Riemanna na odeinku [0, 1] takie, Ze Re z > 1 oraz

1 T
1
ff(t)dt =1 i lim— E’f(k/n)zk =079
0 w0 T £~
R. Jajte (L.6d3%)

103. Niech warto§é srednia funkeji nieujemnej f(z, y¥) na kazdym
kole o promieniu 1 bedzie réwna wartodci tej funkeji w $rodku kola,
czyli

1
= ff f(xot @, yo+y)dady = f(my, yo).

22 +y2<1
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Dowies§é, ze f(x, y) jest funkecja stala ().
W. F. Molczanow (Moskwa)

104. Dla jakich a, b, ¢ réwnanie
flaz®4-br+c) = f(x)

ma rozwigzanie w funkecjach ciaglych f, réznych od statej?
D. Chadzijew (Moskwa)

105%. Niech X bedzie przeliczalng przestrzenia topologiczng, catko-
wicie regularna. Udowodnié, ze na X istnieje réznowartosciowa funkeja
ciggla o warto$ciach rzeczywistych. Dowiesé, ze jesli istnieje przeksztal-
cenie ciggle f: X — Y w przestrzenn Y z bazg przeliczalna, takie iz kazdy
przeciwobraz, f~'(y) jest zbiorem zwartym i obraz f(F) kazdego zbio-
ru F domknietego w X jest domkniety w ¥, to przestrzen przeliczalna X
ma baze przeliczalng. Czy ostatnie twierdzenie pozostanie prawdziwe,
jesli ,,domkniety” zmieni¢ w obu miejscach na ,otwarty” ?

A. W. Archangielski (Moskwa).

106. Dla kazdej liczby ¢ z odeinka I = [0, 1] niech
t=(tg, taly..)s

bedzie rozwinieciem dwéjkowym, zawierajageym nieskonczenie wiele zer.

Wzor
xn(t) =l
okregla dla kazdego n =1,2,... punkt z, iloezynu kartezjanskiego
P=DIL,

tel
gdzie I; = I dla tel. Dowie$é, ze zbidr
X = =012}
z topologia wyznaczona ‘przez topologie Tichonowa w iloczynie P jest
dyskretny oraz ze jego domknigcie X w iloczynie P jest (%) uzwarceniem

Cecha-Stone’a pX.
R. Engelking (Warszawa)

(1) Por. § 30 w ksiazce: I. Pietrowski, Réwnania réiniezkowe czqstkowe, War-
szawa 1955.

(2) Przestrzei X zostala okreslona przez A. Tichonowa w pracy: Uber einen
Funktionenraum, Math. Ann. 111 (1935), str. 762-766.
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107. Niech bedzie dany system odwrotny {7, F,g} przestrzeni
dwuzwartych F; z dowolnym zbiorem wskaznikéw T (%). Zalézmy, ze
dla kazdej pary wskaznik6w i, 3¢ mamy Fy, CF, oraz ze funkeja
9‘0 Fy, — Fy jest retrakcja. Wykaza¢é, ze jesli wszystkle przestrzenie FY
maja WlasnGSé punktu stalego, to granica systemu {7, F, ¢} tez ma wlas-
no§é punktu stalego (4). _

E. Engelking (Warszawa)

108. Przez sinusoide i spirale bedziemy rozumieli zbiory

(@, y): y =sin(z/a),0< 2 <1} i {(o,0): 0 =0/(1+0),0<0< oo},

odpowiednio. Sinusoida zageszcza sie do odeinka [—1, 1] osi y-6w, a spi-
rala zageszeza si¢ do okregu po = 1. Dowiedé, ze zbiory otrzymane po do-
daniu do sinusoidy jakiegokolwiek jednego punktu na odecinku zagesz-
czenia, a wiec punktu, ktéry moze byé zaré6wno wewnetrzny (rys. 1),

N\

Rys. 1 Rys. 2 Rys. 3

jak koncowy na odcinku (rys. 2), lub otrzymane ze spirali po dodanin
jakiegokolwiek jednego punktu na okregu zageszezenia (rys. 3), sa wWszyst-
kie homeomorficzne miedzy soba.

Dodajmy teraz do sinusoidy dwa punkty wewnetrzne na odecinku
zageszezenia (rys. 4) lub dwa jego punkty koncowe (rys. 5), lub wreszcie

N !

Rys. 4 Rys. 3 Rys. 6

(3) K. Kuratowski, Wsiep do teorii mnogosci ¢ topologii, Warszawa 1962
(IT wydanie), str. 135.

(4) Twierdzenie to dla przestrzeni F; bedacych wieloSeianami udowodnili
J. Mioduszewski i M. Rochowski, Remarks on fized point theorem for inverse
limit spaces, Colloq. Math. 9 (1962), str. 67-71.
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dwa punkty, z ktérych jeden!jest wewnetrzny, a drugi koncowy (rys. 6).
Ktore z tych trzech zbioréw sy homeomorficzne ?

W. Kuperberg (Warszawa)

109. Moéwimy, ze przestrzen X ma typ homotopii przestrzeni Y, gdy
istnieja dwa odwzorowania ciagle f: X — Y i g: ¥ — X takie, ze zlo-
Zenia fg i gf sa homotopijne z tozsamos$cia. Niech §(X) bedzie stoikiem
nad X, tj. przestrzenia powstajaca z iloczynu kartezjanskiego X X [0, 1]
przez zidentyfikowanie wszystkich punktéw zbioru X x {1} w jeden punkt,
zwany wierzcholkiem stozka. Dowiedé, ze jezeli jakie§ otoczenie wierz-
cholka stozka S(X), otwarte w §(X), jest homeomorficzne z przestrzenia
euklidesowa (n-+41)-wymiarowa, to przestrzen X ma typ homotopii
sfery n-wymiarowe;j.

b Jan Mycielski (Wroclaw)

110, Udowodnié¢ bez pomocy pewnika wyboru, ze jezeli
xl + 280 == 31'2“",
to istnieje nieprzeliczalny zbiér liczb rzeczywistych, nie zawierajacy
zadnego podzbioru doskonalego niepustego.

Jan Mycielski (Wroctaw)

111. Zbudowaé zbiér Z zwarty 0-wymiarowy na prostej rzeczywiste]
i funkeje ciagla rzeczywista f zmiennej rzeczywistej, kawalkami mono-
toniczng, spelniajace warunek, iz dla kazdego { z odecinka 0 <t <1 ist-
nieja punkty p;, qteZ takie, ze

pe—@l =1, f(p) =f(q).
A. Lelek: (Wroctaw)

112%, Przestrzen metryczng nazywamy triodem, jesli jest ona sumg
trzech luk6w (tj. obrazéw homeomorficznych odeinka prostoliniowego),
z ktéryeh kazde dwa maja dokladnie jeden i ten sam punkt wspélny,
bedacy koncem wszystkich trzech lukéw. Czy dla kazdego triodu T' ist-
nieje liczba a(T) > 0 taka, ze dla kazdej funkeji ciaglej rzeczywiste] f,
okreflonej na 7', istnieja punkty p,, ;€T takie, ze

e(pry @) = a(T), f(py) = flay),
gdzie p jest metryka w przestrzeni T'?

A. Lelek (Wroctaw)
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f

113. Zbudowaé zbiér Z zwarty 0-wymiarowy na plaszezyznie, taki

ze kazde ograniczenie obszaru wypuklego, rozcinajace plaszezyzne miedzy

punktami zbioru Z, przecina zbiér Z. Inaczej moéwiae, do kazdego punktu

zbioru Z istnieja dowolnie male otoczenia, ktérych ograniczenie lezy
poza zbiorem Z, ale nie istnieja wypukle otoczenia o tej wlasnosei.

A. Lelek (Wroclaw)

114. Niech @Q,,...,Q, beda kulami w przestrzeni euklidesowe]
n-wymiarowej E". Atfomem ukladu Q,,..., @, nazywamy kazdy zbidér
postaci

i o
A=Q' A .. A @,

gdzie i; = +1,Q; =Q; oraz Q;' = EF"—@; dla j=1,...,m. Atom A
odpowiada tutaj ciagowi i,,...,1%,; atomem przeciwnym do atomu A
nazywamy atom odpowiadajacy ciagowi —i;,..., —%,. Dowiesé, ze
jesli atom skoniczonego uktadu kul w przestrzeni E" jest niepusty, to atom
przeciwny tego ukladu jest spojny.

A. Lelek (Wroclaw)

115*%. Dowiesé, iz dla n = b istnieje na plaszezyZnie 2n-+2 = 12
punktéw takich, ze liczb dodatnich bedacych odleglto§ciami miedzy
nimi jest tylko n. Czy 5 jest najmniejsza sposréd liczb n o tej wilasnosci ?

W. Holsztynski (Warszawa)

116*. Niech r = r(s) bedzie réwnaniem danej krzywej plaskiej I’
klasy C®. Oznaczmy przez P (s, ¢) parabole Scisle styczna (°) do krzywej I"
w punkeie 7(s), majaca o§ o kierunku ¢. Przedstawié¢ parametr paraboli
P(s, @) jako funkecje zmiennych s i ¢, tj. liczbe p(s, ¢) > 0 taka, Ze pa-
rabola P(s,p) ma réwnanie kanoniczne

2p(s, p)o—y* = 0.

Zmalezé krzywa, po ktorej porusza si¢ ognisko paraboli P(s, ¢) przy
zmiennym s i ustalonym ¢ = ¢,, jak réowniez krzywa dla ustalonego
§ = 8, 1 zmiennego ¢.

W. Holsztynski 1 W. Wlodarski (Warszawa)

117. Oznaczmy przez d(X, Y) odleglosé absolutng miedzy przestrze-
niami metryeznymi X i ¥, tzn. kres dolny wszystkich odlegtosei Haus-

(*) M. Biernacki, Geometria réiniczkowa, Warszawa 1954 (czesé I), str. 60.
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dorffa miedzy obrazami izometrycznymi przestrzeni X i ¥ we wspolnych
nadprzestrzeniach. Dokladniej rzecz biorge, mamy
d(X, Y) = inf max[supinfe(x, y), supinfe(z, y)],
X7 @eX' Ye¥’ Ye¥’ X’
gdzie X’ i Y’ sa obrazami izometrycznymi przestrzeni X i ¥, odpowied-
nio, w dowolnej wspoélnej nadprzestrzeni metrycznej z metryka p. Do-
wiesé, ze odleglosé absolutna d(X, Y) jest réwna kresowi dolnemu liezb d,
dla ktérych istnieja funkeje f: X — ¥ i g: ¥ — X o tej wlasnodei, iz
nier6wnosé
. [Q(mnm‘z)_t‘(yu Yo)l < 2d

zachodzi dla dowolnyeh punktow wx;eX, 9;¢Y takich, ze f(z;) = v,
(i =1,2) lub 2 = g(y;) (i =1,2).
Dowiesé, ze jesli X, Y, Z sa przestrzeniami metrycznymi, to

d(X,2) <d(X, Y)+d(Y, Z),

oraz ze rownofé d(X, ¥) = 0 ma miejsce dla przestrzeni zwartych X
i Y wtedy i tylko wtedy, gdy X i Y sg izometryczne. Podaé¢ przyklad
niehomeomorficznych przestrzeni metrycznyeh zupelnych X i ¥, dla
ktorych d{X, Y) = 0.

W. Holsztyniski (Warszawa)

118. Niech X i Y Dbeda przestrzeniami metryeznymi. Funkeja
f+ X — Y nazywa sie metrycena, jezeli

O(f(xl)sf(xz)) < o(#y, @)

dla dowolnych #,, z,¢X. Dowiedé, ze do kazdej liczby kardynalnej nie-
skoniezonej n istnieje przestrzen metryczna M, o mocy n, dajaca si¢ od-
wzorowa¢ przez funkeje metryczna na dowolng przestrzen metryczna
0 mocy nie wiekszej niz n.

W. Holsztyiiski (Warszawa)

119*%. Udowodnié, ze dla zadnego & > 0 przestrzen funkeji metrycz-
nych (°), odwzorowujacych dang przestrzen metryczng ofrodkows X
w odcinek [0, ], nie daje si¢ zanurzyé¢ izometryeznie w X. Czy warunek
ofrodkowosei przestrzeni X jest istotny ?

W. Holsztyriski (Warszawa)

120. Niech bedzie dana rodzina nieskonczona zbioréw A,, gdzie
przebiega zbiér wskaznikéow 7, taka ze kazdy zbiér A, jest réwnoliczny

ze zbiorem T. Przyporzadkowaé kazdej parze (t,,t,) réznych wskaz-

(®) Zob. zadanie 118.
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nikéw odwzorowanie q:}z;l: Agl - A, Wwzajemnie jednoznaczne zbioru
Ay, na zbiér 4,, tak, aby dla wszystkich liezb catkowitych n = 2 byl spel-
niony nastepujacy warunek:

(W) jezeli ty, ..., t,eT, &y F by # ... # by #1, #1, oraz xedy, to

T F Qg Prot, g - Platy Pty () -

Wykazaé¢ ponadto, ze ograniezajac sie do warunku (W,) dla n = 3,
mozna dodatkowo zazada¢ od odwzorowan g, aby dla dowolnych
t, # 1, 1 xed, zachodzila réwnosé

T = Py, Pt (@),
tj. aby funkecje guy, 1.9y, byly wzajemnie odwrotne.
W. Holsztyiski (Warszawa)

Rozwiazania zadan

39. Nalety umieécié na kaidym polu zwyklej szachownicy po jednej strzalece réwno-
leglej do boku pola, przestrzegajqc nastepujaeych zakazéw:

1° zadna strzalka nie moze byé skierowana na zewnqgtrz,

20 Zadna para pél o wspélnym bokw nie moze byé zaopalrzona w strzalki o zwro-
tach prreciwnych,

3° na czwdrkach pdl majqeych jeden punkt wspdlny nie mogq wystapié wiry —
tak nazywamy uklady eczterostrzalkowe odpowiadajqce takim czwdrkom pél i zlozone
z samych réinych kierunkéw.

Rysunek wyjasnia powyssze postulaty: widzimy na wim 4 strzalki izelowane,
z kiérych kaida wykracza przeciwko zakazowi 1°; szeéé par strzalel zaznaczonych szes-
cioma prostokqtami wykracza przeciwko zakazowi 2°; dwie cewdrki ujete w kwadraty
wykazujg wiry — kaéda z nich narusza zakaz 3°.
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Autor zadania przypuszeza, ée spelnienie wszysikich Zqdai zadania jest niemoséliwe
i Ze odnosi si¢ to do wszelkich szachownic, a wigc nie tylko do zwyklej szachownicy zlo-
2onej z 64 pdl kwadratowych, ale takze do prostokainych szachownic zlozonych z mn pdl
kwadratowych, przy czym liczby catkowite dodatnie m i n sq dowolne.

H. Steinhaus (Wroclaw)
Potnijmy plaszezyzne na kwadraty, tworzac z niej szachownice o nieskon-

czenie wielu polach. Bedziemy rozpatrywali rodzing R, ktérej elementami sy jedno-
spéjne figury plaskie, bedace skoficzonymi sumami pél, wraz z przyporzadkowaniem
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