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nikéw odwzorowanie q:}z;l: Agl - A, Wwzajemnie jednoznaczne zbioru
Ay, na zbiér 4,, tak, aby dla wszystkich liezb catkowitych n = 2 byl spel-
niony nastepujacy warunek:

(W) jezeli ty, ..., t,eT, &y F by # ... # by #1, #1, oraz xedy, to

T F Qg Prot, g - Platy Pty () -

Wykazaé¢ ponadto, ze ograniezajac sie do warunku (W,) dla n = 3,
mozna dodatkowo zazada¢ od odwzorowan g, aby dla dowolnych
t, # 1, 1 xed, zachodzila réwnosé

T = Py, Pt (@),
tj. aby funkecje guy, 1.9y, byly wzajemnie odwrotne.
W. Holsztyiski (Warszawa)

Rozwiazania zadan

39. Nalety umieécié na kaidym polu zwyklej szachownicy po jednej strzalece réwno-
leglej do boku pola, przestrzegajqc nastepujaeych zakazéw:

1° zadna strzalka nie moze byé skierowana na zewnqgtrz,

20 Zadna para pél o wspélnym bokw nie moze byé zaopalrzona w strzalki o zwro-
tach prreciwnych,

3° na czwdrkach pdl majqeych jeden punkt wspdlny nie mogq wystapié wiry —
tak nazywamy uklady eczterostrzalkowe odpowiadajqce takim czwdrkom pél i zlozone
z samych réinych kierunkéw.

Rysunek wyjasnia powyssze postulaty: widzimy na wim 4 strzalki izelowane,
z kiérych kaida wykracza przeciwko zakazowi 1°; szeéé par strzalel zaznaczonych szes-
cioma prostokqtami wykracza przeciwko zakazowi 2°; dwie cewdrki ujete w kwadraty
wykazujg wiry — kaéda z nich narusza zakaz 3°.
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Autor zadania przypuszeza, ée spelnienie wszysikich Zqdai zadania jest niemoséliwe
i Ze odnosi si¢ to do wszelkich szachownic, a wigc nie tylko do zwyklej szachownicy zlo-
2onej z 64 pdl kwadratowych, ale takze do prostokainych szachownic zlozonych z mn pdl
kwadratowych, przy czym liczby catkowite dodatnie m i n sq dowolne.

H. Steinhaus (Wroclaw)
Potnijmy plaszezyzne na kwadraty, tworzac z niej szachownice o nieskon-

czenie wielu polach. Bedziemy rozpatrywali rodzing R, ktérej elementami sy jedno-
spéjne figury plaskie, bedace skoficzonymi sumami pél, wraz z przyporzadkowaniem
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kazdemu polu takiej strzalki réwnoleglej do boku pola, Ze spelnione sa warunki 1°
i 20, Udowodnimy przez indukecje wzgledem liczby pél w figurach, ze kazda figura
z rodziny R zawiera wir. W szczegblnodci wieec bedzie wykazane, Ze przypuszezenie
sformulowane w zadaniu bylo sluszne.

Rzeczywideie, minimalna liczba pél w figurach nalezgeych do rodziny R wynosi 4
i mamy tylko jedna taka figure — jest ona sama wirem. WeZmy zatem pod uwage
dowolng figure ¥ ¢R majaca n > 4 pol i przyjmijmy, ze wszystkie figury z rodziny R,
ktéryeh liczba pol nie przekracza mn— 1, zawieraja wiry.

Wychodzae z dowolnego pola figury F i idac w kierunku wyznaczonym przez
strzalki, co zawsze jest mozliwe wobec warunku 1°, dojdziemy wreszcie do pola,
przez ktére juz raz przechodziliSmy. Istnieje przeto zorientowany przez strzalki
cykl O, utworzony z réznych pél figury F, kolejno przylegtych do siebie bokami.
Suma pdl eyklu € moze nie byé jednospéjna. Jezeli jednak dodamy do niej wszystkie
pola lezace w czedciach plaszezyzny, ograniczonych przez eykl O, powstanie figura
jednospdjna G. Poniewaz pola eyklu ¢ nalezsg do F i figura F jest jednospdjna, wiec
G CF. Wynika stad, ze figura G wzieta z tymi samymi strzaltkami, ktére byly na I,
naleiy do rodziny R. Obré6émy teraz wszystkie strzatki na polach figury @ o kat -+ 90°
w orientacji plaszezyzny, wyznaczone] przez orientacje cyklu C. Zauwazmy, Ze wa-
runki 1° i 2° zachowuja sie przy tym obrocie. Jezeli wige figure G ze strzalkami
obréconymi o kat + 90° oznaczymy przez F’, to F'e¢R. Figury F' i G maja te same
pola, a tylko inne strzalki.

Postepujemy nastepnie z figura F’ podobnie, jak poprzednio z figura F, tj.
tworzymy cykl ¢’ i figure jednospéjna G’ C F’, ograniczony przez C’. Figura (',
dziedziczaca strzalki z figury F’, nalezy do rodziny R. Wykazemy, ze zachodzi co
najmniej jeden z nastegpujacych dwoéch przypadkow:

(I) Figura @ zawiera wir.

(IT) Figura G’ ma mniej p6l niz figura G.

Istnieje mianowicie prosta pozioma p taka, ze figura @ lezy w gérnej poiptasz-
czyinie i jakie§ pole figury G przylega do p. Kazde pole z @, przylegle do p, nalezy

' :

: 7 2 —p 0 — | =
a a > A4 >
//’ Il p= v iy {]v T lirs 0 e
Rys. 7 Rys. 8 Rys. 9

oczywiscie do cyklu O, ktérego orientacja wyznacza zwrot prostej p. Niech a bedzie
najwezesniejszym spoéréd pol figury G, przylegltych do p. Zbadamy, jak umieszezone
sa strzalki figury G w poblizu naroznego pola a. Strzalka umieszezona na polu a musi
mieé zwrot zgodny ze zwrotem prostej p (rys. 7), a przeto nastepne pole b tez nalezy
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Rys. 10 Rys. 11 Rys. 12

do @ (rys. 8). Jezeli pola a i b maja takie same strzalki (rys. 9), to po obrocie o kit
+90° zadna strzaltka z dwéch pél figury @, przyleglych bokami do pola a, nie wskazuje
na pole a, ezyli a ¢G” i zachodzi przypadek (II). W przeciwnym razie strzatki na po-
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lach a i b 83 ortogonalne (rys. 10). Wtedy jezeli przypadek (I) nie ma miejsca, to
pole ¢ z gornej polplaszezyzny, rozlaczne z polem a i majace wspdlny wierzcholek
z polem b, nalezy do G (rys. 11). Poniewaz obydwa pola a i b naleza do eyklu O, wiee
rowniez ¢eC. Skoro jednak cykl O sklada si¢ z samych réinych pél, a zatem w jego
obiegu nie przechodzi sie przez zadne pole dwukrotnie, przeto stosujac to do pola ¢
widzimy, iz nie moze zaji¢ sytuacja, w ktorej strzalka na polu zawartym miedzy
polem ¢ a prosta p bylaby taka sama, jak strzatka na polu b (rys. 12). Wynika stad,
ze b¢G’, czyli zachodzi przypadek (II).

Ot6z na mocy zalozenia indukeyjnego przypadek (II) sprowadza sie do przy-
padku (I). Istotnie, poniewaz G C F i figura ¥ ma n pél, wiee w przypadku (II) fi-
gura G ma co najwyzej n— 1 pél. Zatem G’ zawiera wir. Poniewaz G C F’, to samo
dotyezy figury F’. Obracajac wszystkie strzatki figury 7’ o kat — 90°, otrzymujemy
z powrotem figure G. Przy tym obrocie wiry przechodzg na wiry, a wiec mamy (I).
W przypadku (I) figura I’ zawiera wir, bo G CF.

W. Szlenk (Warszawa)

50*. Czy dla kazidej liczby p przedzialu 1 < p < 2 istnieje (*) wielomian o wspdl-
czynnikach zespolonych ay+ a,z+ a,2%, taki ze
lagl?+ [a, P+ |ap|® = 1 oraz  suplay+ a,7+ ap2?] <1?
12j=1
A. Pelezyriski (Warszawa)

OdpowiedZ na pytanie postawione w zadaniu jest twierdzaca. Jezeli bowiem
1 <p <2, to
' . pln(l—4a?)
lim ————- =0,
z0r 2In(1— 22P)

skad wynika, Zze dostatecznie blisko zera istnieje liczba a > 0 spelniajaca nieréwnosé
pln (1— 4a?)
21n (1 — 2aP)
Zatem 2In(l— 2aP) <pln(l— 4a?), a wige takze
4a2+ (1—2aP)2P < 1.

Zadany wielomian ma wspélezynniki ay = a, = @ oraz a, = (1— 2aP)/P /2,
Rzeczywikcie, suma p-tych poteg ich moduléw jest réwna 1 i dla kazdego z = eif,
gdzie —mw <6 < w, mamy -

|ag+ a2+ ag2?| = V@ (0),
jesli przyjaé : :
D(0) = |a+ (1— 2aP)P O+ 4 qe2i0)2,

Funkeja @ w przedziale —n < 0 < = osigga kresy gérne w punktach 01 +m,

bowiem @'(0) = — 2a%8in260. Ale poniewaz

D(0) = D(n) = O(—x) = 4a® | (1— 2aP)2P,

wiee kres gérny pierwiastka kwadratowego z tej funkeji w przedziale — = <0 < =
jest mmniejszy od 1.
R. Jajte (Lodz)

(") Istnienie takiego wielomianu dla p = 1 zostalo wykazane w rozwigzaniu
zadania 12, podanym przez R. Jajte (Roezniki PTM, Seria I1: Wiadom. Mat. 5 (1962),
str. 117).
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55. Udowodnié, Ze jesli a > 0, to

=] on
1+ V. -
[Il T2 a - a . ,

. = Ina

W. Holsztynski (Warszawa)

Przede wszystkim nalezaloby w zadaniu wylaczyé przypadek a = 1, wtedy
bowiem traci sens wyrazenie po prawej stronie rownosei. Jezeli jednak, na zasadzie
dodatkowej umowy, za warto$é tego wyrazenia dla a = 1 uwazaé jego granice przy
zmiennym a — 1, to wéwezas zastrzezenie jest zbedne.

Niech 0 <a % 1. Przez pn(a) oznaczmy m-ty iloczyn czesciowy iloczynu nie-
skoficzonego wystepujacego po lewej stronie réwnosei. Poniewaz

Mpula)(1—a2™™) = 2%} (1+ a2 )31+ a2 ). 31+ a2 "4+ a2 (1—at ") =

=+ )1+ . +a T a—aT ) =

wiec
1—a)2—" s 1—a)x
lim pyp(a) = lim ( )—n = lim ( )x-
s n—soe  1—a? zs0 1—a
; l1—a a—1
= lim 2 ’
=0 —a"lna Ina

W przypadku ¢ = 1 mamy pp(l) = 1 dla n = 1,2, ... oraz

. a—1 .
lim - —— = lima = 1.
a—s1 Ina a1

Z. Charzyhiski (Lodz)



