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Recenzje

J. Aczél und 8. Gotab, Funktionalgleichungen der Theorie der geo-
metrischen Objekte, Monografie Matematyczne tom 39, Panstwowe Wy-
dawnictwo Naukowe, Warszawa 1960, str. 172.

Pojecie obiektu geometrycznego zawarte jest juz w pracach G. Ricciego (1887)
i F. Kleina (1909). W latach 1926 - 1932 wielu wybitnych geometréw (E. R. van Kampen,
J. A. Schouten, J. M. Thomas, O. Veblen, J. H. C. Whitehead) podejmowalo liczne
préby écistego zdefiniowania pojecia obiektu geometrycznego. Swiadezy to, z jed-
nej strony, ze powstala w tym czasie potrzeba zdefiniowania tego pojecia, z drugiej
zad, ze jego sprecyzowanie przedstawialo duze trudnoéci. Pierwsza poprawng defi-
nicje obiektu geometrycznego podal A. Wundheiler w roku 1934 na I Miedzynaro-
dowej Konferencji Geometrii Rézniczkowej w Moskwie. Teorig obiektéw geometryez-
nych zajmowalo sie wielu autoréw. Wainy wklad w rozwéj tej teorii wnidst rowniez
S. Golab. W oparciu o klasyczna definicje A. Wundheilera uzyskat S. Golab szereg
interesujacyech wynikéw za pomocy réwnan funkeyjnych przy stosunkowo stabych
zatozeniach regularnodci. Rozw0j tej metody badan w teorii obiektéw geometrycz-
nych zostal znacznie przyspieszony, gdy zainteresowal sie nia J. Aczél, jeden z nie-
licznych specjalistéw w teorii rownan funkeyjnych. J. Aczélowi udalo sig¢ uzyskaé
wiele wynikoéw 8. Golaba przy jeszeze slabszych zalozeniach regularnofei. Owocem
wspolpracy J. Aczéla i S. Golagba w teorii obiektéw geometrycznych jest wlasnie
recenzowana ksigzka. Celem jej bylo:

1° Zebranie i usystematyzowanie wynikéw uzyskanych przez autoréw badz
ich uezniéw w teorii obiektéw geometryeznych za pomoca réwnan funkeyjnych.
Ze wzgledu na duzg ilo&é prac i wynikéw z tego zakresu rozrzuconych po réznych
czasopismach tego rodzaju usystematyzowanie stalo sie koniecznodcia, aby mée
wladeiwie planowaé dalsze badania.

2° Przedstawienie najwazniejszych pojeé i probleméw teorii obiektéw geome-
trycznych oraz metod ich rozwiazywania w ten sposéb, by mogly byé one zrozumiate
rownieZz dla czytelnika nie znajgcego tej teorii. Chodzilo mianowicie o zaintereso-
wanie teorig obiektéw geometrycznych i weiagniecie do wspélpracy mozliwie sze-
rokiego grona czytelnikow.

Wydaje mi sie, Ze oba te cele zostaly w pelni zrealizowane. Mozliwie prosty
i jasny sposéb przedstawienia ulatwil specjalnie zrealizowanie drugiego z nich,
co w tego typu publikacjach specjalistycznych weale nie jest rzeczn latwg. W sumie
publikacja jest waina i interesujaca.

Jakkolwiek problem klasyfikacji réwnah funkeyjnych nie zostal dotychezas
w pelni rozwigzany, to jednak wiadomo, Ze w teorii obiektéw geometrycznych od-
grywa role pewien specjalny typ réwnan funkeyjnyeh. Ten wlasnie typ rdéwnan
funkeyjnych jest rozpatrywany w omawianej ksiazce, ich wlasnosci, metody roz-
wigzywania i wyniki. Treécia ksipzki s wiee dwa gléwne tematy: pewien typ réwnan
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funkeyjnych i wyniki uzyskane za ich pomoca w teorii obiektow geometrycznych.
Te dwa tematy znajduja swo6j wyraz zaréwno w tytule ksigzki (Funktionalgleichungen
der Theorie der geometrischen Objekte), jak réwniez w sposobie redagowania wszyst-
kich wynikéw. Kazdy prawie wynik jest redagowany dwukrotnie. Z jednej strony
jako wynik dotyczacy pewnego réwnania funkeyjnego (ewentualnie ukiadu réwnan),
z drugiej jest interpretowany jako wynik w teorii obiektow geometrycznych.

Ksiazka sklada sie z nastepujacyeh czeéci: I. Einleitung, II. Klassifikations-
theorie, ITI. Algebra der Objekte, IV. Kovariante Ableitung, V. Weitere Probleme,
VI. Literaturverzeichnis, Namen- und Sachverzeichnis.

Czesé 1 zawiera najwazniejsze pojecia teorii obiektéw geometrycznyeh, a mia-
nowicie: pojecie przestrzeni arytmetycznej i geometrycznej, ukladu wspolrzednych
i jego transformacji, pseudogrupy i grupoidu, obiektu geometrycznego, komitanty,
réwnowaznoéei obiektéw geometryeznych itd. Cze$é ta konezy sie zasada, ktéra
pozwala wyznaczanie komitant sprowadzié do mozliwie najprostszych wérdd obiek-
tow réwnowaznych.

W czeéei drugiej autorowie zajmuja sie podstawowym problemem teorii obiek-
tow geometrycznych, tzn. klasyfikacja obiektéw. Polega ona na wyznaczaniu obiek-
toéw okreslonego typu i badaniu ich réwnowaznogei. Jak wiadomo, specjalny obiekt
geometryezny jest wyznaczony przez regule transformacji

ot = D(w; &, &, A% AT )
przy zmianie ukladu wspélrzednyeh; w, o, 4%, ..., AEI" ".‘s oznaczaja odpowiednio
wspolrzedne obiektu w ukladzie U, U oraz pochodne czastkowe transformacji, ktora

prowadzi od ukladu U do U. Tréjke liezb, z ktérych pierwsza m oznacza liczbe skia-
dowych obiektu, druga » —wymiar przestrzeni, a trzecia s —klase, tzn. najwyiszy rzad
pochodnej, ktora wystepuje w regule transformacji, nazywamy typem obiektu geo-
metrycznego. Obiekt nazywa sie nierdéniczkowy lub czysto réiniczkowy, jezeli w re-
gule transformacji nie wystepuja pochodne transformacji ukladu lub nie wystepuja

wspoélrzedne punktu &k & w ukladzie U i U. Zostaly wyznaezone i sklasyfikowane

wszystkie obiekty nieréiniczkowe bez zadnych zalozen regularnoéci. Poniewaz kazdy
specjalny obiekt geometryczny otrzymaé¢ mozna z pewnego obiektu nierézniczkowego
i ezysto réiniczkowego, zostaly dalsze rozwazania ograniczone tylko do obiektow
czysto rozniezkowych. I tak przy zalozeniu ciaglosei i pewnym dodatkowym zalo-
zenin ‘wyznaczone zostaly wszystkie obiekty typu [1,1,13, [1,1,2], [1,1, 3],
oraz udowodniono, ze nie istnieja obiekty klasy [1, 1,r], » > 4. Przy zaloZeniu kla-
8y C1 i pewnym dodatkowym zaloZeniu wyznaczone zostaly wszystkie obiekty typu
[L,n,1]. Zostal nastepnie udowodniony pewien lemat, ktéry pozwala wyznaczyé
wszystkie obiekty o ilofci skladowyeh nie mniejszej od ilosei parametréw wystepu-
jacych w regule transformacji (niezaleznych pochodnych czastkowych). Stosowanie
tego lematu nie wymaga wprawdzie zadnych zalozen regularnosei odnosnie do reguly
transformacji, ale naklada na nis pewien warunek jednoznacznej odwracalnosei,
ktéry w istotny sposéb ogranicza ilo§é otrzymanych w ten sposdb obiektow. Za po-
mocy tego lematu zostaly wyznaczone niektore z obiektéw typu [m, 1,r]. Czesé ta
jest zakohczona rozwazaniami dotyczacymi klasyfikacji obiektéw quasiliniowych
oraz rozwazaniami dotyczacymi pewnych wlasnosei pseudowielkosei.

Czefé III zawiera wyniki dotyczace algebry obiektéw. Niech bedzie danych

1 a
q obiektéw 2, ..., 2; mbéwimy, ze obiekty te dopuszezajy algebre z ¢-narny opera-
cja ¥, jezeli obiekt okreslony wzorem
1 q
2= ¥ (Quiiy§2)
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jest réwniez obiektem geometrycznym. Zostaly wyznaczone wszystkie operacje bi-

narne i wszystkie algebry dla obiektéw réwnowaznych skalarom, biskalarom, gestos-
1 2

ciom weylowskim i zwyklym. Operacje ¥ (2, 2) nazywamy uogdlnionym dodawaniem,
jezeli ma ona postaé
1 2

1 2
Y(Q, Q) = FIG(Q)+ H ()],

gdzie F, G i H sg funkejami odwracalnymi jednej zmiennej. Zostala rozstrzygnieta
kwestia dodawania dla G-obiektéw. Algebre obiektéw nazywamy algebrq w wesszym
sensie, jezeli zarébwno obiekty, ktore podlegaja operacji, jak réwniez ich wynik sg
obiektami o tym samym prawie transformacji. Przy zalozeniu klasy C? i pewnych
dodatkowych zalozeniach zostaly wyznaczone zaréwno reguly transformacji obiek-
téw, ktore dopuszczaja algebre w weizszym sensie, jak i réwniez odpowiadajace im
operacje.

Czesé 1V zawiera rozwazania dotyczace wyznaczania pochodnej kowariantnej
obiektéw geometrycznych. Niech bedzie dane pole obiektéw geometryeznych (&)
r-tej klasy. W ogoélnosei komitanta rdzniczkowa s-tej klasy nie jest obiektem geo-
metrycznym. Jezeli jednak istnieje taki obiekt geometryczny I, klasy =+ s, azeby
komitanta rézniczkowa s-tej klasy obiektu £, i I, juz byla obiektem geometryeznym,
tej same]j klasy co 2¢, to nazywamy ja pochodng kowarianing s-tego rzedu obiektu 2.
Zostaly wyznaczone pochodne kowariantne pierwszego rzedu gestoSei zwyklych
i weylowskich oraz obiektéw drugiej klasy o jednej skladowej bez Zadnych zalozeni
regularnosei. Dalej zostala wyznaczona pochodna kowariantna pierwszego rzedu
obiektu o m skladowych klasy 1 i 2, gdy ilo&é skladowych jest nie mniejsza od ilodei
parametréw. Wszystkie powyzsze wyniki dotyeza przestrzeni jednowymiarowe;j.
Wreszcie zostaly przedstawione pewne wyniki dotyczace pochodnej kowariantnej
wektora, ktora jest tensorem o walencji 2. )

Rozdzial V zawiera pewne wyniki teorii obiektéw geometrycznyech, ktore z roz-
nych wzgledéw nie zostaly przedstawione w rozdzialach poprzednich. Rozwazania
tego rozdzialu podzielié mozna na dwie czeSci. Jedne dotyecza komitant algebraicz-
nych pewnych obiektow geometryeznych (komitanta gestodci, skalarne komitanty
wektora, tensorowe komitanty wektora, komitanty typu [1, 2, 1] wektora, skalarne
komitanty tensora, skalarne komitanty pary wektoréw), drugie za§ komitant réz-
niczkowych (komitanty rézniczkowe gestosei, pochodna Lie'go wektora kontra-
i kowariantnego i gestosci). Na zakonczenie tego rozdzialu autorowie podaja pewne
otwarte problemy teorii obiektéw geometrycznych. Problemy te zostaly zebrane
w dzialy odpowiadajace podstawowym dzialom tej teorii. Z przegladu tych proble-
méw wynika, Ze systematyczne badania w teorii obiektéw geometrycznych zostaly
zaledwie zapoczatkowane i duzo jest jeszeze w tej dziedzinie do zrobienia.

Spis literatury obejmuje wszystkie prace zwigzane z teorig obiektéw geometryez-
nych (nie tylko eytowane w ksigice), kiore ukazaly sie w latach 1936-1960.

Jak juz wspomnialem, ksigzka jest interesujaca i pozyteczna zaréwno dla czy-
telnikéw znajaeych teorie obiektéw geometryeznych, jak réwniez dla tych, ktorzy
jej nie znajg. Pierwszym daje systematyczny przeglad wynikéw pewnego specjalnego
typu w tej teorii wraz ze skrupulatnie zebranymi danymi bibliograficznymi. Drugich
zapoznaje z najwazniejszymi pojeciami i problemami oraz pewnymi sposobami ich
rozwingzywania.

8zybki rozwdj teorii obiektéw geometryeznych szezegdélnie w ostatnich czasach
powoduje, ze ksiagzki z tego zakresu starzejqy si¢ bardzo szybko. Dlatego byloby rzeczy
bardzo dobra, gdyby autorowie zecheieli si¢ podjaé nowego poprawionego i uzupelnio-
nego wydania tej wainej pozyecji w naszej literaturze matematyeznej. Za tym prze-
mawia jeszeze fakt, ze wydanie obecne jest juz wyczerpane i Ze jest to jedyna publi-
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kacja typu monograficznego z teorii obiektéw geometryeznych w Polsce, a jedna
z nielicznych na é&wiecie.
Na str. 44, wiersz 17 od goéry, zaszla chyba pomylka przy definicji funkeji A(r).

Powinno byé A(r) = O (logz).
Na str. 166, wiersz 10 od géry, zamiast Invariante powinno byé Invarianten.
Algebra obiektéw geometrycznych jest wlasciwie czedcia teorii komitant. Wy-
daje mi sig, Ze przedstawienie byloby bardziej przejrzyste, gdyby czeié od str. 92
potraktowaé jako teorie komitant, te¢ za$ podzieli¢ na komitanty algebraiczne i réz-
niczkowe. Algebra obiektéw weszlaby w sklad komitant algebraicznych.

M. Kucharzewski

C. Chabauty, A. et F. Chitelet, R. Descombes, Ch. Pisot
et B. Poitou, Introduction a la Théorie des Nombres, Paul Erdos, Quel-
ques problémes de la Théorie des Nombres (Monographies de IL’Enseigne-
ment mathématique No 6), Genewa 1963, str. 135.

Krigzka ta sklada sie z dwoch cze$ci: pierwsza z nich stanowi szesé artykutéow
przegladowych, napisanych przez réinych autoréw i omawiajacych rézne galezie
teorii liczb, druga — zbiér 76 probleméw, ktoérego autorem jest P. Erdos.

Artykuly stanowiace pierwsza czeié byly uprzednio wygloszone w maju 1960 r.
w Grenoble 1 opublikowane w tomach 6-8 czasopisma L’Enseignement mathématique;
sa to (w porzadku, w jakim sy zamieszczone w omawianej ksiaice):

Wstep do geometrii liczb (C. Chabauty), Wstep do analizy diofantycznej (F. Cha-
telet), Zagadnienia aproksymacji diofantycznych (R. Descombes), Wstep do teorii
liczb algebraicznych (Ch. Pisot), Twierdzenie Thue'go-Siegela-Kotha (G. Poitou) oraz
Bibliografia teorii liczb (A. Chéitelet).

Pierwsze pie¢ artykuléw wprowadza czytelnika posiadajacego wyksztaleenie
matematyczne, nie bedacego jednakie specjalista w dziedzinie teorii liczb, w &wiat
pojeé i metod krélowe] matematyki. W artykulach tych jest omdéwiona klasycezna
problematyka przedstawianych dzialéw, a nastepnie podane sa gléwne wyniki osiag-
niete W jej badaniu; artykut Pisota rézni si¢ troche od pozostalych: stanowi on do-
stownie wstep do teorii liezb algebraicznych z calkowitym prawie pominigeiem do-
wodéw prazytoczonych faktow.

Artykul A. Chéateleta dzieli teorie liczb na 12 galezi i do kazdej z nich podaje
odsylacze do bibliografii, obejmujacej 46 pozycji ksiazkowych. Autor poswigca mniej
niz jedng strong na oméwienie przedmiotu badan kazdego dzialu, a w bibliografii
charakteryzuje w kilku wierszach tekstu treéé kaidej ksigzki. W bibliografii figurnje
jedna tylko ksigzka Dicksona — trzytomowa History of the theory of numbers, brak
natomiast innych jego ksiazek. Brak ré6wniez nieznanej moze na Zachodzie, a wartos-
ciowej ksigzki B. Wienkowa (B. A. Beuuos), Jaemenmapras meopus wucea, Moskwa
1937.

Druga czeéé ksiazki to kolejny (po Some unsolved problems, Michigan Math.
Journ. 4 (1957), str. 291-300, Magyar Tud. Akad. Mat. Kutaté Int. Kézl. 6 (1961),
str. 221-254, Problemy ekstremalne w teorit liczh (weg)., Mat. Lapok 13 (1962),
str. 228-255) zbiér probleméw, ktorego autorem jest Erdos. Tym razem podaje on
problemy tylko z teorii liczb, w wiekszo&ei majace charakter kombinatoryezny; autor
we wstepie méwi nawet o kombinatorycznej teorii liczb. Znaczna czedé problemow
aczy sie z licznymi pracami autora.



