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O liczbach Fibonacciego

Jak wiadomo, liczbami Fibonaceiego nazywamy wyrazy ciggu 1,1, 2,
3,5,8,13, ... Oznaczajac n-ty wyraz tego ciagu przez a,, mamy zalei-
noéé¢ a, = @,_;+ a,_,. Liczbe a, mozna tez wyrazié za pomoca n, jak
nastepuje

=5 -5

Wiadomo, ze liczba Fibonacciego moze byé pierwsza tylko wtedy, gdy
numer jej miejsca w ciagu Fibonacciego jest liczba pierwsza — z wyjat-
kiem liczby a, = 3, ktéra jest pierwsza, chociaz jej numer n = 4 jest
liczbg zlozong.

W niniejszej pracy podamy pewna klase liczb Fibonacciego zlozo-
nych, ktéryech numery sa liczbami pierwszymi.

TWIERDZENIE. Jesli p > T 4 2p—1 sq liczbami pierwszymi oraz liczba
p ma postaé

L3
) ] (wzor Bineta).

(3) p=5k+2 (k=1,2,...) b (b)p=>5k—1 (k=1,2,...),

to liczba a, jest zloiona.
Dowdéd. Podnoszae obustronnie do kwadratu réwnosé

e P8 - )

1

i mnozae przez 5-2771 uzyskamy
5a327~" = J[(1+V5)P+ (1 —V5)P]+27,
ezyli
5ap2*P ™" = 1403, 5+ 0y 5°+ ... + 035757 4 57 2%,

gdzie O}, oznaczaja wspélezynniki newtonowskie wystepujace w roz-
kladzie dwumianu (2 <k < 2p—2).
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Mamy 277! = 2(mod2p—1), Ci, = 0(mod2p—1), a wiec
(1) 5a3-2 =1+45"+4(mod2p—1), czyli 2aj=5"""+1(mod2p—1).

Na moey kryterium Eulera, 5°' = (5/2p—1)(mod2p—1), gdzie
(5/2p —1) oznacza symbol Legendre’a.

(a) Niech p = bk--2; wtedy 2p—1 = 10k} 3. Wykorzystujac znane
wlasnodci symbolu Legendre’a uzyskujemy (5/2p—1) = (5/10k-+3) =
= (3/5) = —1. Stad na mocy wzoru (1) otrzymujemy 2a; = —1+1 =
= 0(mod2p—1). Liczba 2aj jest zatem podzielna przez liczbe pierwsza
2p—1, a wiec a, jest podzielna przez 2p—1. Stad, wobec latwej do
sprawdzenia nier6wnosci a, >2p—1, wnosimy, ze liezba a, jest zlozona.

Na przyklad liczby Fibonacciego o numerach 37, 97, 157 sa zlozo-
ne. Sa one podzielne odpowiednio przez 73,193, 313.

(b) Niech p = 5k—1; wtedy 2p—1 = 10k—3. Zatem (5/2p—1) =
= (5/10k—3) = (2/5) = —1. Rozumujac podobnie jak w przypadku (a)
uzyskamy druga czesé tezy twierdzenia.

Na przyklad liczby Fibonaceciego o numerach 19, 79,139,199 sa zlo-
zone. Sa one podzielne odpowiednio przez 37,157, 277, 387.

Udowodnione twierdzenie pozwala przy badaniu liczb pierwszych
w ciagu Fibonacciego nie rozpatrywa¢ liczb o numerach pierwszych
p = bk+2 lub p = 5k—1 takich, ze 2p—1 jest liczbg pierwsza.
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