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A. Rorkiewicz (Warszawa)

O podzielnoscei liczby a"+1 przez n

Celem niniejszego artykulu jest dowod elementarny nastepujacego
twierdzenia.

TWIEBRDZENIE. Dla. kaidej liczby maturalnej a > 1 istnieje nieskoi-
czenie wiele liczb naturalnych wn, dla ktorych n|a™+1 ().

Dowdd. Rozrézniamy tu dwa przypadki.

1) a jest parzyste. Poniewaz a1 jest wowezas nieparzyste i wieksze
od 2, wiee ma dzielnik pierwszy nieparzysty p. Wobec p|a+ 1 1 nieparzys-
togei p mamy a+1|a’+1, a zatem p|a®+1. Wzér n|a"+1 ma wiec
rozwigzanie przy nieparzystym n. Lecz woéwezas a”+1 = nm, gdzie m,
jako dzielnik liezby nieparzystej, jest liczba nieparzysta. Stad ¢"+1|a™" -+
+1 = a1, przy czym, wobec a"+1 >n (gdyz a > 1), liczba n, =
= a"+1 jest nieparzysta, wieksza od n oraz m,|a'+1. Z kazdego roz-
wigzania wzoru m|a"-+1, gdzie n jest liczba nieparzysta, otrzymujemy
wige nowe rozwigzanie, w ktorym = jest wieksza liczba nieparzysta.
Twierdzenie nasze jest wiec prawdziwe dla a parzystych.

2) a jest liczbg wmieparzystq >1. Mamy woéwezas 2|a®+1. Jezeli zas
przy pewnym parzystym n mamy n|a"+1, to, wobec nieparzystosci a,
liczba a™+1 jest postaci 8t4-2 i przeto a"+1 = nk, gdzie k jest liczba
nieparzysta. Stad a"+1|a™+1 = a1+ 1 i dla liczby n, = a*+1 >n
mamy n,|a '+1, gdzie n, jest liczba parzysta. Wynika stad, ze w razie
nieparzystego @ > 1 istnieje nieskonczenie wiele liczb parzystych =,
dla ktorych n|a™-+1. Twierdzenie nasze jest wiec prawdziwe dla a nie-
parzystyech >1.

Udowodniliémy wiec nasze twierdzenie.

Zauwazmy, ze wskazane w naszym dowodzie postepowanie nie daje
wszystkich liezb naturalnych n, dla ktéryeh zachodzi wzér n|a"4-1.

() Rozwigzujac pewne zagadnienie, postawione przez W. Sierpinskiego,
0. Reutter dowi6dl, ze dla kazdej liczby naturalnej a nie bedacej postaci @ = 28—1,
gdzie k = 1, 2, ..., istnieje nieskoficzenie wiele liczb nieparzystych n, dla ktérych
n|a®+ 1 (zob. Elem. Math. 18 (1963), str. 89-90). Opierajac si¢ na tym twierdzeniu
W. Sierpifiski dowiédl tez naszego twierdzenia (zob. tamze 19(1964), str. 106).
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Na przyklad dla a = 2 postepowanie nasze daje dla n kolejno liczby
3,9, 513, ... natomiast mamy tez 27|2"+41, gdyz 27]2°41]2"41.
Dla a = 7 postepowanie nasze daje kolejno na = liczby 2,50, ..., ale
mamy tez 10|7°+1.

Zauwazymy tu jeszeze, ze nasze twierdzenie wynika tez natychmiast
ze wspomnianego przez nas w odsylaczu twierdzenia O. Reuttera. Jezeli
bowiem ¢ = 2 —1, gdzie k jest liczbg naturalng > 1, to a?+1 = 2(mod 4)
i, wobec a >1, liczba a®--1 nie jest potega dwoéjki. W my§l twierdzenia
Reuttera istnieje wiec nieskonezenie wiele liczb nieparzystych n, dla kto-
rych n|(a*)"+1, skad, wobec parzystosei liczby (a®)"+1, wynika, ze
2n|a™ 1.
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