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U"\vaga do artykułu H. Steinhausa 
"Pogadanka (trochę historyezna)" 

H. Steinhaus w artykule [2] postawił pytanie: czy między dwoma 
bezpośrednio po sobie następuj~cymi kołami kratowymi leży zawsze 
koło osobliwe. Przykład kół kratowych o promieniach VS i v9 wykazuje, 
że odpowiedź na to pytanie jest przecz~ca. Istotnie, oznaczaj~c za przy-
kładem Steinhausa przez L(x) liczbę punktów kratowych objętych ko-
łem u,2 +v2 = x mamy, co łatwo sprawdzić, L(8) = 25. Zatem dla x 
z przedziału (8, 9) jest L(x) = 25, z drugiej strony, dla x z tego prze-
działu 1tX > 81t > 25. Udowodnimy 

TWIERDZENIE. Istnieje nieskończenie wiele par kolejnych kól krato-
wych, między którymi nie leży żadne kolo osobliwe. 

Dowód. Na mocy twierdzenia Hardy'ego (patrz [1], Satz 542) 
istnieje ci~g nieskończony licz b rzeczywistych xk rozbieżny do oo i taki, 
że 

(l) 

gdzie c jest pewn~ stał~ dodatni~. 
Niech ak będzie najmniejsz~ liczb~ naturaln~ spełniaj~cą nierów-

ność L(ak)>L(xk), a bk najmniejsz~ liczb~ naturaln~ tak~, że L(bk)> 
> L (ak). Koła u 2 + v2 = ak i u 2 + v2 = bk stanowi~ parę kolejnych kół 
kratowych. Wykażemy, że dla dostatecznie dużych k między tymi ko-
łami nie leży żadne koło oso b li we. Niech U (n) będzie licz b~ rozkładó·w 
liczby naturalnej n na sumę dwu kwadratów liczb całkowitych (z uwzględ­
nieniem porz~dku składników). Dla x z przedziału (ak, bk) mamy 

(2) L(x) = L(ak) = L(xk)+ U(ak)· 

Ponieważ L((v xk+ 1)2) > L(xk), z definicji ak wynika, że 

(3) (V xk+ 1)2 ~ ak. 

Z drugiej strony, dla odpowiedniej stałej d 

(4) U(n) <.dn118 
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(patrz [l] str. 202). Z (1), (3) i (4) otrzymujmny dla dostatecznie du-
żych k 

L(xk)+ U(ak) < nxk-cxk14 +d(Vxk+l)218 < 
< 1tXk- CXk14 + dxk18 + d < 1tXk, 

zatem, wobec (2), dla x z przedziału (ak, bk) mamy L(x) < nak, co kończy 
dowód twierdzenia. 

W związku z artykułem [2] zauważmy jeszcze, że aczkolwiek twier-
dzenie III tego artykułu jest prawdziwe i, jak stwierdza sam autor, daje 
się otrzymać z wyników Hardy'ego, to jednak dowód twierdzenia III 
podany w [2] jest błędny. Błąd tkwi w dowodzie twierdzenia II stano-
wiącego pomost między twierdzeniami I i III. 

W dowodzie twierdzenia II czytamy: "dla x = l· 3 · 5 · ... · ( 4s +l) 
jest L(x) >xn, dla x = 1·3·5· ... ·(48+3)+! jest L(x)< X1t; s jest do-
wolną liczbą naturalną" r Podstawmy 8 = l. Mamy, jak łatwo sprawdzić 

L(l5) = 45 < 157t, L(l05ł) = 333 > (105ł)n. 
Pochodzenie błędu jest następujące. We wzorze wyraźnym dla L(n), 

{ 
n n n } L(n) = 1+4 E -1--E3 +E-5 ... ± ... 

(patrz [2], wzór (2)) po podstawieniu za n liczby 1·3· ... ·(2m+l) nie 
otrzymamy wzoru 

L (n) = l+ 4n {1- ~ -1 -~ + ~ + ... ± 2_ lJ. 
3 5 7 n 

n 
(patrz [2], wzór (3)), gdyż nie wszystkie liczby k (k ~n) są całkowite. 

Co do twierdzenia II, to jego prawdziwość dla dostatecznie dużych 8 

wynika z twierdzenia 537, [1], dotyczącego częstości zmian znaku funk-
cji L(x) -1tX. 
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