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A. ScHinzEL (Warszawa)

Uwaga do artykulu H. Steinhausa
Pogadanka (troche historyczna)”

H. Steinhaus w artykule [2] postawil pytanie: ezy miedzy dwoma
bezposérednio po sobie nastepujacymi kolami kratowymi lezy zawsze
koto osobliwe. Przyklad kol kratowych o promieniach V8 i V9 wykazuje,
ze odpowiedZ na to pytanie jest przeczaca. Istotnie, oznaczajac za przy-
kiladem Steinhausa przez L(x) liczbe punktéw kratowych objetych ko-
lem w?4-9® =2 mamy, co latwo sprawdzié, L(8) = 25. Zatem dla =
z przedziatu (8, 9) jest L(z) = 25, z drugiej strony, dla « z tego prze-
dzialu nx > 8 > 25. Udowodnimy

TWIERDZENIE. Isinieje nieskoticzenie wiele par kolejnych kot krato-
wych, miedzy kidrymi nie ledy Zadne kolo osobliwe.

Dowéd. Na mocy twierdzenia Hardy’ego (patrz [1], Satz 542)
istnieje cigg nieskoneczony liczb rzeczywistych a; rozbiezny do oo i taki,
Ze .

(1) L(x) < wawy,— cxy (logay)'*,

gdzie ¢ jest pewna stala dodatnig.

Niech a; bedzie najmniejsza liczba naturalng spelniajacg nierow-
no§¢ L(a) > L(x;), a b, najmniejszg liczba naturalng taka, ze L(b;) >
> L(a,). Kola u?4 92 = a; i u®+v®= b, stanowig pare kolejnych kot
kratowych. Wykazemy, ze dla dostatecznie duzych %k miedzy tymi ko-
lami nie lezy zadne kolo osobliwe. Niech U(n) bedzie liczbg rozkladow
liczby naturalnej » na sume dwu kwadratéw liczb calkowitych (z uwzgled-
nieniem porzadku skladnikéw). Dla x z przedzialu (ag, b;) mamy

(2 - L(x) = L(ax) = L(@x)+ U(a).

Poniewaz L((Vap+ 1)) > L(xx), 7 definicji a; wynika, ze
(3) (Var+1)* > a.

Z drugiej strony, dla odpowiedniej stalej d
(4) U(n) <.dn'®
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(patrz [1] str. 202). Z (1), (3) i (4) otrzymujemy dla dostatecznie du-
zych k

L(@) + U(ag) < mate— eahl* + d (Va4 1)° <
< nay— et +daiP 4+ d < way.,

zatem, wobec (2), dla z z przedzialu (a;, b,) mamy L(x) < mag, co konezy
dowéd twierdzenia.

W zwigzku z artykulem [2] zauwazmy jeszcze, Ze aczkolwiek twier-
dzenie III tego artykulu jest prawdziwe i, jak stwierdza sam autor, daje
si¢ otrzymaé z wynikéw Hardy’ego, to jednak dowdéd twierdzenia ITI
podany w [2] jest bledny. Blad tkwi w dowodzie twierdzenia II stano-
wigcego pomost miedzy twierdzeniami I i ITI.

W dowodzie twierdzenia II czytamy: ,dla @ =1-3-5-...-(4s+}1)
jest L(x) >or, dla © = 1:3-5-...-(45+3)+3 jest L(x) < on; s jest do-
wolng liczba naturalng”. Podstawmy s = 1. Mamy, jak latwo sprawdzié¢

L(15) = 45 < 156w, L(105%) = 333 > (1054)~.
Pochodzenie bledu jest nastepujace. We wzorze wyrainym dla L(n),

|

n n n
L(n) = 1+4{E---- —Eo 4B k.
1 3 5 l

(patrz [2], wzor (2)) po podstawieniu za n liczby 1-3-...-(2m-1) nie
otrzymamy wzoru
1)

Ln) =1 4{1 A et
(#) =1Hampl—gtgtg ety

n
(patrz [2], wzér (3)), gdyz nie wszystkie liczby T (k < n) sa catkowite.

Co do twierdzenia II, to jego prawdziwosé dla dostatecznie duzych s
wynika z twierdzenia 537, [1], dotyezacego czestosci zmian znaku funk-
cji L(x)—nw.
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