o0
ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO fwmpm
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE VIIL (1965) 1897

S. HartMAN (Wroclaw)

Osiagniecia naukowe XX-lecia w zakresie matematyki*

I

Przed wojna bylo w Polsce okolo 100 twoérezo pracujacych mate-
matykéw. Przeszlo polowa postradala zycie w czasie wojny — z nich
prawie wszysey zamordowani przez niemieckie wiladze okupacyjne. Na
domiar tej kleski bezposrednio po wojnie zmarl koryfeusz matematyki
polskiej Stefan Banach oraz matematyk warszawski, uczony bujnego
talentu, Stefan Mazurkiewicz. Obecnie w Polsce pracuje tworczo okolo
500 matematykéw, ktdorzy lacznie publikujg przecietnie okolo 400 prac
rocznie. Znakomita wiekszosé tych prac oglaszana jest w polskich czaso-
pismach matematyeznych, ktéryeh jest 9 (przed wojng 5). Tak przedsta-
wia gie w skapyeh danyech liezbowych pogrom i odrodzenie si¢ matema-
tyki polskiej.

Wiadomo powszechnie, ze katastrofa wojenna poczynila spustosze-
nia w calym polskim zyciu kulturalnym i ze pozZniejszy jego rozwdj
doprowadzil do przekroczenia poziomu przedwojennego. Nazwiska polskich
tworecéw pojawiaja sie czesto na forum Swiatowym w takich dziedzi-
nach, w ktérych dawniej prawie nie byly znane. Opréez ogdlnych przy-
czyn tego zjawiska, jak przyspieszenie tempa zmian i ewolueji na catym
swiecie, jak emancypacja upoS§ledzonych warstw spolecznych w Polsce,
istnieja jeszcze dla kazdej dziedziny nauki i kultury specjalne przyeczyny
rozwoju i specjalne warunki, od ktéryeh on zalezy. Wyjaénienie tych
przyezyn i warunkéw w odniesienin do matematyki jest jednym z zadan
tego referatu.

Matematyka nie nalezy do dziedzin 'zﬁwojowanych przez nauke
polska dopiero niedawno. Wprost przeeiwnie, w okresie miedzywojennym
matematyka polska chlubnie zaslynela. Trzeba sobie zdaé sprawe z tego,
czy iloSciowy jej wzrost zilustrowany przed chwilg kilkoma liezbami,
idzie w parze ze wzrostem jej znaczenia i wplywow. Na to pytanie trudno
odpowiedzieé¢ od razu i jednoznacznie.

* Referat opracowany dla Komitetu Matematycznego PAN na podstawie ma-
terialow dostarczonych przez E. Marczewskiego, J. Oderfelda, T. Wazewskiego
i innych.
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Polska szkola matematyczna przed wojna dawala sie dobrze okres-
lié: to byla w Warszawie teoria mnogogei, topologia i funkcje rzeczywiste
z Sierpinskim i Kuratowskim na ezele i logika matematyezna z Lukasie-
wiczem i Tarskim oraz we Lwowie analiza funkcjonalna z Banachem
na czele. Miode dzialy ,warszawskie”, zaliczane dzisiaj do tzw. podsta-
wowych dzialéw matematyki, byly $wiadomie rozwijane z inicjatywy
Zygmunta Janiszewskiego, gdyz dawaly wiecej szans startujacemu Sro-
dowisku niz dzialy klasyczne, w ktdérych byliémy znacznie wyprzedzeni
przez ofrodki zachodnie. Zupelnie nowy dzial, analiza funkcjonalna,
byl w znaeznym stopniu stworzony przez Banacha; jego dzielo, konty-
nuowane przez uczniéw i wspélpracownikoéw, stalo sie kamieniem milo-
wym w historii matematyki, co juz dzi§ Smialo mozna stwierdzié. Poza
tym w Polsce przedwojennej uprawiane byly i inne dyscypliny matema-
tyczne, ale tylko przez oddzielnych uczonych (np. przez S. Zarembe,
A. Zygmunda, M. Biernackiego). A wiee, reasumujae, bardzo wysoki
poziom i donioste odkryecia w kilku waskich zakresach.

Powojenna matematyka polska nie mogla zachowaé¢ tego oblicza.
Gdyby utrzymaé¢ taka jednostronnos¢, matematyka w Polsce nie mo-
glaby ani shuzyé technice i gospodarce krajowej, ani nadgzaé za mate-
matyks $wiatowa, w ktdrej po wojnie nie tylko pojawily sie nowe specjal-
nofci, ale takze wielkie syntezy. Wzajemne przenikanie gie teorii i metod
wymaga stalej wspolpracy matematykéw o réznorodnych specjalnoseiach,
a takze stwarza zapotrzebowanie na uczonych o wszechstronnej wiedzy
i szerokich horyzontach. Dlatego c¢i matematycy polsey, ktorzy zostali
przy zyciu po wojnie, a przede wszystkim kierownicy odpowiedzialni
za organizacje badan, nie mieli watpliwodei, ze dzialy tzw. klasyczne,
jak teoria réwnan rézniczkowych lub funkeji analityeznych, zbyt slabo
rozwiniete przed wojna, musza znalezé nalezne sobie miejsce. Ponadto
trzeba bylo rozpoczaé prace nad bezposrednimi zastosowaniami mate-
matyki do zagadnien technicznych, gospodarczych i przyrodniczych.
Dawniej bardzo malo pracowano w tej dziedzinie; bezposrednio po woj-
nie wielka inicjatywe w tym kierunku rozwingt H. Steinhaus. Rachunek
prawdopodobienistwa reprezentowany byl przed wojng przez kilku wy-
bitnych analitykéow, jak A. Zygmund, J. Marcinkiewicz, H. Steinhaus
i A. Rajchman, a jego dyscyplina pochodna — statystyka matematycz-
na — gléwnie przez J. Splawe-Neymana. Te dzialy, szczegolnie bliskie
praktyeznym zastosowaniom, trzeba bylo po wojnie nie tylko utrzymad,
ale i rozwinaé przyciagajac do nich liczniejszyeh matematykow. W za-
kresie dalszym od zastosowan na debet zapisaé¢ nalezalo algebre, gdyz
jej rola w matematyce wspolczesnej wzrosta bardzo, a w Polsce przed
wojng nie uprawiano jej prawie weale. Te wszystkie zamierzenia reali-
zowaé trzeba bylo nie zaniedbujac tradycyjnych ,polskich dzialéw”, jak
topologia czy tez analiza funkcjonalna. Takie zadania stanely od razu
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przed matematyksa polsks, okrutnie zdewastowang biologicznie i mate-
rialnie, pozbawiong wydawnictw i bibliotek.

Juz pierwsze miesiagce po wyzwoleniu kraju napawaly optymizmem,
gdyz tworeza praca matematyczna zaczela sie od razu, zaréwno w starych
uniwersytetach, jak i w nowo kreowanych w Lublinie, Lodzi, Wroclawiu
i Toruniu oraz w oddzialach Polskiego Towarzystwa Matematycznego,
dawnych i nowych, zwlaszeza we Wroclawiu. Naukowe zycie matema-
tyczne koncentrowalo si¢ wtedy, jak i przed wojna, w Polskim Towa-
warzystwie Matematycznym. Ta organizacja spoleczna, mimo silnych
tradycji i wielkich zastug dla nauki, nie mogla catkowicie przejaé nowych
rozlegtych zadan, ktére nalezalo centralnie planowaé¢ i systematycznie
rozwigzywacé. Dlatego Polskie Towarzystwo Matematyeczne zwrdcilo sie
do wladz o powolanie do zycia Panstwowego Instytutu Matema-
tyeznego, jako gléwnej instytucji planujacej, koordynujacej i wykonu-
jacej badania naukowe. Pozytywna decyzja zapadla w r. 1948. W sklad
instytutu, przeksztalconego poéZniej w Instytut Matematyczny PAN,
weszla wiekszo§¢ matematykéw polskich, czynnych woéwezas nankowo,
a dyrekeje objat gléwny jego inicjator i organizator, Kazimierz Kuratowski.
Od tej pory osiggniecia i rozwéj matematyki polskiej daja sie w przewa-
zajgce] czescel odezytaé z prae, ktére wyszly z Instytutu Matematycznego
lub byly wykonywane pod jego egida.

Sama idea stworzenia instytutu byla znaecznie starsza, pojawia sie
juz u Janiszewskiego i wraca w uchwalach przedwojennego Komitetu
Matematycznego Rady Nauk Scistych i Stosowanyech, nie zostala jednak
nigdy przedtem zrealizowana. Instytut zostal podzielony na grupy badaw-
cze, nazwane po6zniej dzialami. Do jednego dzialu wchodza matematycy
pracujgcy we wspolnej specjalnodei. Stala wspélpraca badaezy i ich re-
gularne zebrania roboecze sa istotnym elementem dzialalnosei tworezej
Instytutu i wywodzg sie¢ z tradycji matematyki polskiej. Bardzo wiele
prac ma wiecej niz jednego autora, a wiele prac pojedyneczych autoréw
nie powstatoby nigdy, gdyby nie rozmowy, wspélne seminaria, réine
sugestie kolegow, trudne nieraz do wyodrebnienia w tekécie pracy, slo-
wem gdyby nie duch i nastrdj okre§lany mianem atmosfery naukowej.
Niektore dzialy Instytutu maja zwarta tematyke, inne bardzo rozlegla
i zréznicowang, ale kazdy dzial jest zespolony wspélnymi zaintereso-
waniami, glebokim porozumieniem naukowym i osobg kierownika. Liczba
statych seminariow prowadzonych przez wszystkie dzialy Instytutu
razem w calym kraju wynosila np. w r. 1962 ponad 30.

Mimo swego centralnego znaczenia, Instytut Matematyczny PAN
nie skupia calej tworczej pracy matematycznej, i to zwlaszeza od r. 1962,
gdy ponad 40 pracownikéw opuscilo Instytut. Wazne osrodki matema-
tycznej pracy badaweze] ezynne sa réwniez na uczelniach. Na wszyst-
kich 7 panstwowych uniwersytetach istnieje matematyka jako oddzielny
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kierunek studiéw. Obok najwiekszych ofrodkéw uniwersyteckich (w War-
szawie, Wroclawiu i Krakowie) sag mniejsze, ale nawet te, ktore sa slabe
liczebnie, nie sa stabe naukowo. W ofrodkach nielicznych (jak Lublin,
Torun, L6dz) mniejszy jest wachlarz uprawianych dyscyplin, ale kazde
grodowisko uniwersyteckie ma swoja specjalnos§é, w ktorej jest wybitne
(analiza, funkcjonalna w Poznaniu, funkeje analityczne w Lodzi i Lubli-
nie, algebra w Toruniu). Osrodki matematyczne na politechnikach,
a jeszcze bardzie] w wyzszych szkolach ekonomicznych i rolniezych
na ogoél cierpia na niedobér pracownikéw naukowych, co nawet stalo sie
przedmiotem szczegélnej uwagi na XI Plenum KC PZPR. Obecnie czy-
nione sg wysitki, zeby je wzmocnié¢. Mimo szczuplosei kadry i na tych
uezelniach notuje sie¢ interesujace wyniki naukowe.

Polskie Towarzystwo Matematyczne nie spelmia juz dzisiaj roli
jedynej instytucji grupujacej badaczy. Posiedzenia naukowe oddzialow
Towarzystwa nie skupiaja, jak niegdys, wszystkich matematykéw da-
nego srodowiska. Duza liczba specjalnych seminariéw i konwersatoriow
badawezych tlumaczy to dostatecznie. Jednak rola naukowa tego To-
warzystwa jest nadal powazna: tam jest miejsce na przeglad wynikéw
i na dyskusje wsréd matematykéw réznych specjalnosci. Bez takich
dyskusji grozi specjalistom zacienienie i utrata perspektyw. Poza tym
Towarzystwo Matematyczne jest organem opiniodawezym w wielu spra-
wach, jak np. nauczanie matematyki w szkolach Srednich i wyzszych,
a takze wydaje dwa czasopisma naukowe w jezyku polskim i w jezykach
obeych.

Il

Na jedno z czolowych miejsc w polskiej tworezoseci matematycznej
wysuwa sie szkola podstaw matematyki, ktéora w Polsce ma pigkna tra-
dycje. Od Jana Lukasiewicza historia tej szkoly biegnie przez A. Tarskie-
go, A. Mostowskiego, H. Rasiowsg, J. Losia do mlodych, dzi§ zywo pracu-
jacych badaczy (na przyklad A. Ehrenfeucht, A. Grzegorczyk). Oprocz
matematyk6w po$wiecajacych sie przede wszystkim logice, réwniez inni,
jak 8. Mazur, R. Sikorski i C. Ryll-Nardzewski maja powazne wyniki
w tej dziedzinie. Spofréd licznych odkryé¢ wymienimy plodne i ciekawe
pojecie kategoryeznofci systeméw w danej mocy, co oznacza, ze wszystkie
modele systemu, ktére maja te wlasnie moe, sa izomorficzne. Pojecie to
wprowadzil Lo§ i w tym samym eczasie niezaleznie Amerykanin Vaught.
Rasiowa, Sikorski i Mostowski zastosowali metode modeli algebro-to-
pologicznych do logiki intuicjonistyeznej i do innyeh systeméw logicz-
nych, kontynuujac w ten sposéb badania, ktérych idea wywodzi sie
od Boole’a. Uzyskali ta metoda dowody twierdzen o zupelmosei. Na grun-
cie przelomowych odkryé¢ Godla nudowodnit Ryll-Nardzewski, ze aksjo-
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mat indukeji w arytmetyce elementarnej nie da sie zastapié skoriezonym
ukladem aksjomatéw. Oprécz tych badan nalezaeych do teorii modeli,
zajmowano sie z duzym sukcesem tak zwang analizg obliczalng i funk-
cjami rekurencyjnymi (Mazur, Mostowski, Grzegorczyk). Poczatki tych
prac przypadajg jeszeze na okres przedwojenny (Banach, Mazur),
a ich idea poléga na zbadaniu, jak wiele z matematyki klasycznej mozna
uzyskaé operujac jedynie takimi funkejami, dla ktérych istnieja wy-
razne algorytmy obliczania warto$ci. Podstawowe pojecia logiczne oraz
logiki wielowarto§ciowe byly przedmiotem owoenych badan J. Shipec-
kiego, L. Borkowskiego i A. Mostowskiego.

A. Ehrenfeucht, A. Grzegorczyk, S. Jaskowski, A. Mostowski
i W. Szmielew pracowali nad teorig rozstrzygalnodei uzyskujac dowody
rozstrzygalnogei lub nierozstrzygalnosei dla réznyeh teorii zaksjoma-
tyzowanych, na przyklad dla algebry Boole’a lub grup abelowych. Pod-
stawami geometrii zajmowali sie K. Borsuk, L. Dubikajtis i W. Szmielew.
Niedawno J. Myecielski i H. Steinhaus wprowadzili do teorii mnogoseci
interesujacy aksjomat, z ktoérego wynika zaréwno pewnik wyboru dla
rodzin przeliczalnych, jak i mierzalno§é wszystkich zbioréw na proste;j.
Dotychezas nie wiadomo, czy aksjomat ten jest niesprzeczny. Polskie
badania w dziedzinie podstaw matematyki noszg znamie nowoczesnosci
i stanowig istotny ezynnik w rozwoju tej dyscypliny na calym $wiecie.
Odkrycia ostatniej daty dotyczace podstaw teorii mnogogei (P. J. Cohen)
pozwalaja przypuszezaé, ze badania logiczne i metamatematyczne beda
w coraz wigkszym stopniu wplywaly na cala matematyke i coraz bardziej
interesowa¢ beda takze niespecjalistéw, co zreszta obserwuje sie juz od
czasu odkryé Godla.

Algebra mowoczesna jest dyseypling stojaca najblizej podstaw. Wielu
logikow jest jednoczesnie algebraikami. Jednak badania algebraiczne
w Polsce przed wojng byly zaniedbane, choé¢ logiczne byly wysoko roz-
winiete. W miare powstawania nowych syntetycznych teorii rola al-
gebry w matematyce wzrastala i dzi$§ jest znacznie wieksza niz trzydziesei
lat temu. Totez wkrotce po wojnie dalo sie odezué ,spoleczne zapotrze-
bowanie” na algebre wsrdéd matematykoéw polskich, gléwnie mlodej ge-
neracji. J. Losiowi udalo si¢ nie tylko uzyskaé cenne wyniki w teorii
grup, ale takze wychowaé uezniéw, gtéwnie w Toruniu, ktérzy pracowali
dalej w tej dziedzinie, a potem takze w innych dzialach algebry. Zajmo-
wano sie algebra réowniez w Warszawie i we Wroclawiu. Jeszeze dziesieé
lat temu dorobek polskiej algebry byl bardzo szczuply, obecnie za§ mozna
tu zanotowa¢ wiele wynikéw znanych i cytowanych na §wiecie, jak na
przyklad twierdzenia o algebraicznej strukturze sumy prostej zupelnej
grup cyklicznych nieskonczonych (Lo§, Ehrenfeucht), charakteryzacja
algebraiczna grup abelowych zwartyeh (A. Hulanicki), twierdzenia o pod-
grupach wolnych grup topologicznych (S. Balcerzyk, J. Myecielski), roz-
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wigzanie niektoryeh trudnych probleméw Kaplansky’ego z teorii grup
abelowych (E. Sasiada) i inne.

Cykl prac o algebrach Boole’a i monografie tego przedmiotu napisat
Sikorski. Powszechnie znane jest jego twierdzenie o reprezentacji o-al-
gebr Boole’a, udowodnione takze niezaleznie przez Loomisa. Badania
algebraikéw polskich sa czeSciowo przeniknigte metodami topologicz-
nymi, co sie wydaje naturalne wobec istnienia atmosfery topologicznej
w wielu ofrodkach. We Wroclawiu zajmowano sie specjalnie teoria grup
topologicznych jednoczaca w sobie problemy algebry i topologii (S. Hart-
man, A. Hulanicki, J. Mycielski, C. Ryll-Nardzewski). W ostatnich la-
tach rozwinely sie badania w zakresie ogélnych systemow algebraicznych,
wyrosle z abstrakeyjnego pojecia niezaleznofei, ktore wprowadzit E. Mar--
czewski. Prace jego samego oraz wspoOlpracownikéw (A. Goetz, C. Ryll-
-Nardzewski, S. Swierczkowski) dotyczyly gléwnie baz i ukladéw genera-
tor6w w algebrach ogédlnych. Glebokie twierdzenia o reprezentacji nie-
ktérych typow algebr uzyskal K. Urbanik.

Szkola mnogosciowo-topologiczna w Warszawie byla po wojnie zde-
kompletowana, bo nie zyl juz Stefan Mazurkiewicz, ktory poswiecit
topologii wazne prace, odszedl od topologii Waclaw Sierpinski, zwré-
ciwszy sie ku innym dzialom matematyki, a Bronistaw Knaster objat
katedre we Wroclawiu. Mlodsi topologowie przewaznie wyemigrowali
lub zgineli w czasie wojny. Pozostali w Warszawie Kazimierz Kuratowski
i Karol Borsuk i im przypadlo w udziale zalozenie nowej szkoly, ktora
szybko zaczela sie rozwijaé. Nieco pdzniej powstala szkola we Wroclawiu
pod kierownictwem Knastera. W ten sposéb powojenne osiggniecia to-
pologii nalezy §ledzi¢ réwnolegle w tych dwéceh ofrodkach. Poza nimi ba-
dania w tej dziedzinie byly malo uprawiane.

Podstawowe osiagniecia w topologii ogdlnej, dzi§ zwane] raczej
mnogos$ciowa, byly w duzym stopniu dzielem matematykéw polskich
i zostaly przedstawione w dwutomowej monografii Kuratowskiego,
ktorej drugi tom wyszedl z druku juz po wojnie. W pierwszych latach
powojennych ukazal sie cykl prac Kuratowskiego o homotopijnej teorii
funkeji cigglych zmiennej zespolonej. Wyniki zawieraly wiele intere-
sujacych analogii z klasyczng teorig funkeji analityeznych. Twierdzenia
o rozeinaniu przestrzeni euklidesowych bez metod homologicznych
uzyskali Borsuk, Kuratowski i Granas, opierajac si¢ na wlasno§ciach
tzw. grupy kohomotopii, wprowadzonej przez Borsuka. J. Jaworowski
znalazl ciekawe uogdlnienie tego pojecia i jego zwiazki z innymi poje-
ciami topologii algebraicznej.

Kompaktyfikacjami i réznymi uogdlnieniami zwartosei, ktore od-
grywaja ostatnio duzg role nie tylko w topologii, lecz takie we wspol-
czesnej analizie, zajmowali sie¢ S. Mréwka i R. Engelking. Ich badania
wiazg sie z teorig tzw. przestrzeni Hewitta rozwinieta w Stanach Zjedno-
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czonych. Niezmienniczosé zwartosei wzgledem produktowania kartezjan-
skiego nasuwata liczne problemy co do zachowania sie innyeh wlasnosei
topologicznych z tego punktu widzenia. Dotyezyly tych probleméw
prace E. Marczewskiego, R. Sikorskiego i innyech. Wynikami zaintere-
sowala sie moskiewska szkola topologii ogélnej P. S. Aleksandrowa, co
doprowadzilo do powstania teorii tzw. przestrzeni i bikompaktéw dia-
dyeznych, zywo sie obecnie rozwijajacej, zwlaszcza w ZSRR.

Bardziej geometryczny charakter mialy badania Borsuka i jego
uczniow w zakresie teorii wieloscianéw. Udalo sie A. Kosinskiemu znalezé
topologiczng charakteryzacje wielofcianéw i rozmaitodei dwuwymiaro-
wych. W bliskim zwigzku z teoria wielo§cianow stoi stworzona przez
Borsuka teoria retraktéw, ktorej dotyczylo wiele prac (Borsuk, Lelek,
Jaworowski, Sieklucki). Pewne wyniki z teorii funkeji zmiennej rzeczy-
wistej postuzyly do udowodnienia twierdzen w rodzaju twierdzenia Bor-
suka-Ulama o antypodach (Jaworowski i inni).

We Wroclawiu zajmowano sie m. in. topologia tzw. zbioréw dwu-
spojnyeh (B. Knaster, R. Duda), teoria wymiaru i teoriag krzywych
(B. Knaster, K. Urbanik, A. Lelek i in.). Metryezna charakteryzacje
kostki euklidesowej uzyskal W. Nitka. Odwzorowania o krotnoseci skon-
czonej badali Knaster, Lelek i Mioduszewski kontynuujac réwnoczesnie
z topologami radzieckimi badania topologéw amerykanskich. Interesu-
jace pojecia o-spojnosei wprowadzit Myecielski. Ostatnio J. Mioduszewski
uzyskal uniwersalny model dla tak zwanych kontinuéw lancuchowych
za pomoca pomystowej konstrukeji opartej na metodach funkeji rzeczy-
wistych. Podobnymi kwestiami zajmowali sie znani topologowie amery-
kanscy Bing, Moise i inni.

Badania czysto geometryczne byly dawniej w Polsce o wiele mniej
rozwinigete niz topologia. Geometria rézniczkowa byla po wojnie przed-
miotem badan gléwnie w dwoch osrodkach: krakowskim i wroclawskim.

Prace badaweze zespolu krakowskiego pod kierownictwem S. Golaba
mialy za przedmiot dwie dziedziny. Jedng z nich byla teoria obiektéow
geometryeznych, ktora rozwinela sie po drugiej wojnie $wiatowej i upra-
wiana jest wspolezesnie gléwnie w ZSRR i w Holandii. Z teoria obiektow
geometrycznych wigza sie $cifle zagadnienia dotyczace pewnych réwnan
funkeyjnych. Zarowno w teorii obiektéw geometryeznych, jak i w teorii:
rownan funkeyjnyeh zespol krakowski uzyskal wiele interesujgcyeh wy-
nikow (8. Golab, M. Kucharzewski, M. Kuczma, H. Pidek-Lopuszanska
i in.). Z matematykami krakowskimi wspélpracowali w tym zakresie
niektorzy matematycy wegierscy, a przede wszystkim A. Aczél (Mono-
grafia wspolna z S. Golagbem o réwnaniach funkeyjnyeh w teorii obiek-
tow geometrycznych). Badania zespolu krakowskiego szly rownoczesnie
w kierunku klasyeznej geometrii rézniczkowej w przestrzeni ekulide-
sowej. Twierdzenia z tej dziedziny sa formulowane zwykle przy zalo-
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zeniach do§¢é silnej regularnoei. Ot6z zespdl krakowski staral sie uwolnié
je od tych zalozen tak, by mialy sens i byly prawdziwe nawet w punktach
osobliwyeh krzywej lub powierzehni. Stworzono w tym celu odpowied-
nik pojecia kierunkéw asymptotyeznych i asymptot, tréjscianéw Fréneta
w punkecie infleksji, funkeji jednorodnych i indykatrysy Carathéodory’ego
itd., nuogélniono réwnanie Eulera, pojecie gradientu itp. I w tym kierunku
pracownicy zespolu (S. Golab, A. Zajtz, M. Kucharzewski, C. Olech
i inni) uzyskali wiele cennych wynikéw. Za granica w USA zagad-
nieniami takimi zajmowali sie przede wszystkim A. Wintner i P. Hart-
man.

Przedmiotem pracy badawezej zespolu wroclawskiego pod kie-
runkiem Wladystawa Slebodzifiskiego byly gléwnie zagadnienia teorii
koneksji, badane przy zastosowaniu metod i pojeé¢ teorii form zewnetrz-
nych i teorii przestrzeni wléknistych. Dwutomowsa oryginalna monografie
o formach zewnetrznych oglosit W. Slebodziniski. Rézne wyniki w teorii
koneksji otrzymal takzie A. Goetz (koneksje indukowane) i inni. Nalezg
tu tez rezultaty z tak zwanej geometrii tekstylnej (Slebodzinski). Préez
tego zajmowano si¢ zagadnieniami niezmienniczoéei metryki i miary
niezmienniczej w grupach topologicznych i w grupach Liego. Goetz zna-
lazt warunki konieczne i dostateczne istnienia metryki niezmienniczej
w przestrzeniach jednorodnych indukowanych przez grupy topologiczne,
otrzymal tez interesujace twierdzenie o metryzacji grupy izometrii
w przestrzeni jednorodnej oraz o miarach w przestrzeniach wlékni-
styeh.

Badania w dziedzinie analizy mozna sklasyfikowaé¢ odpowiednio
do zakreséw, na ktore sie dzieli ta ogromna galgz matematyki. Ze wszyst-
kich oSrodkéw polskich tylko Krakéw mial powazniejsze tradycje mate-
matyki klasycznej, wywodzace sie od Stanislawa Zaremby. Po wojnie
powstaly tam dwie szkoly analizy: szkola réwnan rézniczkowych pod
kierunkiem Tadeusza Wazewskiego oraz funkeji analityeznych pod Kkie-
runkiem Franciszka Leji. Osrodkiem funkecji analitycznych stal sie
takze uniwersytet Marii Curie-Sklodowskiej (M. Biernacki, a po jego
$mierci uczniowie) oraz uniwersytet 16dzki (Z. Charzynski i wspolpracow-
nicy). Przez pewien czas funkeje analityezne uprawiane byly takze we
Wroclawiu w bliskiej wspélpracy z zespolem I6dzkim, ale ta dzialalnosé
skonczyla sie ze $miercig dwoch badaczy: W. Wolibnera i jego ucznia J. Za-
morskiego. Réwnaniami rézniczkowymi zajmowano sie¢ poza Krakowem
w Lublinie (A. Bielecki) i nieco w innych ofrodkach. W Warszawie roz-
wineta sie pod kierunkiem niezyjacego juz W. Pogorzelskiego szkola
réwnan calkowych. Rachunek wariacyjny uprawiano we Wroclawiu
w zwiazku z teorig gier i podcigu (A. Zieba). Osobng domeng badan sta-
nowila nowoczesna analiza: dystrybucje (J. Mikusinski, S. Lojasiewiez,
R. Sikorski) i operatory (Mikusinski). Trudno w ramach tego referatu
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scharakteryzowaé¢ wazZniejsze osiaggniecia we wszystkich tych dyscypli-
nach. '
Badania krakowskiej szkoly réwnan réiniczkowych pod kierunkiem
T. Wazewskiego, ktore poczatkowo nawiazaly do przedwojennych prac
kierownika, objely stopniowo bardzo szeroki zakres zagadnien. Skon-
struowana przez Wazewskiego tzw. metoda retraktowa, wuogdélniona
w réznych kierunkach (A. Pli§, A. Bielecki, C. Kluczny) okazala si¢ sku-
tecznym narzedziem w wielu zagadnieniach dotyczgcych asymptotyez-
nego przebiegu calek (Z. Mikolajska, Z. Szmydt, K. Tatarkiewicz, C. Olech,
W. Mlak, Z. Kowalski oraz wielu autoréw zagranicznych). Do zagadnie-
nia jednoznacznosci rozwigzan réwnan zwyeczajnych odnosi sie rezultat
Bieleckiego, ktory znalazl pewne warunki konieczne i dostateczne jedno-
znaczno§ci. C. Olech dowidédl, ze mozna wyeliminowaé ciaglo§é z warunkow
jedynosei typu Nagumy. Doniosle osiagniecia uzyskano z teorii stabil-
nofei i globalnej struktury rozwigzan (Z. Butlewski, Z. Opial, C. Olech).
W zwigzku ze stabilno$cia wprowadzono i zastosowano niezmiennicze
pojecie koincydencji asymptotycznej rozwigzan (T. Wazewski, S. Loja-
siewicz, C. Olech). A. Lasota podal w terminach analizy funkejonalnej
metode pozwalajaca wnioskowaé o istnienin rozwigzan obszernej klasy
probleméw nieliniowych (réwnania zwyezajne i czastkowe) na podsta-
wie jedyno$ci rozwiazan odpowiednich probleméw liniowych. Wsrod
wielu wyniké6w w teorii rozwigzan periodycznych, prawie periodyeznych,
oseylujacych i drgan nieliniowyeh (Biernacki, Opial, a takze Lasota,
Olech, Wazewski) niektore okazaly sie definitywne. W zakresie teorii
sterowania stanowiacej jeden z centralnych probleméw nowoczesne]j
techniki liezne wyniki uzyskali A. Pli§, A. Turowicz i T. Wazewski na-
wigzujac do wykrytego przez Wazewskiego zwigzku tej teorii z row-
naniami kontyngensowymi ujetymi w nowy sposéb. W zakresie badan
nad podstawami fizyki S. Lojasiewicz za pomocg nowoczesnego aparatu
matematyeznego precyzyjnie wyprowadzil zasade prac wirtualnych ujety
przezen jako zasada asymptotyczna oraz podal teorie paradoksalnego
wahadla Kapicy. Dla réwnan czastkowych rzedu pierwszego A. Plis
rozstrzygnat postawiony kilkadziesiat lat temu problem generacji roz-
wigzan klasy C!' przez paski charakterystyczne. Przez wprowadzenie
pojecia paskow charakterystycznych rzedu drugiego Plis uzyskal do-
kladne wyznaczenie obszaru regularnosci tego réwnania. Dla réownania
struny drgajacej Z. Szmydt sformulowala nowy problem graniczny obej-
mujaey jako przypadki szezegélne odlegle od siebie problemy klasyczne.
Wyniki w tym kierunku uzyskali rowniez A. Bielecki, A. Lasota i J. Ki-
synski — J. Szarski wykryl i uzupelnil istotng luke w jednej z podsta-
wowych prac Schaudera z zakresu roéwnan hiperbolicznych. A. Krzywicki
i J. Szarski we wspolpracy z N. Aronszajnem (USA) podali silne twier-
dzenie o jednoznacznej przedluzalnofei rozwigzan pewnych réwnan elip-
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tyeznych na rozmaitosciach Riemanna. Pli§ skonstruowal nieoczekiwany
przyklad réwnania eliptyeznego o wysokiej regularnosei, dla ktérego nor-
malny problem Cauchy’ego nie jest jednoznacznie rozwigzalny. B. Bo-
jarski uzyskatl glebokie wyniki z zakresu réwnan eliptyeznych przy bardzo
stabych zalozeniach o prawych stronach. W szkole W. Pogorzelskiego
uzyskano wiele twierdzen o istnieniu rozwigzan probleméw nieliniowych
dla réwnan eliptyeznych, parabolicznych i réwnan hydrodynamiki
(W. Pogorzelski, H. Gruzewska, A. Piskorek, J. Wolska-Bochenek
i inni). Wiele prac po§wiecono teorii rozwigzan podstawowych dla r6wnan
eliptycznych i parabolicznych (szkola Pogorzelskiego oraz M. Krzy-
zaniski i A. Szybiak). Uzyskano zastosowania stochastyezne réwnan para-
bolicznych (M. Krzyzanski, H. Gruzewska). Wilasnogciami linii wezléw
drgajagcej membrany zajmowal si¢ F. Baranski. Rozwd6j waznej dziedziny
nieréwnogei rézniczkowyech jest w wysokim stopniu dzielem matematy-
kow polskich (Szarski, Wazewski, Pli§, Mlak, Opial, Olech, Besala i wielu
innych). Pierwsza w literaturze $wiatowe] monografia J. Szarskiego
poSwiecona nieréwnosciom rézniczkowym 1 ich zastosowaniom jest
w druku.

Z teorig rownan rézniczkowych $ciSle jest zwiazana teoria réwnan
calkowych, nad ktéra pracowal Pogorzelski wraz z ueczniami uzyskujac
rezultaty w zakresie réwnan calkowych osobliwych oraz w zakresie
réwnan eliptycznych i parabolieznych. Niektore z nich maja zastosowanie
do hydrodynamiki. Hydrodynamikg zajmowali si¢ poza tym W. Wo-
libner i A. Krzywicki i otrzymali miedzy innymi interesujace wyniki
dotyczace ruchu w ofrodku cieklym, lepkim, niedcisliwym.

W krakowskiej szkole funkcji analitycznych pracowano przewaznie
metodg punktéw ekstremalnych stworzong przez Leje. Metoda ta pozwo-
lita uzyskaé liczne wyniki z teorii funkeji analitycznych i harmonicznych,
zwlaszeza w obrebie problematyki dotyczacej odwzorowan konformicz-
nych, interpolacji i aproksymacji oraz ogoélnej teorii potencjalu (Leja,
Bach, Goérski, Kleiner, Siciak, Szafirski, Szybiak). Samg metode rozwi-
nieto i zastosowano do funkeji analityeznych wielu zmiennych, ktérymi
matematyey krakowscy (zwlaszcza J. Siciak) zajmujg sie energicznie
od lat kilku. Jest to teoria nowa i zywo sie obecnie rozwija w Swiecie.
Badania krakowskie mimo niedawnej daty ich rozpoczecia sa juz powaznie
zaawansowane. Ogrodki funkeji analitycznych w Lublinie i w Lodzi
zajmowaly sie przewaznie tak zwanymi zagadnieniami ekstremalnymi
dla funkeji réznowarto$ciowyech, na przyklad klasycznym problemem
Bieberbacha i jego analogonami. Nowe metody i oszacowania odkryli
Z. Charzynski i W. Janowski. Rowniez i te problemy interesuja dzi§
znanych specjalistow nie tylko w Polsce. Tematyka bada w Lublinie
(A. Bielecki, J. Krzyz, Z. Lewandowski) byla zblizona, cho¢ metody
odmienne. W Lublinie pracowano takze nad funkejami nier6znowartoscio-
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wymi, tak zwanymi p-listnymi — ciekawe uogdlnienie tego pojecia wpro-
wadzil Biernacki. Biernacki uzyskal takze mocne rezultaty z geometrii
zer wielomianéw.

Szeregami trygonometrycznyms zajmowato sie kilku matematykow.
7. Zahorski osiggngl miedzy innymi bardzo moeny wynik budujae przy-
kiad szeregu, ktéry rézni sie tylko porzadkiem wyrazéw od szeregu Fou-
riera funkeji catkowalnej wraz z kwadratem, a jest rozbiezny na zbiorze
miary dodatniej. Podobny przyklad anonsowal wielki matematyk radziec-
ki Kolmogorow, ale go nie oglosil. Przyklad Zahorskiego i metoda jego
konstrukeji wywolaly duze zainteresowanie specjalistow. J. Meder uzys-
kal ciekawe twierdzenie o sumowalno$ci szeregéw Kouriera roéznymi
metodami. S. Hartman badal ciagi wspélezynnikéw Fouriera i Fouriera-
-Stieltjesa funkeji roznyeh klas.

Teoria dystrybucji stworzona w zasadzie w czterdziestych latach
przez L. Schwartza i F. L. Sobolewa, a wynikla gléwnie z potrzeb fizyki,
wycisnela mocne pietno na calej wspodlezesnej analizie. W Polsce zajmo-
wano sie nig systematycznie. Mikusinski i Sikorski, autorzy monografii
tego przedmiotu, podali nowsa, prostsza definicje dystrybueji, a Loja-
siewicz wprowadzil uzyteczne pojecie wartodei dystrybueji w punkeie,
ktore zainteresowato wszystkich specjalistéw oraz uzyskal glebokie twier-
dzenia o dzielenin dystrybucji przez funkeje. Pojecie dystrybucji jest
uogélnieniem pojecia funkeji; innym jego uogoélnieniem jest pojecie
operatora w postaci wprowadzonej przez Mikusinskiego. Operatory
od dawna byly uzywane do praktycznego rozwiazywania réwnan roz-
niczkowych (Heaviside), ale bylo to tylko uproszezenie techniczne.
Przez odpowiednie i celowe zdefiniowanie operatora i wykorzystanie
glebokich twierdzen z analizy Mikusiniski stworzyl teorie o duzych wa-
lorach poznawczych i praktycznych (na przyklad zastosowania do elektro-
techniki), ktora uzyskata szeroki rozglos.

Teoria dystrybucji i teoria operatoréw wchodza juz czeSciowo
w zakres analizy funkejonalnej. Glownymi ofrodkami analizy funkcjo-
nalnej w Polsce sa Warszawa i Poznan. Bezposrednio po wojnie S. Mazur
i W. Orliez stworzyli teorie tak zwanych przestrzeni B,, zwanych potem
w literaturze zachodniej takze przestrzeniami F. Chodzi tu o uogdlnienie
kapitalnego pojecia przestrzeni Banacha przez zastgpienie postulatow
¢o do normy mniej krepujacymi warunkami, dzieki czemu uzyskuje sie
zastosowania do réznych dzialow analizy zaréwno klasyeznej (na przyklad
funkcje analityczne), jak i wspolezesnej (na przykiad dystrybucje). Teo-
rie te stosowano réwniez do zagadnienia metod limitacji ciggéw i sumacji
szeregow (mocne wyniki C. Rylla-Nardzewskiego i L. Wlodarskiego).
W Warszawie zajmowano sie takze teoria réwnan lihiowyeh w przestrze-
niach Banacha wprowadzajac tu nowe pojecie wyznacznika (T. Lezanski
i R. Sikorski). W Poznaniu rozwijano i uogélniono stworzona przed wojng



12 S. Hartman

teorie przestrzeni Orlicza (W. Orliez, J. Musielak) oraz zbudowano teorie
przestrzeni dwunormowych (A. Alexiewicz, Z. Semadeni). Struktura
przestrzeni funkeji ciaglyeh z réznych punktéw widzenia zajmowali sie
Z. Ciesielski i Z. Semadeni. A. Pelezynski, Z. Semadeni i S. Rolewicz
uzyskali interesujace twierdzenia o charakteryzacji topologicznych przes-
trzeni liniowyech. W polskiej szkole analizy funkecjonalnej pojawiaja sie
czesto nowe nazwiska bardzo mlodych, utalentowanych matematykow,
ktérzy odnosza sukcesy badz to w starszej, tak zwanej klasycznej, proble-
matyee analizy funkcjonalnej, badZ w calkiem wspdlezesnej, gdzie potrafia
osiggnac znaczng erudycje i wykorzystaé ja w swoich pracach. Do nowszych
dziedzin analizy funkcjonalnej nalezg tak zwane algebry Banacha i ich
uogolnienia. U podloza tej teorii lezy przedwojenne odkrycie Mazura, lecz
potem malo sie niag w Polsce zajmowano. W ostatnich latach i na tym
polu zaznaczyl si¢ u nas wyrazny postep (W. Zelazko). Zastosowaniami
analizy funkcjonalnej do probleméw analityeznych w sensie wlasciwym,
na przyklad do réwnan rézniczkowych i eatkowyeh, zajmowal sie K. Mau-
rin (autor monografii o metodach przestrzeni Hilberta), M. Altman (za-
stosowanie do metod numerycznych) i wielu matematykéw zespolu kra-
kowskiego. Duzo pracowano, zwlaszeza we Wroclawiu (E. Marczewski,
C. Ryll-Nardzewski, 8. Gladysz), nad teoriag ergodyczna, ktéra zali-
czana bywa do analizy funkejonalnej ze wzgledu na metody dowodow
i czeSciowo na samg tre§¢ wynikow. Dzieki wzmocnieniu znanych twier-
dzen tej teorii uzyskal C. Ryll-Nardzewski wazny rezultat, dowodzac,
ze funkeje slabo prawie-okresowe na grupach majg $rednig. Problem
ten dlugo opieral sie specjalistom.

W zakresie analizy harmonicznej na grupach i funkeji prawie-okre-
sowych powstaly liezne prace S. Hartmana, C. Rylla-Nardzewskiego,
Z. Semadeniego i innych.

W zakresie funkeji rzeczywistych jednej zmiennej rzeczywistej
pracowala gléwnie szkola l6dzka (Z. Zahorski, J. Lipiniski i ich uczniowie).
Tematyka tych prac obejmowala mnogosciowy charakteryzacje réznych
klas funkeji rzeczywistych zmiennej rzeczywistej, charakteryzacje zbio-
row, w ktorych funkeje lub ciagi funkeji okre§lonego typu maja okreslong
wlasnoéé itd. Nie jest to wprawdzie najmodniejszy w tej chwili na §wiecie
kierunek badan, ale trzeba stwierdzié, ze szkola l6dzka osiggnela w tych
badaniach prawdziwe mistrzostwo, dochodzac do rezultatow, ktorych
nie przekroczyli na ogdt uezeni innych krajéow (na przyklad wyniki Za-
horskiego co do funkeji pochodnych, twierdzenia Lipinskiego o punktach
rozbieznodei ciggu funkeji cigglych do nieskonezonodei i wiele innych).
Funkejami zmiennej rzeczywistej, w szezegélnogei ich wlasnodciami
zwigzanymi z miarg Lebesgue’a zajmowano sie takze w innych osrodkach,
na przyklad w Poznaniu i Wroclawiu. Tematem licznych prac byla teoria
miary, na przyklad w latach czterdziestych kwestie zwiazane z ogdélnym
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zagadnieniem miary (Mazur, Marczewski, Sikorski) i zwigzki miedzy
niezaleznogeia mnogogciows a stochastyczng wraz z miarami w produk-
tach (Marczewski, Sikorski). Zostalo okre§lone pojecie miary zwartej
(Marczewski, Ryll-Nardzewski) jako pewne naturalne zwezenie naj-
ogdlniejszego pojecia miary. Teoria miar zwartych byla nastepnie stoso-
wana przez roznych matematykoéw zagranieznych. Na gruncie teorii
miary uprawiano we Wroclawiu teorie ergodyczng. Badania poszly tu
w kierunku uogélnienia twierdzenia Birkhoffa, zastosowania do ulamkow
lancuchowych i twierdzen losowych. W nastepnych latach badania o te-
matyce ergodycznej przesunely sie do teorii grup topologicznyech i analizy
funkejonalnej.

0Od teorii miary i idei ergodycznych zaczely sie rozwija¢ powojenne
badania w teoris prawdopodobietistwa (Steinhaus, Marczewski), a zwlasz-
cza w teorii procesow stochastycznych nie uprawianej w Polsce przed
wojna, a po wojnie studiowanej i rozwijanej poczatkowo we Wroclawiu,
potem takze w Warszawie, a ostatnio w Poznaniu. Traktowane byly pro-
cesy Poissona i rézne ich uogélnienia (Ryll-Nardzewski), proces Gaus-
sowski czyli miara Wienera (Ciesielski), réznego typu procesy Markowa,
na przyklad procesy urodzin i $mierci, procesy rozgalezienia itd. Urbanik
uzyskal efektowny wynik stwierdzajacy, ze przy pewnych naturalnych
zalozeniach populacja musi z prawdopodobienistwem jeden zmierzaé¢ do
wymarcia lub do nieograniczonego rozmnozenia sie. Zostalo spreeyzo-
wane pojecie procesu efektywnego Steinhausa; uzyskano w tym zakre-
sie mocne rezultaty (Steinhaus i Urbanik). Urbanik rozwinal teori¢ pro-
ceséw stochastycznych, w ktoéryeh realizacjami sa dystrybucje. Z innych
wynikéw probabilistyeznych trzeba wymieni¢ prace M. Fisza i jego ucz-
niéw dotyezace m. in. twierdzenn granicznych o rozkladach dwu-punkto-
wych i n-punktowych. Wyjagniono w znacznym stopniu zwigzki miedzy
wnioskowaniem statystycznym na podstawie prawdopodobienistwa a priori
a wnioskowaniem opartym na pojeciu wiarogodnodei (J. Oderfeld,
. Steinhaus, S. Zubrzycki; pézniej takze matematycy wegierscy).

Teoria liczb tradycyjnie laczona z algebra jest juz w tym stuleciu
dyscypling samodzielna. Jej problematyka jest klasyczna: wlasnosei
liczb, przede wszystkim naturalnych, gdy tymezasem algebra rozwinela
sie w kierunku abstrakeyjnym. Obie dyscypliny maja sobie wzajemnie
duzo do zawdzieczenia, zwlaszeza algebra teorii liezb, ktéra dala pocza-
tek nowym dzialom algebry. Jednak teoria liezb uzywa metod anali-
tycznyeh co najmniej w takim samym stopniu jak algebraicznych. Przed
wojng wazne wyniki z teorii liczb uzyskal w Polsce Waclaw Sierpinski
w pierwszym okresie swojej tworezosei. Pdzniej pracowali na tym polu
A. Walfisz (potem przez wiele lat w ZSRR) i 8. Lubelski, zamordowany
W czasie wojny, a poza tym nikt. Teoria liczb byla podobnie jak algebra
W zaniedbaniu. Juz pierwsze lata powojenne przyniosly zmiane, do pracy
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w dziedzinie teorii liczb bowiem powrdcil Sierpinski i stworzyl w War-
szawie szkole, w ktorej wybil sie szezegdlnie A. Schinzel. Szkola ta uzywa
przewaznie metod elementarnych; tak zwana analityezna teoria liczb
zainteresowal sie pézniej mlody matematyk poznarnski S. Knapowski.
Jego nauczycielem zostal wybitny wegierski teoretyk liczb P. Turan.
Wkrétee powstaly powazne prace Knapowskiego dotyczace miedzy in-
nymi zmian znaku reszty w oszacowaniu ilogei liczb pierwszych w pos-
tepach arytmetyeznych. Otrzymano oszacowanie pewnych funkeji su-
macyjnych zwigzanych z rozkladem liczb pierwszych (S. Knapowski
i W. Stas) oraz idealow pierwszych wediug ich norm (Stag). Schinzel
zajmowal sie badaniem oscylacji funkeji Eulera ¢, cze§ciowo wraz z chinis-
kim matematykiem Wangiem. Nadto uzyskal ciekawe twierdzenia o roz-
" kladzie pierwiastka kwadratowego z tréjmianu kwadratowego na ulamek
lancuchowy i o tak zwanych liczbach Lehmera. We Wroctawiu badano
ergodyczne wlasnodei ulamkéw lanenchowych (Ryll-Nardzewski i Hart-
man) i aproksymacje diofantyczne z warunkami nbocznymi (Hartman,
czesciowo wspolnie z matematykiem wegierskim P. Sziiszem). Ostatnio
we Wroclawiu rozwinela sie tematyka dotyczaca algebraicznej teorii
liczb, a dokladniej odwzorowan cial liczbowych przez wielomiany (in-
teresujace wyniki W. Narkiewicza). Dotychczasowe rezultaty matematy-
kéw polskich w teorii liczb i ksztalcenie miodyeh adeptéw w odpowied-
nich ofrodkach zagranicznych dobrze rokuja o dalszym rozwoju tej dys-
cypliny w Polsce. -

Zastosowania matematyki s3 dzialem w Polsce zupelnie nowym,
a W pewnym sensie sg nowe na Swiecie. Wprawdzie matematyka w ciagu
calej swej historii shuzyla naukom przyrodniczym oraz technice i one
byly Zrédlem jej rozwoju, to jednak matematyka jest co najmniej od stu
lat autonomiczna w stosunku do nauk przyrodniczych, a nieraz nawet
wspélpraca matematykéw z fizykami, mimo $cistej wspolzaleznoSei tych
nauk, trafia na przeszkody z powodu réznicy metod i odmiennego je-
zyka. Jednakze w ostatnich dziesiecioleciach nowe galezie techniki, jak
automatyka, masowa produkecja, komunikacja miedzyplanetarna posta-
wily matematyce nowe bezpodrednie zadania, ktére bynajmniej nie
ograniczaly sie do stosowania gotowyeh metod i wzoréw. Cale galezie
matematyki, zwlaszeza pochodne teorii prawdopodobienstwa, jak teoria
informacji i cybernetyka, zostaly stworzone na uzytek tych nowych
wymagan postepu technicznego. Sci§le naukowo traktowane zagadnie-
nia ekonomiczne, jak transport lub obsluga masowa, staly sie przed-
miotem badari matematycznych. Znacznie wzrdst zasieg zastosowan ma-
tematyki do nauki o przyrodzie zywej. Powstanie takich nazw, jak eko-
nometria, biometria, lingwistyka matematyczna, jest widomym znakiem
obecno$ei nowych typow zastosowan, ktore maja juz swoje katedry,
swoje monografie i czasopisma. Najefektowniejsze sg zastosowania nu-
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meryczne. Wynalazek maszyny elektronowej do szybkiego rachowania
stal sie Zzrodlem zywej problematyki matematyeznej, siegajacej nie tylko
do réznych dziedzin analizy, ale nawet do dzialow do niedawna tak od-
legltych od zastosowan jak algebra abstrakeyjna i logika matematyczna.
Nie po raz pierwszy, ale szczegOlnie jaskrawo, manifestuje sie tu mieo-
oczekiwana praktyezna przydatnodéé wysokich abstrakeji naukowych.

Jak w $wietle tego ogromu zadan, przed ktérym stoja zastosowania,
przedstawiaja sie polskie osiggniecia dwudziestolecia? Mozna stwier-
dzié, ze prace dotyczyly rozleglych dziedzin. Pole zastosowan mozna
z grubsza podzieli¢ na cztery dzialy : nauki przyrodnicze wraz z rolnictwem
i medycyna, gospodarka, fizyka i technika. Zakresy matematyki uzywane
do obshugi tyech dzialow, sa to gléwnie probabilistyka i jej pochodne,
analiza i geometria. Samodzielnym typem zastosowan o ogélnym zna-
czeniu sa metody numeryezne i nauka o maszynach liczgeych.

Lata 1945-1947 byly w dziedzinie zastosowan koniecznym okresem
rozruchu. Nastepnie okrzeplo przede wszystkim drodowisko wroclawskie,
poiniej warszawskie. W obu przypadkach wielka role organizacyjna
spelnil Panstwowy Instytut Matematyczny (obecny Instytut Matema-
tyczny PAN) stwarzajac warunki do kolektywnej pracy. W pewnym
stopniu, choé mniej, zajmowano si¢ zastosowaniami w Lublinie, Poz-
naniu, Krakowie i Gdansku, ostatnio dolaczyla sie réwniez Lodz.

Znamienng cechg tej dziatalnoei bylo wytworzenie sie nowego stylu
wspolpracy miedzy matematykami a osobami korzystajacymi z ich po-
mocy. Polega on na tym, Ze matematycy nie czekaja, az tzw. praktycy
przyniosa im swe zagadnienia w postaci matematycznej i wymagajacej
tylko rozwiazania. Przeciwnie — przylaczaja sie¢ do praey w bardzo
wezesnym stadinm, starajg sie zrozumieé zagadnienie praktyczne i wspol-
nie z praktykami buduja jego model matematyczny.

W zakresie zastosowan do rolnictwa, biologii i medyceyny najwieksze
osiggniecia ma Srodowisko wroclawskie pod kierownictwem H. Stein-
hausa, J. Perkala, S. Zubrzyckiego i J. Lukaszewicza, przy udziale co
najmniej kilkunastu innych oséb. Zasieg wynikow jest bardzo rodzno-
rodny. Plan zasiewéw kukurydzy, matematyczny opis pokrycia Ilak,
klasyfikacja odmian pszenicy, praktyczne pomiary masy drzewnej w la-
sach — mniech beda przykladami zastosowan do rolnictwa i lesnictwa.
We wspolpracy z lekarzami opracowano metody statystycznego badania
niektorych choréb. H. Steinhaus i J. Lukaszewicz oglosili prace z genetyki
matematycznej o grupach krwi i dochodzenin ojcostwa. J. Perkal w diu-
giej serii prac badal cechy iloSciowe charakteryzujace rozwoéj dziecka.
Opracowal tez zagadnienie charakteryzacji obiektéw za pomocsy zespolu
cech, co ma znaczenie dla nauk przyrodniczych w ogdle. J. Oderfeld i jego
wspotpracownicy stworzyli system kontroli produktéw, tak zwanych
sztukowych i przekazali ten system do praktyki, szkolac bardzo licznych
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ekonomistéow i inzynieréw. Stosowano statystyke i teorie proceséw sto-
chastyeznych do teorii zl6z mineralnych (Zubrzycki), rozwinieto badania
operacyjne i ich zastosowanie do problemu optymizacji gospodarczej
(Steinhaus, Oderfeld, potem W. Szware, T. Pietrzykowski i inni). Inne
zastosowania gospodarcze dotyczyly tak zwanej niezawodnosdei urzgdzen,
jeszeze inne, zainicjowane przez O. Langego, probleméw ekonometrycz-
nych, jak analiza popytu (W. Sadowski). Niedawno zajeto sie zagad-
nieniem masowej obslugi (J. Fukaszewicz i wspolpracownicy). Metody
statystyczne stosowano réwniez do badan struktury jezyka i utworéw
literackich.

Autorem glebokich badan w dziedzinie fizyki teoretycznej jest
K. Urbanik. W zakresie fizyki statystycznej opracowal on matematyczny
schemat kaskady czastek elementarnych jako procesu stochastycznego,
a W podstawach mechaniki kwantowej stworzyl, wspolnie z fizykiem
R. Ingardenem, aksjomatyczna teorie entropii nie oparta na pojeciu
prawdopodobienstwa. Potem za§ zastosowal po raz pierwszy meehanike
kwantowg do makrofizyki, tworzac pojecie tak zwanego makrostanu
oraz sformulowat w jezyku matematycznym i udowodnil pewien wariant
zasady wzrostu entropii. Jest to jeden z niewielu w Polsce przykladow
bezposredniej wspélpracy matematyka z fizykami. Inny przyklad:
prace K. Maurina, ktéry zbudowal aksjomatyczne podstawy kwantowej
teorii pola. Trudno byloby wymienié inne réwnie powazne osiggniecia
matematykow polskich w zakresie fizyki poza tymi dzialami, ktore sg
od dawna zmatematyzowane: mechanika klasyczna i teoriag wzglednogei.
W krakowskiej szkole réwnan rézniczkowych otrzymano liczne wyniki
z teorii sterowania, na podstawie teorii ré6wnan kontyngensowych. Inne
zastosowania techniczne réwnan rézniczkowych uzyskano we Wroclawiu:
J. Boroch i B. Lysik opracowali metode obliczania powlok stosowana
juz w praktyce. A. Rybarski podal praktyczne metody rozwiazywania
rownan drgan nieliniowych. Metody geometryczne stosowano w budow-
nictwie, na przyklad profil stadionu warszawskiego zostal obliczony
przez E. Otto.

Zastosowania matematyki w wielu réznych placéwkach naukowych
83 koordynowane przez tak zwany Zespél Problemowy 1/1,1 pod kie-
rownictwem J. Oderfelda. Godne wzmianki s3 kursy, ktore Instytut
Matematyczny PAN organizuje dla inzynieréw i ktére cieszg sie coraz
wiekszym powodzeniem. Odbylo sie 18 takich kurséw, liczba uezest-
nikéw osigga 300 oséb i wiecej.

Rozwdj metod numerycenych w Polsce byl do niedawna utrudniony
przez brak maszyn cyfrowych, a obecnie hamuje go w pewnej mierze
gwaltowny rozwdj zastosowan tych maszyn, ograniczajacy prace badawcze.
M. Warmus, obecnie dyrektor Centrum Obliczeniowego PAN, jest twor-
ca nowej metody obliczania logarytmoéw. Oglosil tablice obliczonych ta
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metoda trzydziestoszesciocyfrowyceh logarytméw naturalnych. Poza tym
Warmus otrzymal wazne rezultaty z nomografii. Praktycznym meto-
dom aproksymacji jednostajnej przez wielomiany i szacowaniu bledow
poswiecil ksigzke S. Paszkowski, ktory obecnie we Wroclawiu szkoli
pracowniké6w naukowych i studentow w programowaniu i obsludze ma-
szyn cyfrowyeh. Znaczenie dla metod numerycznych maja wspowmnia-
ne juz wyniki Altmana oraz niektére wyniki krakowskiej szkoly réw-
nan rézniczkowych i katedry matematyki Politechniki Wrocltawskiej.
Zagadnienia algebro-logiczne zwigzane ze schematami maszyn rachu-
jacych badane sa w Warszawie w Dziale Podstaw Instytutu Mate-
matycznego PAN (Z. Pawlak), a takze we Wroclawin (J. Shipecki
i uezniowie).

Na zakoticzenie tego przegladu wyjasnimy, Ze nie objat on licznych
prac zastosowan matematyki do techniki, pisanych przez niematema-
tyk6éw. Nie watpimy, ze ten dzial bedzie nalezycie uwzgledniony w ana-
logicznych referatach specjalistow technikéw.

*

Przechodzimy do krétkiego omdéwienia matematyeznej dzialalnosei
wydawniczej, ktora byla ozywiona i w zupelnofeci odpowiadala rozwo-
jowi badan matematycznych w Polsce. Publikacje matematyezne wyma-
gaja specjalnie wyposazonych drukarni i specjalnie wyszkolonego per-
sonelu. Odpowiednia drukarnia pracowala przed wojna i pracuje nadal
w Krakowie, a druga zostala zorganizowana we Wroclawiu staraniem
B. Knastera, ktory opiekowal sie wydawnictwami matematycznymi juz
przed wojna, a bezposrednio po wyzwoleniu przystapit do ich odbudowy.
Potem kierownictwo spraw wydawniczych przejal M. Stark.

Najbardzie] rozpowszechnionym na $wiecie polskim czasopismem
matematycznym sg Fundamenta Mathematicae podwiecone podstawom
matematyki, topologii i algebrze. Popularnosé te zdobyly juz przed wojna,
wkrétce po zalozeniu w 1921 roku. Réwniez przedwojenne wydawnictwo
lwowskie Studia Mathematica zostalo wznowione i jest podwigcone ana-
lizie funkejonalnej i teorii prawdopodobienistwa. Annales Polonici Mathe-
matici wychodzace w Krakowie zamieszcezaja prace z analizy, a wroclaw-
skie Collogquium Mathematicum krotkie prace z roinych dziedzin, arty-
kuly przegladowe i otwarte zagadnienia. W Warszawie wychodza Acta
Arithmetica podwigcone teorii liczb z miedzynarodowym komitetem
redakeyjnym. Znaczna liczba publikacji matematyeznych (ok. 90 rocznie)
w postaci krotkich komunikatow ukazuje si¢ w Biuletynie PAN. Oprocz
tych perindykéw drukujgeych wylaeznie w jezykach obeych wychodza
Zastosowania Matematyki oraz Prace Matematyczne i Wiadomosci Ma-
tematyczne, drukujace takze po polsku. Ostatnie dwa wymienione czaso-
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pisma wydawane sa przez Polskie Towarzystwo Matematyczne, a wszyst-
kie pozostate przez IMPAN. Nasze czasopisma matematyczne g3 obficie
zasilane pracami autoréw zagranicznych z wielu krajéw. Wieksze prace
oglaszane bywaja w nieperiodycznym wydawnictwie Rozprawy Mate-
matyczne. W dwudziestoleciu ukazalo sie ok. 100 toméw czasopism ma-
tematycznych i ponad 220 tytuléw ksigzek. Ksiazki typu monografii
naukowych tworza serie Monografii Matematyceznyeh rozpoczeta jeszeze
przed wojng i liczgeg dzi§ 41 tytulow.

Podreezniki wydawane s3 przewaznie w osobnej serii pod nazwg
Biblioteka Matematyczna. W dwudziestoleciu powojennym udalo sie
objaé literatury podreecznikowg w jezyku polskim wszystkie zasadnicze
przedmioty matematyczne w zakresie programéw uniwersytetéow i wyz-
szych szkoél technicznych, ekonomicznych i rolniezych. Przed wojna nie
bylo prawie zupeklnie podrecznikéw matematyki wyzszej pisanych po
polsku. Dzieki wymianie polskich czasopism na wydawnictwa zagra-
niczne wieksze biblioteki matematyczne w Polsce otrzymuja regularnie
wszystkie wazniejsze czasopisma matematyczne z calego §wiata. Zakupy
ksigzek zagranicznych przebiegaja jednak czesto ze znacznymi opdznie-
niami. Biblioteka IMPAN jest jedna z najlepszych bibliotek matema-
tyeznych na $wiecie (okolo 18400 woluminéw ksigzek i 11300 woluminow
periodykéw oraz 316 starodrukéw). Biblioteka Instytutu Matematycznego
Uniwersytetu Wroclawskiego niewiele jej ustepuje.

111

W gwietle tych wszystkich danych mozna patrzeé¢ na osiagniecia
matematyki polskiej w XX-leciu z satysfakeja. Bezwzgledne poréwnanie
dorobku i stanu matematyki polskiej ze stanem w innyeh krajach byloby
prézne. W Zwigzku Radzieckim, gdzie matematyka juz przed IT wojng
¢wiatowa, a nawet i przed I (w Rosji przedrewolucyjnej) stala wysoko,
nastapit po drugiej wojnie tak bujny jej rozwdj, ze nie ma dzi§ dziedziny,
w ktérej nie znalazloby sie tam twoércéw najwyzszej klasy. To samo
mozna powiedzie¢ o Stanach Zjednoczonych. Choé przed II wojna,
a zwlaszeza przed okresem rzgdow hitlerowskich w Niemezech, mate-
matyka amerykanska nie grala wybitnej roli, to jednak potem stala sie
potezna, gléwnie wskutek imigracji uezonych z Europy (w tej liczbie
z Polski), ktérzy stworzyli tam szkoly matematyezne. Z natury rzeczy
nasza produkeja naukowa nie moze sie réwnaé z produkeja tych olbrzy-
mich krajéw, wydaje sie jednak, ze w stosunku do wielkodei naszego
paristwa stan matematyki u nas jest godny uznania i to mimo cieni i bra-
kéw, ktére mozna by dostrzec.

W krajach mniejszych, jak Polska, przy organizowaniu badan ma-
tematycznyeh powstaje zagadnienie znalezienia najwlaseiwszej drogi
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miedzy dwiema skrajnymi. Pierwsza z nich to uprawianie wszystkich
wazniejszych dzialéw matematyki, co jednak spowodowaé¢ by musialo
rozproszenie sil i niemozno§é wspoélpracy i nie dawaloby szansy uzyskania
liczniejszych wartosciowych wynikéw. Druga, to metoda pracy zespolo-
wej, a wiec uprawianie tych samych dziedzin przez wigksze grupy pracow-
nikéw, co daje powazne szanse uzyskania cennych rezultatéw, ale pocigga
za soba ograniczenie si¢ do stosunkowo niewielkiej ilofei dyscyplin mate-
matyeznych i stwarza niebezpieczenstwo istotnych, a czasem nawet
groznych luk.

W dwudziestoleciu miedzywojennym matematyka polska poszla wy-
raznie drugg droga, osiagajac rezultaty, o ktérych bez przesady powie-
dzie¢ mozna, ze zadziwily §wiat nauki. A co mozZna powiedzieé o dwu-
dziestoleciu powojennym ? Zdobycie wybitnej pozyeji w niektérych
dzialach matematyki nalezalo oczywidcie potraktowaé nie jako utrwa-
lenie naszej biernodci w innych, ale jako stadium wyjéciowe do objecia
badaniami szerszego- zakresu. Dzisiaj mozna, jak sadzimy, stwierdzié
trzy fakty: 1° W dziatach matematyki, ktére w Polsce miedzywojennej
byly gléwnie uprawiane, ntrzymana zostala wysoka pozycja matematyki
polskiej. Wprawdzie wobec dalszego bujnego rozwoju tych dzialow w wie-
Iu krajach nie jest to dzi§ rola ani pionierska, ani przodujaca, jak przed-
tem, ale powtarzamy — nadal wazna i powazna. 2° Istotne sa osiag-
nigcia matematykéw polskich w wieln dyscyplinach, ktére przedtem
w Polsce byly uprawiane tylko przez nielicznych badaczy, albo weale.
Naleza tu np. niektore dzialy analizy klasycznej i wspoélezesnej, algebra,
teoria prawdopodobienstwa i pewne dzialty fizyki matematycznej. W nie-
ktorych dziedzinach z powodzeniem rozpoczeto prace ostatnio (funkeje
analityezne wielu zmiennych, algebra homologiczna, nowoczesna geo-
metria rézniczkowa). 3° Istnieja teorie matematyczne, ktére w naszym
kraju nie byly i prawie nie sg uprawiane, a wlasnie w ostatnich latach
weszly w stadium zywiolowego rozwoju i naleza obecnie do najbardziej
uprawianych na Swiecie: geometria algebraiczna, topologia rézniczkowa
i inne.

Rzecz prosta, trzeba bedzie starannie rozwazyé, czy jest celowe
i mozliwe dalsze rozszerzanie zakresu badan przez matematykow polskich
w kierunkach obecnie ,najmodniejszych”. Nalezy wziaé pod uwage,
ze juz obecnie wielostronno$é matematyki polskiej jest mozliwa tylko
dzieki temu, ze niektérzy z matematykéw uprawiaja tworezo po kilka
réznych (nieraz odlegltych) dyscyplin. Chociaz potrafia osiagaé¢ w nich
nadzwyczaj cenne wyniki, zjawisko samo niesie ze soba pewne niebezpie-
czenstwo, bo wszechstronno$é u zbyt wielu badaczy moze stangé na
przeszkodzie powstaniu ognisk wysoko wyspecjalizowanych, rozporza-
dzajagcyech wielkim zasobem aktualnej wiedzy w danym kierunku.

Do zagadnienia wyboru drogi miedzy omdéwionymi przedtem skraj-
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no§ciami trzeba jeszez dodaé¢ postulat, by nie byly pomijane dzialy bez-
posrednio zwiazane z kierunkami badan, ktére si¢ w Polsce rozwijaja.
Do niedawna np. zbyt malo wiedziano u nas o algebrze homologicznej,
waznym dzisiaj rozdziale matematyki, na styku algebry z topologia.
Poniewaz w Polsce od dawna i z wielkim sukeesem uprawia sie topologie,
a od niedawna, réwniez z sukcesem, algebre, wiec nie mozna bylo sie po-
godzi¢ z brakiem specjalistow obeznanych z teorig lezaca na pograniczu
tych dwoch dyseyplin. Obecnie nastapila juz zmiana na korzy$é, glownie
dzieki mlodym algebraikom i topologom. Zorganizowano nawet cykl
wykladéw z algebry homologicznej. Jest to ilustracja zdrowyeh i obie-
cujacych tendencji dotrzymania kroku nauce $wiatowej. Nadzieje suk-
cesu pokladacé tu trzeba przede wszystkim w mlodych uczonych.

Jednym z najlepszych sposobow wlasciwego doboru tematéw i unik-
niecia prowincjonalizmu sg stale kontakty z zagranica. Kontaktéw tych
w ostatnich latach matematyce polskiej nie brakuje. Do Polski przyjezdza
rocznie 50-60 i wiecej matematykow zagranicznych, zaréwno pojedynczo
na krétkie lub dluzsze pobyty naukowe, jak i po kilkn lub kilkunastu
zaproszonych na konferencje specjalne. Z Polski zagranice wyjezdza do
roznych krajow i czedei §wiata 35-50 osdéb, niektore kilkakrotnie, na po-
byty indywidualne, na zjazdy i konferencje. Po kilkanaseie oséb rocznie
wyjezdza na dluzsze pobyty (ponad 3 miesiace) — dotyezy to przewaznie
mlodych. Wiekszo§é wyjazdéw nastepuje na zaproszenie strony zagra-
granicznej, co jest godne podkredlenia, jako obiektywny dowdd uznania,
jakim cieszg sie osiggniecia polskie. Zapraszani bywaja takze matematycy
mlodzi. W Polsce urzadza sie co pewien czas tzw. konferencje specja-
listyczne, albo krajowe, z udzialem godci zaproszonych z zagranicy, albo
migdzynarodowe, niektére pod egida Miedzynarodowej Unii Matema-
tycznej.

Przy calym nasileniu wymiany uczonych z zagranicg formy tej
wspolpracy nie sa w pelni zadowalajace. Przede wszystkim wyjazdy
wymagaja diugich i skomplikowanych formalnosei, a jezeli chodzi o wi-
zyty matematykow zagranicznych, zwlaszeza starszych, ktorzy repre-
zentuja wysoki autorytet naukowy, to sa one z reguly za krétkie. Korzy$é
z wysluchania jednego lub dwdeh odezytéw jest ograniczona. Pelng
korzy&¢ z pobytu uczonego zagranicznego bedzie mozna osiagngé, jesli
pozostanie on w Polsce przez semestr lub przez rok i bedzie w tym
czasie prowadzil systematyczne wyklady i seminaria. Takg instytucje
profesoréw odwiedzajacych (visiting professor, Gastprofessor) znaja liczne
uniwersytety w Europie i Ameryce. Weiaz zbyt rzadkie i ograniczone sg
wizyty matematykdéw radzieckich.

Perspektywy dalszego postepu matematyki w Polsce sa wobec co-
raz szybszego tempa jej dotychczasowego rozwoju niewatpliwie dobre.
Rosngce zapotrzebowanie na matematykéw w przemysle, gospodarce
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i technice, coraz wiekszy zasieg zastosowan matematyki i wynikajacy
stad wzrost roli matematyki w ksztalceniu studentéw réznych wydzia-
16w szkél wyzszych — oto czynniki sprzyjajace klimatow: matematyez-
nemu w Polsce. Czynnikiem niesprzyjajacym jest zbyt niski poziom nau-
czania w szkolach §rednich i przestarzale programy. Przeszkadza to
ujawnieniu sie i rozwojowi zdolnosei matematyeznych u mlodziezy i nie
pozwala jej wytworzyé sobie choéby w przyblizeniu shusznego pojecia
o istocie i roli matematyki, ani tez trafnie ocenié¢, jakie mozliwosci prak-
tyeczne stoja dzi§ przed matematykiem i sta¢ moga w przyszloei. Skut-
kiem tej ignorancji jest masowe zglaszanie si¢ na studia matematyczne
kandydatéw nieodpowiednich i obawa przed tymi studianmii u wielu tych,
ktorzy powinni je wybraé. Akeja u$wiadamiajgca prowadzona przez
Polskie Towarzystwo Matematyczne we wspélpracy z nauczycielami
nie wystarcza. Olimpiady matematyezne, mimo ze pozwalaja wylowié
talenty i sa juz dzisiaj wyprébowang instytucja, nie wystarezaja réw-.
niez. Dopiero stopniowe podniesienie matematyki szkolnej na wyzszy
poziom moze zaradzié¢ zhu. Wymaga to réwniez uezynienia zawodu na-
czyciela bardziej atrakeyjnym, zeby mlodziez nie stronila od niego.
Dobrzy studenci — z nich dobrzy nauczyciele, z rak lichyeh nauczycieli
zli studenci i Zli potem nauczyciele. Tylko uparty wysilek wladz, uczelni
i szkol moze wyprowadzi¢ z tego pozornie blednego kola.
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