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Réwnanie diofantyczne %° = a®+ba’+ex+d *

Jest rzecza dobrze znang, Ze najwazniejsze osiagniecia teorii liezb
maja swdj poczatek w zagadnieniach bardzo specjalnych. Tak na przyklad
wielkie twierdzenie Fermata, mowiace, ze jezeli n jest liczba calkowita
wieksza od 2, to rozwiazania calkowite réwnania 2"+ 4" = 2" sa okreglone
warunkiem zyz = 0, doprowadzilo do powstania teorii liczb algebraicznych,
a wiec znacznej czeSci algebry wspdlezesnej. Teoria form kwadratowych
wielu zmiennych ma swéj poczatek w wynikach Gaussa, Jacobiego i Eisen-
steina, dotyczgcych przedstawialnosei liczb naturalnych w postaci su-
my » < 10 kwadratéw oraz w twierdzeniu Legendre’a o rozwigzalnosei
réwnania aa’® -+ by*+ ¢2* = 0.

Problem Waringa o przedstawialnosei lieczby calkowitej w postaci
sumy i-tych poteg liczb naturalnych byt punktem wyjseiowym prac
Hilberta, Hardy’ego i Littlewooda oraz Winogradowa. Wynik Thuego
o aproksymacji liczb algebraicznych liczbami wymiernymi doprowadzil
do mocniejszych twierdzen Siegela i Dysona, a nastepnie do ostatecznego
wyniku Rotha.

Badanie rozwigzan catkowityeh réwnania

(1) y: = ad’ + b’ +extd,

gdzie a, b, ¢, d s3 liczbami ealkowitymi doprowadzitlo mnie okolo 40 lat
temu do twierdzenia o skorczonej bazie dla punkftéw wymiernych na
krzywe]j stopnia trzeciego. Po tym wyniku pojawilo si¢ twierdzenie Weyla
dotyczace krzywych genusu wiekszego od 1, a nastepnie twierdzenie
Siegela o skoriczonodei liczby rozwiazan calkowityeh og6lnego réwna-
nia wielomianowego (z wyjatkiem pewnych przypadkéw szezegdlnych).
Pomimo tych wynikéw wiele uwagi po§wieca sie obecnie zagadnieniom
zwigzanym z punktami wymiernymi na krzywej stopnia trzeciego. Row-
nanie (1) uwydatnia dwie cechy charakterystyczne teorii liczb: jej wieczna
mlodo§é — to, ze stosowanie starych metod i wynikéw prowadzi do

* Wyklad wygloszony 7 listopada 1963 roku w Instytucie Matematyeznym PAN
na seminariuin z teorii liczh prowadzonym przez prof. W. Sierpinskiego.
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nowych, oraz powstawanie istotnych i waznych osiggnieé z prostych za-
gadnien i pomysiéw. Rownanie (1) pojawilo si¢ najpierw w swej szczegol-
nej postaci

(2) ' y+k =2,

Przypadki szczegolne k = 2, 4 znane sa z korespondencji Fermata z ma-
tematykami angielskimi. W jednym z listéw postawil on nastepujacy
problem: Udowodnié, e rozwigzania w liczbach calkowitych w przypadku
k = 2 sq wyznaczone przez warunek x = 3, a w przypadku k = 4, przez waru-
nek @ = 2, 5. Postawienie tego problemu bylo kamieniem wegielnym w roz-
woju teorii liczb. Wyniku tego nie potrafiono udowodnié¢; dopiero sto
lat pézniej Euler podat dowdd, ktory okazal sie bledny. Warto zanalizo-
wacé dokladniej przypadek k& = 2.
Napiszmy rownanie (2) dla £ = 2 w postaci

3) (y+V—2)(y—) —2) = ",
% réwnosei YZ = X gdzie X, Y, Z sa liczbami calkowitymi wymier-

nymi, latwo jest wyprowadzié wniosek, ze jezeli Y, Z sa liczbami wzgled-
nie pierwszymi, to

(4) Y— 4B, Z= 40° X = +B0,

gdzie pierwsze dwa znaki s3 niezalezne jeden od drugiego (moga byé one

zreszta wlaczone do podstaw szescianow). W przypadku, gdy Y i Z nie

sa wzglednie pierwsze, wzory (4) muszg by¢ nieco zmodyfikowane.
Powstaje teraz pytanie, czy z réownania (3) wynika, zZe

(B) y+V—2 = (a+-bV =20, y—V—2=(a—bV—2)*, & =a’+2}?,

gdzie a, b sa liczbami wymiernymi eatkowitymi. Jezeli tak jest, to z row-
nosei () otrzymujemy

(6) 1 = b(3a®>—2b%,

skad, oczywidcie, b =1, ¢ = +1, » = 3.

Trudno byloby wywnioskowaé co§ z réwnania (6), gdyby nie przed-
stawialo ono szczegolnej krzywej stopnia trzeciego wzgledem a i b. Zawsze
jednakze mozemy zalozy¢, ze zachodza wzory (5), a to moze nas dopro-
wadzi¢ do znalezienia rozwigzan w liezbach calkowitych. Istotnym py-
taniem jest, czy rowno$ei (5) daja wszystkie rozwigzania catkowite. W tym
celu musimy pozna¢ arytmetyke ciala kwadratowego R(V_-E}. Latwo
jest wykazaé, ze dogodnie jest zdefiniowaé nowe liczby calkowite jako
liezby postaci a0V —2, gdzie a i b sa liczbami calkowitymi wymiernymi
i ze jedynymi jedno§ciami, tzn. dzielnikami liczby 1, sa 1 oraz —1. Naj-
wazniejsza wlasnodcia tego ciala jest to, ze zachodzi w nim algorytm
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Euklidesa, a wigc i twierdzenie o jednoznacznoscei rozkladu na czynniki
pierwsze. Stad, jak poprzednio, z réwnosei ¥Z = X*i (Y, Z) = 1 wynika,
ze Y = B Z = C*, X = BO. W réwnosci (3) o nie jest parzyste, a wiec
(y+V—2,y—1"—2) jako dzielnik 2V/—2 jest réwny 1. Stad wynikaja
rownosei (5).

Dowody dla k = —2, —4 mogly byé podane przez Fermata bez
korzystania z liczb zespolonych i algebraicznej teorii liczb. Fermat twier-
dzil jednak, ze posiada godng podziwun metode badania takich réwnan.
7 pewnoseig nie mogt zajmowaé si¢ on rownaniem w postaci ogolnej (2),
ani w szezegélnodei réwnaniem y° = 2°+ 17, ktdére ma osiem rozwigzan,
w ktorych najwieksza warto§é¢ x jest réwna 5234, Landau i Ostrowski
udowodnili, ze réwnanie (2) ma skonczong ilo§é rozwigzan w liczbach
calkowitych (dla % # 0). Inna metoda udowodnienia, ze w pewnych
przypadkach réwnanie (2) nie ma rozwigzan w liezbach calkowitych po-
chodzi od V. A. Lebesgue’a.

Dla uproszezenia rozpatrzmy réwnanie

(7) y=at+T.

Oczywidcie mamy tu o = 0(mod2), * = —1(mod4), a wiee z = 1(mod4).
Napiszmy rownanie (7) w postaci

Y41 = (a+2)(2*—22+4).

Widzimy, ze -2 jest dodatnie i x4 2 = 3(mod4), a wiee nie moze byé
dzielnikiem liezby #*-+1.

Obydwa pomysly badania rozwigzan w liczbach calkowitych réw-
nania (2) beda stosowane w dalszym eciggu niniejszego artykutu.

Fermat stawiajac wspomniany problem napisal réwniez, ze latwo
byloby znalezié nieskonczenie wiele rozwigzan w liczbach wymiernych
rownania y*4-2 = 2° stosujac metode Bacheta. Tak wiec podstawiajac
z = 34X otrzymujemy

¥y =254+27TX 49X X3,

Podstawiajge ¥ = 5+ %X otrzymujemy X = . Postepowanie takie
moze by¢ kontynnowane i mozemy oczekiwaé, ze znajdziemy nieskon-
czenie wiele rozwigzan w liczbach wymiernych.

Szukaunie rozwigzan réwnania w liczbach wymiernych moze byé
czasami zagadnieniem trywialnym, ezasami za$§ problemem bardzo trud-
nym. Tak na przyklad, wszystkie rozwiazania w liczbach wymiernych
réwnania

¥ = ax®+ ba'e+ cxd® + d2?

otrzymujemy natychmiast podstawiajac @ = py, 2z = qy, gdzie p i ¢
sy dowolnymi liczbami wymiernymi. Znalezienie wszystkich rozwiazan
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w lieczbach calkowitych stanowi powazny problem teorii liczb. CzeSciowe
jego rozwiazanie bylo podane przez Lagrange’a. W roku 1912 udowodnilem,
ze wszystkie rozwiazania w liczbach calkowitych spelniajace pewne proste
warunki, np. (2,2 )= 1, sa dane skoiiczona liczba wyraZen postaci

x=f(p,q9), 2=g9{®,9, y=hp,q),

gdzie f i g sg wielomianami stopnia czwartego wzgledem p i ¢, h — stop-
nia szostego, a p i g przybieraja wszystkie wartosei catkowite. W tym
czasie nie znalem twierdzenia Thuego, ogloszonego w roku 1909, a moé-
wiacego, ze rownanie diofantyczne g(p, ¢) = 1 ma, z wyjatkiem pewnych
trywialnych przypadkéw, skoriezona liczbe rozwigzan w liczbach calko-
wityeh. Wynika stad, ze rownanie (1) ma tylko skonczong ilo§é rozwigzan
w liczbach calkowitych, jezeli prawa jego strona nie ma czynnika be-
dgcego kwadratem wielomianu liniowego wzgledem . Kilka lat pdZniej
znalazlem inny dowdd tego faktu. Prébowalem wowcezas wykazaé, ze
réwnanie y® = ax'+ ba’+ex’+dx+e ma tylko skoriczong ilo§é roz-
wigzan w liczbach calkowitych. Wysilki moje nie zostaly uwienczone
powodzeniem, lecz za to znalazlem rozwigzanie zhacznie wazniejszego
problemu. Punkt wyjdcia stanowila metoda Bacheta znajdowania roz-
wigzan réwnania ¥+ 2 = 2° w liczbach wymiernych.

Niech bedzie dane réwnanie stopnia trzeciego f(z,y) = 0, gdzie f
jest wielomianem nieprzywiedinym o wspélezynnikach wymiernych.
Przypu$émy, ze krzywa f(z,y) = 0 nie ma punktu podwdéjnego, a wiee
jest genusu 1. Punkt lezgcy na krzywej bedziemy nazywali wymiernym,
jezeli obydwie jego wspélrzedne sa wymierne. Przypusémy, zZe znamy
jeden punkt wymierny P,. Styczna w punkcie P, przecina krzywg w punk-
cie wymiernym P,; na ogél réznym od P, (P,, pokrywa sie z P, tylko
wtedy, gdy P, jest punktem przegiecia). W podobny sposéb otrzymamy
z punktu Py, punkt Py, ;,. Postgpowanie to da na ogo6l nieskonezony ilosé
punktéw wymiernych, ale w pewnych przypadkach szczegélnych moze
prowadzi¢ tylko do skoriczonej ich liczby. Przypuéémy teraz, ze znamy
jeszcze inny punkt wymierny, P,. Woéwezas prosta PP, przecina krzywg
w innym punkecie wymiernym P,,. Jest rzeczy oczywisty, ze jezeli dany
jest zbiér punktéw wymiernych P,,P,,...,P,, to mozemy zastosowaé
opisang metode siecznych i stycznych do tego zbioru i zbioru punktoéw
otrzymywanych ta metoda. Okolo czterdziestu lat temu udowodnitem
twierdzenie nazywane obecnie twierdzeniem Mordella o skoviczonej bazie,
moéwigee, ze wszystkie punkty wymierne mogq byé otrzymane ze skoriczonej
ich liezby przez zastosowanie metody siecznych i styczmych. Okazalo sie,
ze twierdzenie to odgrywa podstawowg role w teorii r6wnan diofantycz-
nych stopnia trzeciego. Stwierdzono, Ze nie jest latwg rzeczg znalezé
wszystkie rozwigzania w liczbach calkowitych réwnania (1), chociaz
liczba ich jest skonczona. Zostalo to zrobione w przypadku pewnych
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rownan, ktére pojawily si¢ przy prébach znalezienia takich réwnan,
ktore mialyby okreslona liczbe N =1,2,3,... rozwigzann w liczbach
wymiernych. Czasami z réwnaniami postaci (1) wiazg si¢ interesujace
pytania, na przykiad problem kwadratowej piramidy: udowodnié¢, ze
=1, 24 89 jedynymi rozwigzaniami w liczbach naturalnych réwnania

6y* = x(x+1)(2x+1).

Zostalo to udowodnione przez G. N. Watsona. Wiadomogei arytmetyczne
wymagane do rozwigzania tego problemu nie sg trudne. Réwnanie to
prowadzi do réwnan postaci

r=pd’, =x+1=gb*, 2&w+1=rc,

gdzie p, ¢, r s czynnikami liczby 6. Poniewaz ¢b*—pa® =1 itd., ko-
rzystamy tylko z teorii cial kwadratowych.

Innym zagadnieniem jest udowodnienie, ze 6 i 210 sg jedynymi licz-
bami naturalnymi, ktére sa iloczynami zaréwno dwéch, jak i trzech
kolejnych liczb calkowitych 6 =2:3 =1:2:3, 210 = 14:15 = 5-6-7.
Problem ten prowadzi do réwnania

y(y+1) = z(x+1)(z+2).
Podstawiajae 2y+1 = Y, 2042 = X otrzymunjemy
(8) 27" = X*—4X+42.
Nalezy teraz wykazad, ze wszystkimi warto§ciami catkowitymi X, spelnia-

jacymi rownanie (8) s X = 0, +2,4,12. Niech 6 bedzie pierwiastkiem
réwnania #*—4t+2 = 0. Wéwezas réwnanie (8) mozna napisaé w postaci

(9) 2Y% = (X—0)(X°+ 0X + 0°—4).

Podobnie, jak réwnanie y*+2 = &’ w&!ma,galo badania ciala kwadra-
towego R(V —2), réwnanie (8) wymaga badania wlasnogci arytmetycznych
ciala szefciennego RE(0). Mozna udowodnié, ze

1° liczbami catkowitymi tego ciala sg liczby a-- b0} c0®, gdzie a, b, ¢
8y liczbami calkowitymi wymiernymi,

2° jednoSciami, tzn. dzielnikami liczby 1, sa liczby L&'9™, gdzie
e=0—1, n =20—1, a I, m przybieraja wszystkie wartodci calkowite.

3° w ciele R(0) zachodzi twierdzenie o jednoznaczno$ei rozkladu na
czynniki,

Z rownania (9) wynika wiee, ze
(10) X—0 = tdé'y™(a+ b0+ b,

gdzie d zalezy tylko od wspéinego dzielnika liczb X — 61 X*+ 0X -+ 6°—4;
mamy tu d = 0(460— 3)", gdzie n jest pewna liczbg calkowita nieujemns.
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Poniewaz parzyste potegi ¢, n oraz 40— 3 moga by¢ zawarte w wyrazeniu
(a-+ b0+ ¢6*)*, mozemy ograniczyé si¢ tylko do rozpatrzenia przypadkéw
ly,m,n = 0,1. Niemozliwe jest, by n = 1, gdyz biorgc normy obydwu
stron réwnania (10) mieliby§my woéwezas

X*—4X+2 = +2-377%,

gdzie Z jest liczba calkowita wymierng. Tak wiee
X=2X, i 4X}—4X,41= 4+377°.

Poniewaz 23—z, = 0(mod2), otrzymujemy kongruencje mod 8 niemozliwg.
Pozostaja wiee do rozpatrzenia cztery przypadki:

<I; m) = <0!0>r<130>! <0!1>9<1:1>°

Tak wiec z réwnania (10), po uprzednim wyrazeniu 0°, 6* przez 0%, 0, 1
i przyréwnaniu wyrazoéw z 6, 0° po obydwu stronach, otrzymujemy cztery
uklady réwnan kwadratowych wzgledem a, b, ¢. W przypadku ogdélnym
zagadnienia takie sa trudne do rozstrzygniecia, w naszym jednak przy-
padku tak nie jest. Gdy ! = 1, otrzymujemy rownanie sprzeczne mod4.
Przypadek 1 = 0, m = 0 jest latwy, gdyz prowadzi do réwnan

bla+4e) = ¢*, (a+4de)’+4b*—4be = 1.
Jezeli b = 0, to ¢ = 0, a = +1, jezeli za§ b £ 0, to

4

¢ 2
-bE —1—4:}) —4be = 1.

Lewa strona traktowana jako funkeja ¢ przyjmuje najmniejszg wartosé
dla ¢ = b, skad otrzymujemy b = +1, ¢ = F 3. Przypadek [ =0, m =1
takze daje sie latwo rozwigzad.

Zauwazylem niedawno, ze metoda, ktéra stosowalismy do réwnania
(7), pozwala znalez¢ réwnania postaci (1) z dokladnie N rozwigzaniami
wa (N=1,2)

Rozwazmy réwnanie
(11) v+ d* = 2425°+ (6—24 —20+8B)a* | 2Cx,

gdzie A > 0, B, C sa dowolnymi liczbami calkowitymi i d jest liczba
nieparzystg niepodzielng przez zadng liczbe pierwszg = 3(mod4). Mamy
oczywiscie # %= 0(mod2), gdyz w przeciwnym przypadku y* = —1(mod4),
a takze x %= 1(mod4), gdyz dla z = 1(mod4) mielibyS§my

y'+1 =24+ (6—24—2C | 8B)+2C = 6(mod8).

Tak wiee z = 3(mod4), ale x nie moze by¢ dodatnie, gdyz liczba do-
datnia = 3(mod4) nie dzieli y*4-d°. Tak wiec jedynymi mozliwymi
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wartosciami x sg liczby ujemne = 3(mod4). Musza one takze spelniaé
nierdwnosé

247"+ (6 —24—2C0+8B)z+2C < 0,

skad latwo oszacowaé z.

Jezeli teraz przyjmiemy d =1 i zazadamy, by # = —1, y = +1
bylo rozwigzaniem, otrzymamy ¢ = 1—A+ 2B i réwnanie (11) mozemy
napisaé w postaci

(12) y'+1 = 242"+ (4+4B)a*+2(1—A+2B)z, A >0.

Wartosei # = —1, y = +1 bedg jedynymi rozwigzaniami tego réwnania,
jezeli 34 > 1+ B. Nastepna mozliwa warto§¢ « bedzie —5, gdyz = = 0,
1, 2(mod4). Udowodnimy, ze dla z < —5 mamy

242°+ (4+4B)2* +2(1—A+2B)2—1 < 0,
czyli
(x+1)[242* + (4 — 24 +4B)z—2] < —1.

Aby to zachodzilo, wystarcza by
240+ (4—244-4B)z—2 >0 lub 104 —(4—24+4B) > 0.

Jezeli w réwnaniu (12) przyjmiemy B =34-+1, 4 > 0:

(13) Y’ =242’ + (124 + 8)a’ + (104 + 6)z—1,
to bedzie ono mialo rozwigzanie # = —5, y = +13. Udowodnimy, ze
x = —1, —b wyznaczajy wszystkie rozwigzania w liczbach calkowityeh.

Wystarczy w tym celu wykazaé, ze jezeli x < —9, to

242°+ (124 + 8)2*+ (104 +6)a—1 < 0,
czyli
(z+1)[242° - (104 +8)a—2] < —1.

Aby zachodzila ostatnia nieréwnog§é wystarezy by
A*+(BA+4)r—1>0 Iub 94 >54-L4, a wiee A4 >1.
Gdy A =1, otrzymujemy réwnanie
¥ = 2%+ 202+ 162 —1.

Poniewaz # = —9 nie jest rozwigzaniem tego rdwnania, wynik pozostaje
prawdziwy dla 4 = 1.
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Tak wiee jedynymi rozwigzaniami réwnania (13) sg ¢ = —1, —b.
Mozna wykaza¢, ze wyniki tego samego typu zachodza dla réwnan
postaci

Y Lkd® = ar® - b2’ - ex, gdzie k=2,3,5.
Latwo mozna otrzymaé wyniki ogoélniejsze, dotyczace roéownan

y* = f(x), gdzie f(x) jest wielomianem o wspélczynnikach calkowitych,
piszae réwnanie w postaci

Y +kd = aga"+ a2 . @, .

Warto zauwazyé, ze w roku 1926 Siegel w anonimowym artykule podpi-
sanym X udowodnil, Ze w ogélnosei réwnanie y* = f(z) ma tylko skon-
czong liczbe rozwiazan.
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