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l.1. J. MORDELI, (Can1bridge) 

Jest rzeczą dobrze znaną, że najważniejsze osiągnięcia teorii liczb 
mają swój początek w zagadnieniach bardzo specjalnych. Tak na przykład 
wielkie twierdzenie Ferinata, mówiące, że jeżeli n jest liczbą całkowitą 
większą od 2, to rozwiązania całkowite równania xn + yn = zn są określone 
warunkiem xyz = O, doprowadziło do powstania teorii liezb algebraicznych, 
a więc znacznej części algebry współczesnej. Teoria forn1 kwadratowych 
wielu zmiennych 1na swój początek w wynikach Gaussa, Jacohiego i Eisen-
steina, dotyczących przedstawialuości liczb naturalnych w postaci su-
my r ~ 10 kwadrató·w oraz w twierdzeniu Legendre'a o rozwiązalnośei 
równania ax2 + by2 + cz2 = O. 

Problmn V\Taringa o przedstawialuości liczby całkowitej 'Y postaci 
su1ny i-tych potęg liczb naturalnych był punktein wyjściowyn1 prac 
IIilberta, Hardy'ego i Littlewooda oraz \Vinogradowa. "\Vynik Thuego 
o aproksyn1acji liczb algebraicznych liczbami wy1niernymi doprowadził 
do 1nocniejszych twierdze{t Siegela i Dysona, a następnie do ostatecznego 
wyniku Rotha. 

Badanie rozwiązarl. całkowitych równania 

(l) Jl =. ax3 +bx2+cx+d, 

gdzie a, b, c, il są liczban1i całkowitymi doprowadziło n1nie około 40 lat 
teinn do twierdzenia o skończonej bazie dla punktów wyn1iernyeh na 
krzywej stopnia trzeciego. Po tym wy1liku pojawiło się t"ierdzenie \Veyla 
dotyczące krzywych genusu większego od 1, a następnie twierdzenie 
Siegela o skmiczoności liezby rozwiązali całkowitych ogólnego równa-
nia wielomianowego (z wyjątkiem pewnych 11rz,rpadków szczególnych). 
Pon1in1o tych wyników wiele uwagi poświęca się obemile zagadnieuimn 
związanym z punktan1i wy1niernymi na krzywej stopnia trzeciego. Rów-
nanie (l) uwydatnia dwie cechy charakterystyezne teorii liczb: jej wieczną 
n1łodość - to, że stosowanie starych n1etod i wyników prowadzi do 
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nowych, oraz powstawanie istotnych i ważnych osiągnięć z prostych za-
gadnień i pomysłów. Równanie (l) pojawiło się najpierw w swej szczegól-
nej postaci 

(2) 

Przypadki szczególne k = 2, 4 znane są z korespondencji Fennata z Dla-
tematykami angielskimi. W jednym z listów postawił on następujący 
problem: Udowodnić, że rozwiązania w liczbach całkowitych w przypadku 
k = 2 są wyznaczone p'rzez warunek x = 3, a w przypadkuk = 4, przez waru-
nek x = 2, 5. Postawienie tego problemu było kamieniem węgielnym w roz-
woju teorii liczb. "\Vyniku tego nie potrafiono udowodn.-ić; dopiero sto 
lat później Euler podał dowód, który okazał się błędny. Warto zanalizo-
wać dokładniej przypadek k = 2. 

Napiszmy równanie (2) dla k = 2 w postaci 

(3) 

Z równości YZ = X\ gdzie -"Y, Y, Z są liczbami całkowitymi wymier-
nymi, łatwo jest wyprowadzić wniosek, że jeżeli Y, Z są liczbami względ­
nie pierwszymi, to 

(4) X= ±BO, 

gdzie pierwsze dwa znaki są niezależne jeden od drugiego (mogą być one 
zresztą włączone do podstaw sześcianów). W przypadku, gdy Y i Z nie 
są względnie pierwsze, wzory ( 4) muszą być nieco zrnodyfikowane. 

Powstaje teraz pytanie, czy z równania (3) wynika, że 

gdzie a, b są liczbami wy1niernymi całkowitymi. Jeżeli tak jest, to z rów-
ności ( 5) otrzynn1jemy 

(6) 

skąd, oczyw1~me, b = l, a = ±1, x = 3. 
Trudno byłoby wywnioskować coś z równania (6), gdyby nie przed-

stawiało ono szczególnej krzywej stopnia trzeciego względen1 a i b. Zawsze 
jednakże n1ożemy założyć, że zachodzą wzory ( 5 ), a to nwże nas dopro-
wadzić do znalezienia rozwiązań w liczbach całkowitych. Istotnyn1 py-
taniem jest, czy równości ( 5) dają wszystkie rozwiązania całkowite. W tyn1 
celu rnusilny poznać arytmetykę ciała kwadratowego R(Y -2). Łatwo 
jest wykazać, że dogodnie jest zdefiniować nowe liczby caJkowite jako 
liczby postaci a+ bY -2, gdzie a i b są liczbami całkowitymi wymiernyrui 
i że jedynymi jednościarni, tzn. dzielnikami liczby 1, są 1 oraz -1. Naj-
ważniejszą własnością tego ciała jest to, że zachodzi w nim algoryt1n 
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Euklidesa, a więc i twierdzenie o jednoznaczności rozkładu na czynniki 
pierwsze. Stąd, jak poprzednio, z równości YZ = X 3 i (Y, Z) = l wynika, 
że Y = B 3

, Z = 0 3
, X = BO. 'V równości ( 3) x nie jest parzyste, a więc 

(y+l/ -2,y-l 1-2) jako dzielnik 2l/ -2 jest równy l. Stąd wynikają 
równości {5). 

Dowody dla k = -2, -4 1nogły być podane przez Fermata bez 
korzystania z liczb zespolonych i algebraicznej teorii liczb. Fermat twier-
dził jednak, że posiada godną podzi\nl metodę badania takich równań. 
Z pewnością nie mógł zajmować się on równaniem w postaci ogólnej (2), 
ani w szczególności równanien1 y2 = x3 + 17, które ma osien1 rozwiązań, 
w których największa wartość x jest równa 5234. Landau i Ostrowski 
udowodnili, że równanie (2) ma skończoną ilość rozwiązali w liczbach 
całkowity eh (dla k -:F O). Inna 1netoda udowodnienia, że w pewnych 
przypadkach równanię ( 2) nie ma rozwiązali w licz bach całkowitych po-
chodzi od V. A. J.-~ebesgue'a. 

Dla uproszczenia rozpatrzlny ró\vnanie 

(7) 

Oczywiście 1nan1y tu x =t= O(mod2), x =t= -l(mod4), a więc x = ].(n1od4). 
~apiszmy równanie (7) w postaci 

y 2 +1 = (x+2)(x2 -2x+4). 

\Vidzin1y, że x+ 2 jest dodatnie i x+ 2 = 3 (lnod4), a więe nie n1oże być 
dzielnikiem liez by y 2 + l. 

Obydwa pon1ysły badania rozwiązań w liczbach całkowitych rów-
nania (2) będą stoso·wane w dalszyn1 eiągu niniejszego artykułu. 

}i"ermat stawiając wspomniany problen1 napisał również, że łatwo 

byłoby znaleźć nieskończenie wiele rozwiązań w liczbach wymiernych 
równania y2 + 2 = x3 stosnjąe n1etodę Bacheta. Tak więc podstawiając 
x = 3 +X otrzy1nujemy 

y2 = 25+ 27 X+ 9...:T 2 -tX3
• 

Podsta wiając y = 5 + H,.X otrzyrnujen1y ~Y = {f~j. F ostępowanie takie 
nwże być. kontynuowane i nwżt>my oczekiwar., że znajdziNny nit>skoń­
ezeJJie wiele rozwiązal'1 w liczbach wymiernych. 

Szukanie rozwią.za1i równania w liczbach wyn1iernych nwże być 
czasami zagadnienien1 trywialny1n, czasan1i zaś problen1em bardzo trud-
nym. 1,ak na przyklad, wszystkie rozwiązania w liezhaeh wymiernych 
równania 

?l = a • .c3 + bx2z + cxz2 + dz3 

otrzyn1ujen1y natychn1iast podstawiając x = py, z = qy, gdzie p i q 
są dowolnymi liczba1ni wymiernymi. Znalezienie wszystkich l'Ozwiązań 
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w liczbach całkowitych stanowi poważny problem teorii liczb. Częściowe 
jego rozwiązanie było podane przez Lagrange'a. W roku 1912 udowodniłem1 
że wszystkie rozwiązania w liczbach całkowitych spełniające pewne proste 
warunki, np. (x, z ) = 1, są dane skończoną liczbą wyrażeń postaci 

x=f(p,q), z=g(p,q), y=h(p,q), 

gdzie f i g są wielomianan1i stopnia czwartego względem p i q, h - stop-
nia szóstego, a p i q przybierają wszystkie wartości całkowite. W tym 
czasie nie znałem twierdzenia Thuego, ogłoszonego w roku 1909, a mó-
wiącego, że równanie diofantyczne g (p, q) = l ma, z wyjątkiem pewnych 
trywialnych przypadków, skończoną liczbę rozwiązań w licz bach całko­
witych. 'Vynika stąd, że równanie (l) n1a tylko skończoną ilość rozwiązar't 
w liczbach całkowitych, jeżeli prawa jego strona nie rna czynnika bę­
dącego kwadratem wielomianu liniowego względem x. Kilka lat później 
znalazłem inny dowód tego faktu. Próbowałem wówczas wykazać, że 

równanie y 2 = ax4 + bx3 + cx2 + dx + e ma tylko skończoną ilość roz-
wiązań w liczbach całkowitych. Wysiłki moje nie zostały uwieńczone 

powodzeniem, lecz za to znalazłem rozwiązanie znacznie ważniejszego 
problemu. Punkt wyjścia stanowiła metoda Bacheta znajdowania roz-
wiązań równania y2 + 2 = x3 w licz bach wymiernych. 

Niech będzie dane równanie stopnia trzeciego f(x, y) = O, gdzie f 
jest wielomianmn nieprzywiedlnym o współczynnikach wymiernych. 
Przypuśćmy, że krzywa f(x, y) =O nie n1a punktu podwójnego, a więc 
jest genusu l. Punkt leżący na krzywej będziemy nazywali wymiernym, 
jeżeli obydwie jego współrzędne są wymierne. Przypuśćmy, że znamy 
jeden punkt wymierny P 1 • Styczna w punkcie P 1 przecina krzywą w punk-
cie wymiernym P 11 na ogół różnym od P 1 (P11 pokrywa się z P 1 tylko 
wtedy, gdy P 1 jest punktem przegięcia). W podobny sposób otrzyman1y 
z punktu P 11 punkt P 11 , 11 • Postępowanie to da na- ogół nieskończoną ilość 
punktów wymiernych, ale w pewnych przypadkach szczególnych może 
prowadzić tylko do skończonej ich liczby. Przypuśćmy teraz, że znarny 
jeszcze inny punkt wymierny, P 2 • W ów czas prosta P 1P 2 przecina krzywą 
w innym punkcie wymiernym P 12 • Jest rzeczą oczywistą, że jeżeli dany 
jest zbiór ·punktów wymiernych P 1 , P 2 , ••• , Pn, to n1ożemy zastosować 
opisaną metodę siecznych i stycznych do tego zbioru i zbioru punktów 
otrzymywanych tą metodą. Około czterdziestu lat temu udowodniłem 
twierdz·enie nazywane obecnie twierdzeniem Mordella o skończonej bazie, 
mówiące, że wszystkie punkty wymierne mogą być otrzymane ze skończonej 
ich liczby przez zastosowanie metody siecznych i stycznych. Okazało się, 

że twierdzenie to odgrywa podstawową rolę w teorii równań diofantycz-
nych stopnia trzeciego. Stwierdzono, że nie jest łatwą rzeczą znaleźć 
wszystkie rozwiązania w liczbach ·całkowitych równania (1), chociaż 

liczba ich jest skończona. Zostało to zrobione w przypadku pewnych 



207 

równań, które pojawiły się przy próbach znalezienia takich równań, 
które miałyby określoną liczbę N = l, 2, 3, . . . rozwiązań w liczbach 
wymiernych. Czasami z równaniami postaci (l) wiążą się interesujące 
pytania, na przykład problem kwadratowej piramidy: udowodnić, że 

x = 1, 24 są jedynymi rozwiązaniami w liczbach naturalnych równania 

6y2 = x(x+ 1)(2x+ l). 

Zostało to udowodnione przez G. N. Watsona. Wiadomości arytmetyczne 
wymagane do rozwiązania tego pro b l emu nie są trudne. Równanie to 
prowadzi do równań postaci 

x = pa2
, x+l = qb2

, 2x+l = rc2
, 

gdzie p, q, r są czynnikami liczby 6. Ponieważ qb2
- pa2 =l itd., ko-

rzystamy tylko z teorii ciał kwadratowych. 
Innym zagadnienien1 jest udowodnienie, że 6 i 210 są jedynymi licz-

bami naturalnymi, które są iloczynami zarówno dwóch, jak i trzech 
kolejnych liczb całkowitych 6 = 2·3 = 1·2·3, 210 = 14·15 = 5·6·7. 
Problem ten prowadzi do równania 

y(y+l) = x(x+1)(x+2). 

Podstawiając 2y+l = Y, 2x+2 =X otrzymujemy 

(8) 2Y2 = X 3-4X+2. 

Należy teraz wykazać, że wszystkin1i wartościami całkowitymi X, spełnia­
jącymi równanie (8) są X= O, ±2, 4, 12. Niech fJ będzie pierwiastkiem 
równania t3 -4t+2 =O. Wówczas równanie (8) można napisać w postaci 

(9) 

Podobnie, jak równanie y2 + 2 = x3 wymagało badania ciała kwadra-
towego R(Y -2), równanie (8) wymaga badania własności arytmetycznych 
ciała sześciennego R ( fJ). Można udowodnić, że 

l 0 liczbami całkowitymi tego ciała są liezby a+ bfJ+ cfJZ, gdzie a, b, o 
są liczbami całkowitymi wymiernymi, 

2° jednościami, tzn. dzielnikarni liczby 1, są liczby ±el'Y}m, gdzie 
e = fJ-1, r; = 20-l, a l, m przybierają wszystkie wartości całkowite. 

3° w ciele R( fJ) zachodzi twierdzenie o jednoznaczności rozkładu na 
czynniki. 

Z równania (9) wynika więc, że 

(lO) 

gdzie d zależy tylko od wspólnego dzielnika liczb X- fJ i X 2 + fJX + fJ2
- 4; 

mamy tu d = fJ(4fJ- 3t, gdzie n jest pewną liczbą całkowitą nieujemną. 
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Ponieważ parzyste potęgi c:, 1J oraz 48-3 nwgą być zawarte w 'vyrażeniu 
(a+ b8+ c82

)
2

, możemy ograniczyć się tylko do rozpatrzenia przypadków 
l, m, n= O, l. Niemożliwe jest, by n= 1, gdyż biorąc nor1ny obydwu 
stron równania (10) mielibyśmy wówczas 

X 3 -4X+2 = ±2·37Z2
, 

gdzie Z jest liczbą całkowitą wymierną. Tak więc 

X= 2X1 i 4X~-4X1 +1 = ±37Z2
• 

Ponieważ x~- x1 = O (mod2), otrzymujelny kongruencję 1nod8 niemożliwą. 
Pozostają więc do rozpatrzenia cztery przypadki: 

( Z, m)= ( O, O) , ( 1, O) , ( O, 1) , (1, 1) . 

Tak więc z równania (10), po uprzednim wyrażeniu 83
, 84 przez 8\ 8, l 

i przyrównaniu wyrazów z 8, rl po obydwu stronach, otrzymujemy cztery 
układy równań kwadratowych względem a, b, c. W przypadku ogólnym 
zagadnienia takie są trudne do rozstrzygnięcia, w naszym jednak przy-
})adku tak nie jest. Gdy l = 1, otrzymujemy równanie sprzeczne Inod4. 
Przypadek l= O, m= O jest łatwy, gdyż prowadzi do równań 

b (a+ 4c) = c2
, (a+ 4c )2 + 4b2

- 4bc = l . 

Jeżeli b = O, to c = O, a = ±1, jeżeli zaś b -:F o, to 
c4 
2 + 4b2

- 4bc = 1 . 
b 

Lewa strona traktowana jako funkcja c przyjmuje naj1nniejszą wartość 
dla c = b, skąd otrzymujemy b = ±1, a = =t= 3. Przypadek l = o, m = l 
także daje się łatwo rozwiązać. 

Zauważyłem niedawno, że metoda, którą stosowaliśmy do równa~a 
(7), pozwala znaleźć równania postaci (l) z dokładnie N rozwiązaniami 

w X (N= l, 2). 
Rozważmy równanie 

(11) 

gdzie A > O, B, C są dowolnymi liczba1ni całkowityn1i i d jest liczbą 
nieparzystą niepodzielną przez żadną liczbę pierwszą ::=:: 3 (mod4). Mamy 
oczywiście x =1= O(mod2), gdyż w przeciwnyrr1 przypadku y2 = -l (mod4), 
a także x =1= l (mod4), gdyż dla x = l (mod4) n1ielibyśmy 

y2 +1 = 2A+(6-2A-2C -f-- 8B)+2C = 6(mod8). 

Tak więc x = 3(mod4), ale x nie może być dodatnie, gdyż liczba do-
datnia = 3(mod4) nie dzieli y2 +d2

• Tak więc jedynymi możliwymi 
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wartościami x są liczby ujemne = 3 (mod4). Muszą one także spełniać 
nierówność 

2Ax2 +(6-2A-2C+8B)x+2C <O, 

skąd łatwo oszacować x. 
Jeżeli teraz przyjmiemy d= l i zażądatny, by x = -1, y = ±l 

było rozwiązaniem, otrzyman1y C = 1-A+ 2B i równanie (11) możemy 
napisać w postaci 

Wartości x = -1, y = ±l będą jedynyn1i rozwiązaniauli tego równania, 
jeżeli 3.A > l+B. Następna możliwa wartość x będzie -5, gdyż x =/== O, 
1,2(mod4). Udowodni1ny, że dla x :s;; -5 matny 

2Ax3 +(4+4B)x2 +2(1-A+2B)x-l <O, 
czyli 

(x+ 1)[2Ax2 + (4- 2A + 4B)x- 2] < -l. 

Aby to zachodziło, wystarcza by 

2Ax2 +(4-2A+4B)x-2 >O lub 10A-(4-2A+4B) >O. 

Jeżeli w równaniu (12) przyjmielny B = 3A+ 1, A> 0: 

(13) 

to będzie ono 1niało rozwiązanie x = -5, y = ±13. Udowodniluy, że 
x = -l, -5 wyznaczają wszystkie rozwiązania w liczbach całkowitych. 
Wystarczy w tym celu wykazać, że jeżeli x :s;; -9, to 

czyli 
(x+l)[2Ax2 +(10A+8)x-2] < -1. 

Aby zachodziła ostatnia nierówność wystarczy by 

Ax2 +(5A+4)x-1>0 lub 9A>5A+4, awięc A>1. 

Gdy A = 1, otrzyn1ujmny równanie 

:tl = 2x3+ 2ox2+ lt-kr-1. 

Ponieważ x = -9 nie jest rozwiązanien1 tego równania, wynik pozostaje 
prawdziwy dla .A = l. 
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Tak więc jedynyn1i rozwiązaniami równania (13} są x = -1, -5. 
l\'Iożna wykazać, że wyniki tego samego typu zachodzą dla równai} 
postaci 

gdzie k=2,3,5. 

Łatwo 1nożna otrzymać wyniki ogólniejsze, dotyczące równań 

y2 = f(x), gdzie f(x) jest wielomiane1n o współczynnikach całkowitych, 
pisząc równanie w postaci 

y2±kd2 = a0xn+a1xn-I+···+an_ 1X. 

Warto zauważyć, że w roku 1926 Siegel w anonin1owym artykule podpi-
sanym X udowodnił, że w ogólności równanie y 2 = j(x} ma tylko skoń­
czoną liczbę rozwiązań. 
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