o0
ROCENIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO fwmpm
Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE VII (1964) 1897

R. KrAsSNODEBSKI (Wroclaw)

Prosty dowdd twierdzenia aplace’a

W niniejszej nocie przedstawiam dowdd ogdlnego twierdzenia La-
place’a o rozwinigciu wyznacznika. Prostota dowodu zostala osiggnieta
przez wprowadzenie uogdlnionego symbolu Ricciego (por. [1], str. 84).
Inny krétki i prosty dowdéd pochodzacy od Czebotariewa mozna znalezé
w ksigzce Slebodzinskiego [2]. Zrozumienie jednak tego dowodu w postaci
podanej przez Slebodzinskiego wymaga znajomosci symboliki teorii form
zewnetrznych.

1. WprowadZzmy nastepujace oznaczenia wskaznikow przebiega-
jacych zbiér liezb 1,...,n:
byeeeypyJuyeeesfnory  T=1,..04m,
oraz niech bedzie stale
(1) W< <<ty H1<fp<ooo<Jnr
ponadto kazdy wskaznik j jest rézny od kazdego wskaznika i.
Analogicznie dla wskaznikow p i ¢

Piy-ePryayeeeynr, 7r=1,..n,
Pr<Pe<.:<Pry G<E<...<((ur

i ponadto kazdy wskaznik ¢ jest rézny od kazdego wskaznika p.
Permutacje h,...h,, k,...k, sa permutacjami liezb 1,...,#n, per-
mutacja 4,...%5, jest permutacja liezb i,, ..., 1, a permutacja jy,... .
liezb iy .eey fnr-
Oznaczmy

14...4+r=R, 4H+...+4=1I, py+...+p,=P.
Uogolniony symbol Ricciego ma nastepujacg postaé:
+1, jesli permutacja @,...7, jest parzysta,

i i
@) etmr={ i i
—1, jesli permutacja i,... %, jest nieparzysta.
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napiszemy za pomoca symbolu (2) w sposéb nastepujacy:
(3) det4 = si‘}_;:,f"ﬂa,;,l-...-anhn,

gdzie sumowanie jest rozciggniete na wszystkie permutacje h,...h,.

2. Udowodnimy dwa lematy.
LeEMAT 1. Dla ustalonej permutacji ky...k, mamy

By, o  mph L
det A = nski__ﬁ::aml ces Oy, = netn “akl;,,l cee gy

gdzie n = +1 lub —1 zaleénie od tego, czy permutacja k, ...k, jest parzysta
cxy mieparzysta.

Kazda transpozycja wskaznikéw 1,...,m W symbolu &% po-
woduje zmiane znaku we wszystkich wyrazach sumy po prawej stronie
wzoru (3) — stad prawdziwo$é pierwszej czesci lematu.

Kazda transpozycja wskainikow 1, ..., n wystepujacych w iloezynach
@1py "+ @np, POWOduje zmiane znaku we wszystkich wyrazach sumy
we wzorze (3). Dokonajmy na przyklad transpozycji wskaznikéw 1 i 2.
W pierwszym kroku zmienmy w kazdym wyrazie kolejnoéé poezatkowych
dwoch czynnikéw — znak zadnego wyrazu nie ulegnie zmianie. W drugim
kroku dokonajmy transpozycji (k,, hy) W symbolach &i1;"» — znak wszyst-
kich wyrazéw zmieni sie na przeciwny. W trzecim, ostatnim kroku, zmien-
my oznaczenia wskaznikéw sumowania h,, b, na h,, h, — co znéw nie
zmieni znaku. Operacje te mozna zapisaé w sposéb nastepujacy:

Ryhg,. b = . 5 _ Iahg. Ry . ; . —
8]2.3‘“ i ﬂ-ml afzﬁz aaw a.nhn -_— 812“2.51 ﬂ'a-zkz aml o ﬂmn
— hohy.. b . . _ hyho.. B . . .
= —g; W Aopy ™ Cypy" s o " Appyy = —E)3. % Plgny Gy * e« o Qup

Druga cze$é lematu jest wigc udowodniona.

LEMAT 2. Parzysto$é permutacji i,...%,j;...ja_, jest rownowazna parzy-
stosct liczby I—R.

Istotnie, liczba transpozycji, ktorych nalezy dokonaé kolejno na
liczbach j,,...,j._r na to, aby oftrzymaé permutacje 1...n, jest réwna
liczbie

[r— (=114 [r—(Ge—2)14. ..+ [r— (Gnr—n+1)].
Stad teza lematu.
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3. W oznaczeniach poprzednich ustepéow twierdzenie Laplace’a ma
postaé

. ot apltl vee O, Qqigy oo aqun__f
(4) detd = D' (—1det|. .. ... .|det|...........][,
Apyiy +++ A, Bpsiy *+* By plyy.

gdzie sumowanie jest rozciggniete na wszystkie wskazniki Tiy +eny by 8Pl
niajace warunki (1), a wskazniki p,, ..., p, sg ustalone i oznaczaja numery
wierszy, wzgledem ktérych rozwijamy wyznacznik.

Dowéd. Prawg strong wzoru (4) mozna napisaé¢ w mysl definicji (3)
w sposéb nastepujacy:

PyI ‘zl ‘z, it It ..
(5) 2 (—1} Apyiy, "o Opyiy "€ ..fn’i,’“qifgl TR P
1

gdzie, podobme jak we wzorze (3), sumowanie jest odpowiednio rozcigg-
nigte na wszystkie permutacje %, ...%, liczb 4;,...,4, i na wszystkie
permutacje j,...j;, _, liczb jy, ..., jnr. Wobec réwnoseci

e"l :‘1 fj‘n-—r— ‘31 S it

1].. 3 e jl ?n‘!l‘“?'
wyrazenie (5) jest rowne
1\ i‘: if LT - i ;
(6) 1,2( 1) i 1 In—r plfi i a'*"r"l aqift oo gy
1oelp

a wobec lematéw 1 i 2 to wyrazenie jest réwne

PiI I-R P_R s i:,.?s T
(7) Z( L e O Ml G Va0 s o VRIS P S
..

Xa i  Wng
r+ts’;l m,ﬂ_r "

Kazda permutacja liezb ¢, ..., %, ji,...,i,_, jest jakas permutacja
liezb 1, ..., n i na odwrét — zatem wyrazenie (7) jest identyczne z prawg
strong wzoru (3), co dowodzi prawdziwo$ei twierdzenia Laplace’a.
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