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Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE VIT (1964)

H. Sreiznavs (Wroclaw)

O rownowadze obojetnej

Czy bryla materialna, ktéra w kazdej orientacji na poziomym stole
jest w réwnowadze, musi mieé¢ ksztalt sfery? Na to pytanie St. Ulama
zawarte w pracy [1] dalem niedawno twierdzaca odpowiedz w nocie [2].
Teraz wracam do tej sprawy dlatego, ze w nocie [2] uzylem takiego
kryterium rownowagi, ktore wymaga znajomosci mechaniki i weale nie
wynika z tego, co moiwia o statyce szkolne podreczniki fizyki. Odpo-
wiedZ na pytanie zawarte w pracy [1] podana w nocie [2] nie ulegnie
zZmianie:

TWIERDZENIE. Warunkiem koniecznym (i dostatecznym) tego, zeby
bryta sztywna, lezqca na poziomym stole i poddana pionowej, stalej sile
grawitacyjnej, byla w réwnowadze w kaidej orientacji wzgledem stotu, jest
sferycznodé jej powierzehni oraz takie rozmieszczenie materii, Zeby $rodek
ciezkosci bryly byl srodkiem geometrycznym sfery powierzehniowej.

Zanim przejdziemy do dowodu twierdzenia, nalezy zauwazyé, ze
dostateczno$¢ warunku wyrazonego w tekscie jest oczywista. Musimy
takze podaé elementarne kryterium réwnowagi, skoro nie chcemy sie
powolywaé na kryterium uzyte w nocie [2]. Oto jego brzmienie:

Bryla sztywna, lezaca na poziomym stole i poddana stalej grawitacji,
jest w réwnowadze wtedy 1 tylko wtedy, gdy prosta pionowa wiodqca przez
frodek cigikosei trafia w kaidy obszar wypukly zewierajqey wszystkie punk-
ty styeznosei bryly ze stolem — mamy na mysli obszary ledqce na stole.

Niniejsze kryterium pozwala nam traktowaé¢ twierdzenie jako pro-
blemat geometryczny. Dowdd sklada sie z pieciu czesei (§§ 1-5).

§ 1. Zakladamy, ze bryla B jest w rownowadze obojetnej (ezyli
astatyeznej) na poziomym blacie stoln, czyli na plaszezyznie poziomej P.
Mozna nada¢ bryle B w przestrzeni dowolng orientacje, a nastepnie pod-
stawié¢ pod nig poziomy blat P — bryla zachowa réwnowage dzieki pio-
nowym sitom grawitaecji i reakeji; w kazdym takim polozeniu plaszezyzna P
jest ,,podpierajaca” bryly B. W geometrii nazywamy plaszezyzng pod-
pierajacq bryle B taka plaszezyzne, ktora ma punkty wspolne z B, jednak
po jednej stronie plaszezyzny nie ma weale punktow nalezaeyeh do B.
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Wobec tego, jakkolwiek polozylibySmy B na P, P bedzie ,,podpierajaca’
bryly B. Mozemy wiec studiowaé wszelkie polozenia B na P ustaliwszy
bryle B w przestrzeni i nadajac plaszczyZnie ruchomej wszystkie mozliwe
polozenia, w ktorych ta plaszczyzna dotyka B, ale po jedne]j stronie plasz-
czyzny nie ma punktéw nalezacych do B. Bryla B nie musi by¢ wypukia —
niniejsze rozwazania geometryczne wcale tego nie wymagaja. Jezeli
w kazdym takim polozeniu, jakie wlaénie okresliliémy, usuniemy w prze-
strzeni wszystkie punkty lezace po stronie przeciwnej do B, to punkty,
ktore nie zostang usuniete nigdy, utworza nowa bryle B’ — jest widoczne,
ze B’ jest najmniejsza bryle wypukle zawierajaca B.

Musimy zauwazy¢, Ze na razie nie zajmujemy sie rozmieszczeniem
materii w bryle B, ani w B’ — wyobrazamy sobie, ze bryla B ma powierz-
chnie 8§, a bryla B’ powierzchnie¢ 8'; zaré6wno S jak 8’ s zrealizowane
jako materialne, twarde i sztywne blony o masie zerowej i grubosei ze-
rowej. Utwérzmy teraz bryle B-+8' i nazwijmy ja B — jest widoczne,
ze ta nowa bryla moze zastapié¢ bryle B w zagadnieniu réwnowagi, bo 8’
ma mase zero, a te same plaszezyzny P, ktore stykaly sie z B, stykaja
siec z B, i na odwrét. Bryla B jest wypukla.

§ 2. Srodek masy (czyli §rodek cigzkoéci) bryly B nazwiemy C; C jest
takze §rodkiem masy bryly B. Niech B lezy na stole P. Przez ¢ prowa-
dzimy pionowsa, to znaczy prostopadla do P plaszezyzne E, ktéra prze-
cina P wzdluz prostej poziomej L, a 8’ wzdiuz ,,poludnika’” W. Poniewaz
bryla B jest w réwnowadze, wigc — wedlug kryterium poprzedzajacego
§ 1 — rzut pionowy @ punktu C na P nalezy do domknigtego i wypukiego
zbioru K zlozonego z punktéw wspélnych 8’ i P; K = 8'P, Q e K. Wobec
tego poludnik W jest wypukla krzywa zamknigta na B, ktéra z L ma
co najmniej jeden punkt wspélny, mianowicie @, a ,,promien” CQ jest
prostopadly do L. Wobec tego mozemy zapytaé, czy jest mozliwe toczenie
poludnika W po torze L i — tym samym — bryly B zwiazanej z W
po P. To pytanie nie jest banalne, bo nie wiemy, czy plaszezyzny styczne
do 8’ w punktach nalezacych do W sg prostopadle do plaszezyzny E —
gdyby tak bylo, odpowiedZ bylaby pozytywna. Innymi stowy: obawiamy
sie, czy przy toczeniu bryly B po P tak, zeby kazdy punkt bryly poruszat
sie po plaszczyznach pionowych i réwnoleglych do E, poludnik W nie
oderwie si¢ od P, a wiec od toru L. Wtedy jednak rzut ¢) punktu ¢ na L
znajdzie si¢ poza §’, a wige poza K, co wedlug kryterium uniemozliwia
rownowage w takiej pozycji. Tak wiec skrupul odpada: mozna toczyé
bryte B po P tak, zeby poludnik W toczyl sie po L.

§ 3. Dzigki §2 sprowadziliSmy zagadnienie do toczenia plaskie]
i wypuklej krzywej po linii prostej, przy czym z krzywg ta W jest zwig-
zany punkt O, a jego rzut prostopadly @ na te linie L musi zawsze lezeé
na W. Naszym celem jest dowéd, ze W w takich warunkach musi byé
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kotem (*), a € §rodkiem tego kola. Musimy uwzglednié trzy mozliwe polo-
Zenia chwilowe podczas ruchu:

a) L jest jedyna styczna do W w punkcie @, a @ jedynym punktem
wsp6lnym W i L.

b) L przechodzi przez punkt @, ale W ma w punkcie @ dwa pro-
mienie styczne tworzgce kat mniejszy od 180° — C lezy na polu tego
kata.

¢) L i W majg caly odcinek wspdlny, a punkt @ lezy na tym odecinku.
Oto graficzne przedstawienie polozen a), b) i c¢):

Rys. ¢

Zajmiemy si¢ naprzéd przypadkami b) i ¢). W przypadku b) toezenie
w lewo przechyli QC o kat y; jezeli y jest mniejsze od a, to C znajdzie sig
w takim polozeniu, ze jego rzut @’ na L znajdzie si¢ zewnatrz W, a wiec
poza S, a wige poza K, co uniemozliwia réwnowage (por. § 2, przed-
ostatnie zdanie). W przypadku c¢) toczenie w lewo bedzie obrotem kotla
lewego korica odeinka wspélnego krzywej W i prostej L — jezeli ten
obrét bedzie mniejszy niz kat y, to 6w lewy koniec stanie si¢ jedynym
punktem wspélnym W i L, a rzut C na L znajdzie si¢ na prawo od tego
punktu, a wiec zewnatrz W, co — jak widzieliémy przed chwila — pro-
wadzi do sprzecznosci. Wobec tego tylko polozenie a) jest mozliwe — do
niego odnosi si¢ §4:

(1) Autor uzywa wyrazu ,kolo” w znaczeniu circulus, circle, Kreis.
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§ 4. Wykazemy teraz, ze fakt wykazany przed chwila, a wiec idealua
wypuklosé krzywej W, rownoznaczna z tym, ze podezas toczenia W po L
utrzymuje sie weiaz sytuacja a), pociaga za soba, ze W jest kolem, a C
jego drodkiem.

Na rysunku a) uwazajmy punkt ¢ za poczatek ukladu «, y; styczna L
do W w punkcie  niech bedzie osig x-0w, a normalna QC osia y-0w;
kat & liczy sie od CQ w kierunku antyzegarowym do CR. Mamy wiec
dwa uklady okreflajace polozenie dowolnego punktu K na W: uklad
prostokatny x, y oraz biegunowy 7, ¢, jezeli » oznacza dlugoéé¢ odeinka CR.
Styeznosé osi # do W w punkeie @ daje sie wyrazié przez dy/dx = 0 dla
& = 0, jezeli ¥y = y(x) opisuje czes¢ W lezaca w otoczeniu ). Ale ¢ ma
wspolrzedne z = 0, y = 0, wiec ¥'(0) = 0 daje
(1) limy/z = 0.

0

Mamy jednak dla 0 < 9| < 1
x = r(#)sind, y =r(0)—r(d)cosd,

‘a wiee — wobec (1) —
3 !
@) i ?(U)-F?(l}}{[——-ﬂgf2'+9/3 - _0_
B0 sind - r(9)

Poniewaz limsind /¢ = 1, wiec mozna we wzorze (2) zastapic¢ sind
sl

przez ¥ i napisaé

(3) 0 — i O =T @) (@122 304}

Facy 97 (D)
_ i PO —r (]9 r ()9 /2! 923!+ }
H—0 ?'(i}) ’
Wobec r(0) % 0 wzor (3) prowadzi do
o tim (OO )=,

a poniewaz dla |9 <1 jest |{ }| < |9, wiec wyraz { } dazy do zera
dla lim?® = 0. Z tego wynika, ze

r(O)=r(®)

(5) lim a ),

B0
a wige istnieje pochodna dr/dd dla & = 01 jest zerem: »'(0) = 0. Ale punkt
# = 0 nie rézni sie¢ od innych punktéw na W, bo mozna w kazdym punk-
cie krzywej W narysowaé styczng L — nasz rachunek korzysta wylacznie
z tego, ze wszystkie promienie z € 83 normalnymi krzywej W, ktéra
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jest idealnie wypukia. Mamy wige »'(#) = 0 dla wszystkich ¢, a stad
wynika, ze funkecja r(#) jest stala: r(#) = r(0) = CQ dla wszystkich 9.
Wobec tego krzywa W jest kolem, a C jest Srodkiem tego kola. Z tego
wnosimy natychmiast, ze kazdy przekrdj powierzehni 8’ wiodacy przez C
jest kolem o §rodku w C. Z tego bezposrednio wynika, ze dla dwéeh do-
wolnych punktow @, i @, lezacych na S’ plaszezyzna wiodaca przez @,
), 1 0 wycina z 8’ kolo o §rodku w C, ktére oczywiScie przechodzi przez C,
a wiec 0Q, = CQ,; stad wniosek, ze wszystkie punkty ¢ na 8’ sa jednakowo
odlegle od O, a wiec S8’ jest sfera, a € $rodkiem tej sfery.

§ 5. Brak jeszeze jednego kroku do celu: wykazaliSmy przed chwila,
ze 8 jest sferg o drodku w C, a twierdzenie wygloszone we wstepie do
tej noty orzeka, ze § jest sfera o srodku w C. Jak wiemy, 8’ jest najmniej-
sza powierzchnig wypukla obejmujacag S — wobec tego osiggniemy nasz
cel, gdy ndowodnimy nastepujacy lemat ogdlny:

Jezeli najmniejsza powierzehnia zamknigta i wypukla M sposrid po-
wierzchni obejmujacych zamknietq powierzchnie I jest sfera, to zachodzi
identycznoéé M = F.

Dowdd. Prazypudémy, ze M nie jest identyezna z F. Poniewaz punkty
I moga lezeé¢ tylko na F lub zewnatrz F, wiec zalozenie M =% F pociaga
za sobg istnienie punktu 7' na M, ktory lezv zewnatrz F. Wtedy na F
istnieje punkt @, najblizszy punktowi T' d)
ze wszystkich punktéow F, a odleglosé
Q7 = d > 0. Niech s oznacza sfere
o promienin 3d, ktoérej srodek lezy w 7'
— sfera s przecina sfere M wzdluz ma-
lego kolka k. Jezeli przez k poprowadzi-
my plaszczyzne p, to otrzymamy tarcze
kotowa t, ktora lezy catkowicie zew-
ngtrz F. Dzieli ona M na dwie czasze,
z ktorych jedna nie ma zadnyeh punk-
tow wspoélnych z F. Jezeli te czasze
usuniemy, a zamiast niej uzyjemy tar-
czy t wraz z pozostaly czaszg, otrzymamy nowa powierzchnie M’ wy-
pukly, obejmujaca F a mieszczgcyg sie w M, bo niektore jej punkty lezg
w obszarze objetym przez M, natomiast cala usunieta cze§¢ czaszy W
lezy poza M'. Ta sprzecznosé¢ z definicja sfery M implikuje M = F.

Rys. d

W pracy [L] postawiono pytanie, ezy bryla ograniczona twardy i nieprzema-
kalny powloka, ktora w kazdej orientacji w wodzie zachowuje réwnowage, musi mieé
powloke sferyczna. To pytanie dotychezas nie znalazlo odpowiedzi — poniewaz
bryla jest poddana nie tylko grawitacji, lecz i wyporowi wody (,,sile Archimedesa'),
wige jest ono trudniejsze od tego, ktére pochodzi z tejze pracy, a ktdore tutaj wladnie
przestudiowaliSmy.
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