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Uwagi do pewnego zagadnienia P. Erdosa 

W swej publikacji Quelques problemes de la Theorie des b .... ombres, 
która się niedawno ukazała w wydawnictwie Monograpbies de l'Enseigne-
ment Mathematique Nr 6, na str. 135 P. Erdos, jako zagadnienie 75, 
wypowiada następujące 

TWIERDZENIE T. Każda liczba W:lfmierna w, zawarta 'między 0 a ~7t 2 -l 
może być rozłożona na sumę postaci 

(l) 

gdzie xi (i = l , 2, ... , n) są liczba,mi naturalnymi rosnącymi. 
P. Erdos pisze, że jego dowód tego twierdzenia nie został ogłoszony 

drukiem i że wyniki ogólniejsze ukażą się w pracy R. Grahama będącej 
w druku w Proc. London 1\'Iath. Soc. (Ob. R. Graham, On sums oj re-
ciprocals of integers, Notices .Amer. Math. Soc. (1961), p. 610). 

Dowód P. Erdosa jego twierdzenia T nie jest 1ni znany. Nasuwają 
1ni się tu następujące uwagi: 

Przede wszystkim warunek twierdzenia T, żeby licz ba wyn1ier·na w 
spełniała nierówność O< w< ~n2 -l, nie jest konieczny. Ze znanego 
bowiem rozwinięcia licz by ~ n 2 na szereg nieskończony wynika, że dla 
każdej liczby dodatniej e istnieje liczba naturalna m taka, że 

Licz ba wymierna 
l l l t 2 

W=-2 +~+ ... +-2 >ii7t -e l 2 1n 

daje żądany przez Erdosa rozkład . 
.A. Schinzel wyprowadził z twierdzenia T następujące 
TWIERDZENIE S. Warunkiem koniecznym, i u~ystarcz(lrjącym, na to, 

żeby liczba wymierna 'W dawala roz·u~inięcie (l), gdzie x1 , x 2 , ••• , Xn są licz-
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ba·mi natu-ralnym .. i rosnący·rni jest, aby bJJlo albo O< w< *n 2-l, albo· 
też l ~ w< in2• 

l 
Dowód .. Jeżeli w = 1, to ma1ny w = 12. ;Jeżeli zaś 'W jest ·liczbą 

wymierną, taką że l < w < ~ n 2, to O < 1v- l < i n 2- l i, w n1yśl t-wier-
dzenia T, istnieje rozkład 

l l l 
w-1 = - 2 +-2 -f- ... -1 -2, 

XI X2 Xn 

gdzie x 1 , x 2 , ••• , Xn są liczbami naturalnyn1i rosnącymi. J~ecz wobec· 
w- l < ~ n 2

- l < l musi być x 1 > l i dla liez by w mamy rozkład 

l l l 
w= -2 +-2 -f- ... +-2' 

l X1 Xn 
gdzie l < X 1 < ... < Xn. 

Z twierdzenia T wynika więc, że warunki twierdzenia S są dosta--
teczne. Aby dowieść, że są one też konieczne, przypuśćmy, że w jest 
liczbą wymierną, taką że ~n2 -l ~ w< l. Gdyby dla liczby w zachodził 
wzór (l), gdzie x1 , x 2 , ••• , Xn są liczban1i naturalnymi rosnącymi, to,. 
wobee w< l, musiałoby być x 1 ~ 2, zatem (wobec x 1 < x 2 < ... < Xn}, 

l l l l l l 12 
w=-2+-2+···+-2~-2+-2+···+ 2<r7t-1, 

XI X2 Xn 2 3 (n + l) ' 

wbrew założeniu co do liczby w. Nie może też być w ~ ~n2, gdyż liczba w~ . 

dla której zachodzi wzór (1), gdzie x 11 x 2 , ••• , Xn są liczbami natural-
nymi rosnącymi, jest zawsze mniejsza od in2• Warunki twierdzenia s. 
są więc konieczne. Dowiedliśmy więc, że z twierdzenia T wynika twier-
dzenie S. 

Nasuwa się dalej pytanie, jakie postępowanie daje dla danej liczby 
wymiernej w, spełniającej warunki twierdzenia T, żądany w tym twier-
dzeniu rozkład. W szczególności, czy doprowadzi do tego zawsze postępo­
wanie następujące. 

Dla liczby wymiernej w, spełniającej warunki twierdzenia T wy- -
l 

znaczarny najmniejszą liczbę naturalną X 1 taką, że w~ - 2 •• Jeżeli w> 
xl 

l l > - 2 , to dla liczby wymiernej w 1 =w- - 2 wyznaczamy najtnniejszą 
Xt xl 

l . 1. l k . l J" . li 1 
Iczuę natura ną x 2 > x 11 ta ą ze W 1 ~ - 2 • eze w 1 > - 2 , to dla liczby 

x2 x2 
l 

UJ 2 = w 1 - - 2 . wyznaflzamy najmniejszą liezbę naturalną x3 > x 2 , taką 
x2 
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że u;2 ;;:::: ~ itd. ~zy postępując w ten sposób dojdziemy zawsze do roz-
x3 

winięcia (1), spełniającego warunki twierdzenia T? .A jeżeli nie, to jaki 
jest przykład liczby wymiernej, dla której nasze postępowanie doprowadza 
do rozwinięcia w szereg nieskończony? 

Postępowanie nasze wymaga uciążliwych rachunków, nawet jeżeli 
chodzi o bardzo proste liczby wymierne, na przykład o liczby ł lub ł· 
Zna1n rozwinięcie licz by ! spełniające warunki twierdzenia T, ale nie 
uzyskane za pomocą naszego postępowania. Jest to rozwinięcie 

l l l l l l l l l l l 
(Z) 2 = 22 +32+ 4~ +62+72+92+ 122 + 142 + 212 + 362 + 

\V eelu sprawdzenia tej równości należy zauważyć, że 

a pozostałe składniki należy sprowadzić do wspólnego lnianownika 362 
.. 

Nie znam żadnego rozkładu liczby ł na sumę mniej niż 12 odwrotności 
kwadratów różnych liczb naturalnych. 

Opisane wyżej postępowanie nie daje wzoru (2), gdyż przy jeg0< 

stosowaniu po składniku~ musiałby być składnik~' ponieważ~+ 4 5 6 
l l 

+ -" > - 2 • Zauważmy tu jeszcze, że postępowanie, o którym n1ówiliś1ny, 
7~ 5 

może dla liczby wymiernej w doprowadzić do jej rozkładu na większą 
liczbę składników niż jakiś inny jej rozkład na sumę odwrotności kwadra-
tów różnych liczb naturalnych. 

. . l l :Na przykład dla liczby wymierneJ w ="52+ "'62 mnówione wyżej· 

postępowanie daje jej rozkład na więcej niż trzy składniki, mianowicie 

l l l l l 
52 + 62 = 42 + 14 2 + 602 + ... 

. dl lib l l . d d .. Podobrne a cz y - 2 + - 2 pastępowarne to arje rozkła na w1ęce1 6 7 
niż dwa składniki: 
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Udowodnimy teraz 
TWIERDZENIE l. Z twierdzenia T wynika, że jeżeli w jest liczbą wy-

mierną, spełniającą war'ltnki twierdzenia T, to liczba w może być na nieskoń­
czenie wiele różnych sposobów przedstawiona w postaci (1), gdzie x1 , x2 , ••• , Xn 

t'worzą ciąg rosnący liczb naturalnych. 
Dowód. Przypuśćmy, że liczba wymierna w spełnia warunki twier-

dzenia T. Wobec n 2 < 12 mamy w< l i, w myśl twierdzenia T, istnieje 
rozkład (1). Wobec w< l mamy tu oczywiście Xn >l. Gdyby było Xn = 2, 
to, wobec w < 1, musiałoby być n = l oraz w = ł· Lecz wobec wzoru (2) 

i uwagi, że ~ = ~ - : 2 , n1an1y dla liczby ł jeszcze inne rozwinięcie, 
mianowicie 

l 
gdzie mamy sun1ę jedenastu składników, z których ostatnim jest 

602
. 

Możemy więc zawsze zakładać, że dla liczby w mamy rozwinięcie (1), 
gdzie x1 , x 2 , ••• , Xn są liczbami naturalnymi rosnącymi i gdzie Xn > 2. 

l l 
Ponieważ liczba - 2 - ·2 jest liczbą wymierną większą od O 

Xn (xn+l) 
oraz mniejszą od!, więc, w myśl twierdzenia T, istnieją liczby naturalne 
'!h< Y2 < ... < Ym, takie że 

l l l l l 
(3) x~- (xn+l)2 = Yi +Y~ + ... + Y!t. 

l l 
Gdyby było y1 ~ Xn +l, mielibyśmy - 2 ~ 2 , co, wobec 

Y1 (xn+ l) 
wzoru (3 ), daje 

l l l 
zaten1 

~1- ~;-;:- l ,-
skąd Xn+l ~ XnY 2 oraz Xn(Y 2 -1) ~l, zatem Xn ~ .! = V2+1, 

r2 -1 
co, wobec całkowitości Xn, daje Xn ~ 2, wbrew założęniu, że Xn > 2. 

Mamy więc y1 > Xn +l i wzory (l) i (3) dają rozwinięcie 

(3a) 
l l l l l l l 

w = -2 + -2 + ... + --2 - + ( 1)2 + -2 + -2 + ... + -2 ' 
xl x2 Xn-1 Xn+ Yl Y2 Ym 

gdzie X l < x2 < ... < Xn-1 < Xn +l < Y l < Y 2 < ... < Y m. 
Rozwinięcie ( 3a) ma n+ m > n składników. Z każdego więc rozwi-

nięcia (l) liczby wymiernej w, w którym Xn > 2, może1ny otrzymać 
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rozWimęcie o większej liczbie składników, spełniające warunki twierdze-
nia T. Rozwinięć takich jest więc nieskończenie wiele. Udowodniliśmy 
zatem, że z twierdzenia T wynika twierdzenie l. 

W związku z twierdzenien1l zauważ1ny, że bez poinocy twierdzenia T 
potrafilny dowieść, że liczba w = i daje się na nieskm1czenie wiele spo-
sobów })rzedsta wić w postaci (l), gdzie xi (i = l , 2, ... ) są licz ba mi na-
turalnymi rosnący1ni. Aby tego dowieść, udowodnimy najpierw nastę­
pujący len1at: 

LE~IAT. Jeżeli przy pewnyrn naturaln.ym n > l 1na1ny 

gdzie x1 < X 2 < ... < Xn są liczbam.i naturalnym?· i liczba X 1t jest pm·zJJ.~ta, 
Xn = 2k, to 

l l l l l 
-2 = -2 + ... +-2- +-2 + .. ·--:-2-, 
2 xl Xn-1 JII Yn 

ydzie Y i (i = l, 2, ... , n) są liczbami natura.lnymi, Xn_ 1 < y 1 < y 2 < ... < 
< Y n, i liczba Y n jest parzysta. 

Dla dowodu wystarczy przyjąć Jli = kxi dla i = l, 2, ... , n, gdyż 

l l l l 1 
x! = k222 = ( kx1 ) 2 + ( kx2 ) 2 + · · · + -(k;n(' 

a Yn = kxn = 2k2 jest liczbą parzystą, przy ezy1n, \vobec x:1 ~ 3 (gdyż 
n> 1), mamy Xn_ 1 < Xn = 2k < kx1 = y 1 • 

l 
Z rozkładu liczby ~na su1nę n składników o żądanych własnościach ... 

l 
otrzy1nujemy więc rozkład liczby 22" na sun1ę 2n -l > n (gdyż n > l) 
składników o żądanych własnościach. vVobec wzoru (2), z którego "\vynika 
rozkład 

l 
wynika więc, że liczba "22 daje się na nieskończenie wi~le sposobów przed-

Rtawić w postaei (1), gdzie xi (i = l, 2, ... , n) są liezbatni naturalnymi 
l l 1 

rosnącyn1i, przy czyn1 x1 = B. Wobec -- = 2 - + -.,. ·wynika stad, że . 2 2 2- • .. 
liczba ł daje niesk01l.czenie wiele rozkładów na sumę (l), gdzie xi (i = 
= l, 2, ... , n) są }i('.zbaini naturalnymi rosnącymi. 

Wiadomości Matematyczne VII, 2 
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Zauważmy tu jeszcze, że w każdym takim rozkładzie musi być x1 = 2. 
Istotnie, dla naturalnych m > l mamy 

l l l l l 
-~2 + (m+l)2 +···+ (m+k)2 < (m-l)m + m(m+l) +···+ 

l l l l + =-----<--,. 
(m+k-l)(m+k) m-1 m+k m-1 

skąd, wobec l< X1 < x2 < ... <-Xn, mamy 

l l l l 
-2 +-2 +···+-2 < --, x1 x2 x2 X 1-l 

zatem 

skąd x1 < 3, co wobec x1 > l daje x1 = 2. 
Z wzoru (2) wynika, że może być x2 = 3 (dla w = f). Opierając się 

na twierdzeniu T okażemy, że może tu też być x2 = 4. Mamy bowiem 
l l l 3 
------=-.Ale 
2 22 4 2 16 

3 l l l 1 2 ( l l l ) 1 2 ( 21 l ) 
16- <52 +62 +72 +··· = 67t- l+4 +g- +16 = 67t- 16 +g-~ 

l 2 3 21 l 28 2 l 3 l 
gdyż -6 7t >-+-+- = -, bowiem 1t > 9-. Lecz - > -. 

16 16 9 18 3 16 52 

Niech m oznacza największą liczbę naturalną taką, że 
3 l l l 

16 ~52+ 62 + ... + m2 • 

Mamy "\\ięc 

3 l l l l 
16<52+62+ ... + m2 + (m+l)2 

3 (l l l) l i dla w=-- - 2 +-2 + ... +-2 jest w< ( l)2. Jeżeli w>O,. 
16 5 6 m m+ 

to, w myśl twierdzenia T, istnieją liczby naturalne Yu y2 , ••• , Ys, takie 
że y1 < y 2 < ... < Ys oraz 

l l 1 . 
w= -2 +-2 + ... +-2' 

Y1 Y2 Ys 
l . 

przy czym, wobec w< ---2 , Jest y1 >m+ l oraz 
(m+1) 

l l l 1 l l l l 
- = -2 +-2 +-2 + ... +-2 +-2 +-2 + ... +-2 ,. ' 
2 2 4 5 m Y1 Y2 Ys 

gdzie m< m+ l< Y1 < Y2 < ... < Ys· 
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Nie odwołując się do twierdzenia T udowodnimy tu jeszcze · 
T'VIERDZENIE 2. Dla każdej liczby naturalnej n >l równanie 

l l l l 
-2 =-2 +-2 +···+-2 
~ ~ ~ Xn 
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ma nieskończenie w·iele rozwiązań w liczbach naturalnych x0 < x1 < ... < Xn. 

D o wód. Wystarczy oczywiście dowieść, że równanie ( 4) ma dla 
każdej liczby naturalnej n > l co najmniej jedno rozwiązanie w różnych 
liczbach naturalnych. 

Dla n= 2 twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdyż, jak łatwo spraw-
dzić, 

(5) 

Przypuśćmy teraz, że twierdzenie 2 jest prawdziwe dla pewnej liczby 
naturalnej n )::: 2, że więc istnieją liczby naturalne x0 < x1 < ... < Xn, 

dla których zachodzi wzór (4). 
Niech Yi = l2xi dla i= O, l, 2, ... , n-1, Yn = lÓxn, Yn+l = 20xn. 

'Vobec x 0 < X1 < ... < Xn mamy Yo < Y1 < ... < Yn-1 < Yn < Yn+ 1 , a wo-
bec wzorów (5) i (4) jest 

l l l l 
-2 = -2 + -2 + ... + -2-. 
Yo Y1 Y2 Yn+l 

'rwierdzenie 2 jest więc prawdziwe dla liczby n+ l. Dowód twierdzenia 2 
wynika więc przez indukcję. 

TWIERDZENIE 3. Liczba l nie jest sumą skończonej większej od l liczby 
odwrotności kwadratów różnych liczb naturalnych. 

D o wód. Przypuśćmy, że przy pewnym naturalnym n > l mamy 

(6) 

gdzie x11 x 2 , ... , Xn są różnyn1i liczbami naturalnymi, wobec n> 1, więk­
szymi od l. Możemy więc założyć, że l < x1 < x2 < ... < Xn, skąd z łat­
wością wynika, że xk )::: k + l dla k = l , 2 , ... , n, zatem w o be c wzoru ( 6): 

(7) 
l l l 

1 ~-2 +-2 + ... + 2' 2 3 (n+l) 
Lecz 

l l l l 
(k+l)2 < i(k+l) = k- k+l dla k =l, 2, ... , n 
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i wzór (7) daje 

l < (~ - ~) + (~ - ~) + ... + (~ - - 1
-) = 1- -

1
- < l 

l 2 2 3 · n n+l n+l ' 

co jest niemożliwe. 
Twierdzenie 3 zostało więc udowodnione. 
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