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W. SIErPINSKI (Warszawa)

Uwagi do pewnego zagadnienia P. Erdosa

W swej publikacji Quelques problémes de la Théorie des Nombres,
ktora sie niedawno ukazala w wydawnictwie Monographies de I’Enseigne-
ment Mathématique Nr 6, na str.135 P. Erdos, jako zagadnienie 75,
wypowiada nastepujace

TwWIERDZENIE T. Kazda liczba wymierna w, zawarta miedzy 0 a =2—1
moze byé rozlozona na sume postaci

: i .3, 1
() W—5§+m§"ﬁ*-°'+w§1

gdzie x; (1 =1,2,...,n) sq liczchami naturalnymi rosngcymi.

P. Lirdds pisze, ze jego dowéd tego twierdzenia nie zostal ogloszony
drukiem i ze wyniki ogélniejsze ukazg si¢ w pracy R. Grahama bedacej
w druku w Proc. London Math. Soe. (Ob. R. Graham, On sums of re-
ciprocals of integers, Notices Amer. Math. Soe. (1961), p. 610).

Dowéd P. Erdosa jego twierdzenia T nie jest mi znany. Nasuwaja
mi sie tu nastepujace uwagi:

Przede wszystkim warunek twierdzenia T, zeby liczba wymierna w
spetniala nieréwno$é 0 < w < in?—1, nie jest konieczny. Ze znanego
bowiem rozwinigcia liczby in® na szereg nieskoriezony wynika, ze dla
kazdej liczby dodatniej e istnieje liczba naturalna m taka, ze

£ 1 1 1
b= Tgf+‘2‘2“+---+‘?—n-§-
Liczba wymierna
1 1 1 i 3
w = F+Ef+..+-?;‘f>ﬁﬂ — &

daje zadany przez Erdosa rozkiad.
A. Schinzel wyprowadzit z twierdzenia T nastepujace
TWIERDZENIE S. Warunkiem koniecanym 1+ wystarczajgcym na lo,
zeby liczba wymierna w dawata rozwiniecie (1), gdzie z,, 2y, ..., Tn 8 licz-
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bami naturalnymi rosnqeymi jest, aby bylo albo 0 < w < j=*—1, albo-
tez 1 <w < qmd

1
Dowéd. Jezeli w =1, to mamy w = Stk Jezeli za$§ w jest ‘liczba

wymierna, takg ze 1< w < iz, to 0 <w—1< }n'—1 i, w my§l twier-
dzenia T, istnieje rozkilad

1 1 n 1 1
w—1=—+—-+...-| —&
2 ' o z’

gdzie x,,%y,..., %, 3 leczbami naturalnymi rosngeymi. Lecz wobec
w—1<1iz?~1<1 musi byé 4, >1 i dla liczby w mamy rozkiad

= ——1 —-1 - ~——-1 1zi 1< =g <
w - - S gdzie By < e < Ty
1? KL‘% :I:‘,z,, 4 !

7 twierdzenia T wynika wiec, Ze warunki twierdzenia S sg dosta-
teczne. Aby dowieéé, ze sq one tei konieczne, przypusémy, ze w jest
liczba wymierng, taka ze 1z°—1 < w < 1. Gdyby dla liczby w zachodzil
wzor (1), gdzie x,,®,,..., @, 83 liczbami naturalnymi rosngeymi, to,.
wobec w < 1, musialoby byé x, > 2, zatem (wobec z, < x, << ... << @)

1 1 i 8
—T++—'—-—I<Eﬁ —1,

w =
(n-+1)

1
m?
wbrew zalozeniu co do liczby w. Nie moze tez by¢ w > =2, gdyz liczba w,.
dla ktorej zachodzi wzér (1), gdzie w,,®,,...,x, 83 liczbami natural-
nymi rosngcymi, jest zawsze mniejsza od ix?. Warunki twierdzenia S.
sa wiec konieczne. Dowiedliémy wiec, ze z twierdzenia T wynika twier-
dzenie S.

Nasuwa sie dalej pytanie, jakie postepowanie daje dla danej liczby
wymiernej w, spelniajgcej warunki twierdzenia T, zadany w tym twier-
dzeniu rozklad. W szezegdlnosei, czy doprowadzi do tego zawsze postepo-
wanie nastepujace.

Dla liezby wymiernej w, spelniajacej warunki twierdzenia T wy--

S % . 1
znaczamy najmniejszg liczbe naturalng @, taka, ze w > - Jezeli w >
1
1

1 . )
>;2-, to dla liezby wymierne) w;, = w—-? wyznaczamy najmniejsza
1 1

. i 1
liczbe naturalng », > #,, taka ze w, = v Jezeli w, > —, to dla liczby
2 Ty

1 e .
w, = W, — —. Wyznaczamy najmniejszg liczbe naturalng z, > »,, taka
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1 ) . ; .
ze w, = = itd. Czy postepujac w ten sposoéb dojdziemy zawsze do roz-
3

winigcia (1), spelniajacego warunki twierdzenia T? A jezeli nie, to jaki
jest przyklad liczby wymiernej, dla ktérej nasze postepowanie doprowadza
do rozwiniecia w szereg nieskonczony?

Postepowanie nasze wymaga ucigzliwych rachunkoéw, nawet jezeli
chodzi o bardzo proste liezby wymierne, na przyklad o liczby § lub 1.
Znam rozwinigcie liczby 1 spelniajgce warunki twierdzenia T, ale nie
uzyskane za pomocg naszego postepowania. Jest to rozwiniecie

1 1 1 1 1 L . 1 .4 1 1 1

Teatataptagtatagtmigptarat

(2) 2 7090 122 T 14* ' 212

ik 3
150 60t

W celu sprawdzenia tej rownosei nalezy zauwazyé, ze

1 1 L 1 1 1 n L 1
FTIE T T 5 T e
a pozostale skladniki nalezy sprowadzi¢ do wspélnego mianownika 36°.
Nie znam zadnego rozkladu liczby 3 na sume mniej niz 12 odwrotnosci
kwadratéow réznych liczb naturalnych.
Opisane wyzej postepowanie nie daje wzoru (2), gdyz przy jege
1 1 1
stosowaniu po skladniku i3 musiatby byé skladnik —3» boniewaz o o
£ [ )
1 1 . y . ; ; o
= a > o Zauwazmy tu jeszcze, ze postegpowanie, o ktérym mowilismy,
moze dla liczby wymiernej w doprowadzié¢ do jej rozkladu na wieksza
liczbe skladnikow niz jaki$ inny jej rozklad na sume odwrotnosei kwadra-
tow réznych liczb naturalnych.

1 1
Na przyklad dla liczby wymiernej w = = + o omoéwione wyzej
postepowanie daje jej rozklad na wigcej niz trzy skladniki, mianowicie

1,1 1,1 .1,
5 060 4 140 60* T

s . 1 1 . . N—
Podobnie dla liczby - + 2l postepowanie to daje rozklad na wiecej
]
niz dwa skladniki:

1 1 1 1

"ég—+",7*§“=%—,‘+"l*é§‘+...
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Udowodnimy teraz

TWIERDZENIE 1. Z twierdzenia T wynika, Ze jezeli w jest liczba wy-
mierna, spelniajacq warunks twierdzenia T, to liczba w moze byé na nieskost-
czenie wiele réinych sposobow przedstawiona w postaci (1), gdzie ®y, Tay ..., Tp
tworzq ciqg rosngey liczb naturalnych.

Dowdéd. Przypuéémy, ze liczba wymierna w spelnia warunki twier-
dzenia T. Wobee =* < 12 mamy w < 1 i, w my$l twierdzenia T, istnieje
rozklad (1). Wobec w < 1 mamy tu oczywiscie x, > 1. Gdyby bylo z, = 2,
to, wobec w < 1, musialoby byé n = 1 oraz w = }. Lecz wobee wzoru (2)

1 1 1
i uwagi, ze =3 mamy dla liczby } jeszeze inne rozwinigcie,
mianowicie
i 1 1 + +
1 F LT T 02’

gdzie mamy sume jedenastu skladnikéw,

1

60
Mozemy wiec zawsze zakladadé, ze dla liczby w mamy rozwiniecie (1),

gdzie ©,, £y, ...y Ly 53 liczbami naturalnymi rosngcymi i gdzie =, > 2.

1
Poniewaz liczba ——— jest liczbag wymierng wigksza od 0
@ (@ n+1)

oraz mniejszg od }, wiec, w my#l twierdzenia T, istniejg liczby naturalne
<Y< ...< Ynm, takie ze
1 1 1 1 1

2

1

RS | R S

(3)
Y ?)"m

1 1
Gdyby bylo v, <@,+1, mielibySmy — =

7 /m, co, wobec
(]

wzoru (3), daje

1 1 1
= e = zat & 1) = 2wfl
2B B e BREl S
1 i~
skad x,+1 > > 2,/2 oraz a:,,(l/— —1) <1, zatem z, < = =V2+1,
2-1

co, wobec catkowitoci x,, daje z, < 2, wbrew zalozeniu, ze x, > 2.

Mamy wiec ¥, > @,+1 i wzory (1) i (3) daj@ rozwini@cie

1
(32 w = + + + + + + +..
’ FA @t 1 gt

gdziex;, < 2, < ... < @y 1 < T+ 1<y, <Y < ... < Y-

Rozwiniecie (3a) ma n-+m > n skladnikéw. Z kazdego wiec rozwi-
niecia (1) liczby wymiernej w, w ktérym z, > 2, mozemy otrzymaé




(2]
(2
-1
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rozwinigcie o wiekszej liczbie skladnikéw, spelniajace warunki twierdze-
nia T. Rozwini¢é takich jest wiee nieskoniczenie wiele, Udowodnili§my
zatem, %e z twierdzenia T wynika twierdzenie 1.

W zwigzku z twierdzeniem 1 zauwaZmy, Ze bez pomocy twierdzenia T
potrafimy dowiesé, ze liczba w = } daje si¢ na nieskoiliczenie wiele spo-
sobow przedstawi¢ w postaci (1), gdzie 2; (¢ = 1, 2,...) sa liczbami na-
turalnymi rosngcymi. Aby tego dowieéé, udowodnimy najpierw naste-
pujacy lemat:

LeEMAT. Jeteli przy pewnym naturalnym w > 1 mamy

1 1
T "!_ +2!

o 2
2 :171 ﬂ

gdzie T, < Ty < ... < @, 3¢ liccbami naturalnymi @ liczba =, jest parzysta,
o, = 2k, fo

1 1 P 11 1
B T 3 T T T3 T TE T eerTT T3y
22 of pr W Yn

ydzie y; (1 =1,2,...,n) sg liczbhami naturalnymi, v, < iy, < Y, < ... <
< Yn, © liczba y, jest parzysia.

Dla dowodu wystarczy przyjaé¢ y; = kx; dla i = 1,2, ..., n, gdyz
11 1t .t
o K2 (kmy)® | (kay)’ (kx,)*’

a Yn = ka, = 2K* jest liczbg parzysta, przy czym, wobec x, > 3 (gdyz
n>1), mamy @, ,< @, = 2k < ka; = y,.

1
7 rozkladu liczby —; na sume n sktadnikéw o zadanyeh wilasnoeiach

1
otrzymujemy wiec rozklad liczby — oF na sume 2n—1>n (gdyz n > 1)

sktadnikéow o zadanyech wlasnoseiach. Wobee wzoru (2), z ktorego wynika
rozklad

1 1 1, & + 1

62 eo

wynika wiee, ze liczba —;- daje si¢ na nieskonczenie wiele sposobow przed-

stawi¢ w postaci (1), gdzie z; (1 =1,2,..., 'n) 59 Iiwbami naturalnymi
1

rosngeymi, przy eczym z, — 3. Wobec 5= 5 + _,- wynika stad, ze

lieczba } daje nieskoiliezenie wiele rozkladéw na sume (1), gdzie z; (i =
=1,2,...,n) s3 liczbami naturalnymi rosnacymi.

Wiadomosci Matematyczne VII, 2 15
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Zauwazmy tu jeszeze, ze w kazdym takim rozkladzie musi byé ; = 2.
Istotnie, dla naturalnych m > 1 mamy

1 1 1 1

1
2Tt T T e S m—Dm | mmrn T

& 1 4 1 1
mtk—1)m+k) m—1 mik —m—1’

skad, wobec 1<z, <@, < ... <®,, mamy

1+1+ +1<1 zatem 1<1
2 2 a2 T e —1 2 -1’
skad x, < 3, co wobec z; > 1 daje @, = 2.
7 wzorn (2) wynika, ze moze byé z, = 3 (dla w = }). Opierajac sie
na twierdzeniu T okazemy, ze moze tu tez byé x, = 4. Mamy bowiem
1 1 1 3

————— — = Al
2 20 4 16
¢ + + 7+ (1+ + P ) “‘(21+1)
16 < 52 5“ 16 9 r
3 21 1 28 1 3 1
i 3 — +—+—=—, bowiem =°>9—. Lecz — > —;.
gly2 = > 15 + 35+ = 187 Yy TR
Niech m oznacza na,]wwkszae liezb@ na,turalua taka, ze
3
16 = = -l- T4 -’r
Mamy wiec
3 | + 1 . 1
16 5"' R (m-+1)>
. 3 1
i dla w:E-w + —|— + ]estw<( +1)2 Jezeli w > 0,
to, w mys§l twierdzema T, istnieja hczby naturalne ¥,, ¥s, ..., ¥s, takie
e Y, < Yo < ...< Yy OTaz
w=— + + + -
yi Y vs'
1
przy czym, wobec w < - o +1)2, jest y, > m+1 oraz
= s - + 7 T + s + +.. +
2 22 4* A H Y 37

glzie m<m+1<y, <Y< ...< Y-
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Nie odwolujae sie do twierdzenia T udowodnimy tu jeszcze
TWIERDZENIE 2. Dla kazdej liczby naturalnej n > 1 réwnanie

" 1 4.4, .3
(4) A T S

ma nieskoriczenie wiele rozwiqean w liczbach naturalnych vy < &, < ... < @,.
Dowdéd. Wystarezy oczywidcie dowie§é, ze réwnanie (4) ma dla
kazdej liczby naturalnej » > 1 co najmniej jedno rozwigzanie w réznych
liczbach naturalnych.
Dla n = 2 twierdzenie nasze jest prawdziwe, gdyz, jak latwo spraw-
dzidé,
1 1 1

=4 —— O — o
(5) 157 — 15¢ T 20°

Przypu$émy teraz, ze twierdzenie 2 jest prawdziwe dla pewnej liczby
naturalnej » > 2, ze wige istniejy liczby naturalne z,< 2, < ... < @,,
dla ktérych zachodzi wzdér (4). _

Niech y; =12x; dla ¢ =0,1,2,...,n—1, y, = 152,, Y, = 20x,.
Wobee z, < o, < ... <@, mamy Yo < Y, < ... < Yn_1< Yn< Yns1, & WO-
bec wzoréw (5) i (4) jest

1 1+1+ 3 1
% i B

Twierdzenie 2 jest wige prawdziwe dla liezby n+ 1. Dowdd twierdzenia 2
wynika wige przez indukeje.

TWIERDZENIE 3. Liczba 1 nie jest sumq skoviczonej wigkszej od 1 liczby
odwrotnosci kwadratow réinych liczb naturalnych.

Dowé6d. Przypuéémy, ze przy pewnym naturalnym = >1 mamy

(6 1= bt

’ R R

gdzie x,, @5, ..., &, 83 réznymi liczbami naturalnymi, wobec n > 1, wigk-
szymi od 1. Mozemy wige zalozyé, ze 1< @, < 2, < ... < &,, skad z lat-
woscig wynika, ze x, > k41 dla k = 1, 2, ..., n, zatem wobec wzoru (6):

(1) 3 il
gt s (n4+1)
Lecz
1 1 1 1
[T e e e L
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i wzér (7) daje

<D B ) -
Sl TR S Y R ey ke

1
n+1< 2

co jest niemozliwe.
Twierdzenie 3 zostalo wiec udowodnione,
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