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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO 1897

Seria IT: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE VIIT (1964)

A. ScuiNzeL i W. SiErrISsk1 (Warszawa)

O réwnaniu 2*—2y° = k

W niniejszym artykule zajmiemy sie¢ wyznaczeniem wszystkich
liczb calkowitych k, dla ktérych rownanie
(1) -2 =k
jest rozwigzalne w liezbach naturalnych z i y.

Zagadnienie to nie jest nowe, a wyniki, ktére tu podamy, sa znane.
Sadzimy jednak, ze zebranie ich i przedstawienie w sposéb elementarny
bedzie rzecza pozyteczna, zwlaszcza z uwagi na zauwazone w ostatnich
latach powigzania réwnania (1) z innymi réwnaniami diofantyeznymi,
o czym tez tu bedzie mowa.

Dla % = 0 réwnanie (1) oezywiscie nie ma rozwigzan w liczbach
naturalnych z, y. Z tozsamoseci zas

(@+2y)—2(a-+y); = 29" —a°

wynika natychmiast, ze jezeli réwnanie (1) ma rozwiazanie w liczbach
naturalnych « i ¥, to mamy

(@-+2y)* —2(x+y)* = —k.

Wrystarezy wige rozpatrzy¢ réwnanie (1) w przypadku, gdy k jest liczba
naturalng. Udowodnimy tu

TWINRDZENIE 1. Na to, Zeby rdwnanie (1), gdzie k jest dang liczbg
naturalng, bylo rozwiqzalne w liczbach naturalnych x, vy, poirzeba i wystar-
cza, zeby tloraz z dzielenia liczby k przez najwiekszy kwadrat, dzielacy k,
nie byt podzielny przez Zadng liczbg pierwszq postact 8t--3.

Dowdéd. Niech m oznacza najwigksza liczbe naturalng, ktorej kwa-
drat jest dzielnikiem liczby % i niech k = m?*l, gdzie 1 jest liczbg naturalna,
niepodzielng przez zaden kwadrat liczby naturalnej wiekszej od 1, i przy-
puéémy, zZe liezby naturalne x i y speliajg réwnanie

(2) o’ —2y* = mil.

Niech (z, y) = d; mamy wiec ¢ = dx,, y = dy,, gdzie 2, i y, sa liczbami
naturalnymi wzglednie pierwszymi. Wobec réwnania (2) mamy wige
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da* | m’l, skad d | m oraz m = dm;, gdzie m, jest liczby natural;tq, zatem
wobec rownania (2) jest

(3) ' 2 —2y% = mll.

Przypu$émy, ze liczba 1 jest podzielna przez liczbe pierwsza p postaci
8t--3. Prawa strona wzoru (3) jest wiec podzielna przez p, a poniewaz
liczby @, i ¥, s3 wzglednie pierwsze, wiec zadna z nich nie jest podzielna
przez p, a wobec wzoru (3), mamy

2} = 2y} (modp),
skad, podnoszac obie strony do potegi o wykladniku (p —1)/2, w mysl
twierdzenia Fermata, znajdujemy

1 =292 (modp), skad 2@~V =1(modp),

co dowodzi, ze 2 jest reszta kwadratowa dla modulu p, wbrew temu,
ze p = 8t+3.

Dowiedliémy wiec, Ze warunek naszego twierdzenia jest konieczny.

Aby dowiesé, ze jest on dostateczny, oprzemy sie na nastepujacym
twierdzeniu T ():

T. Na to, #eby liczba pierwsza nieparzysta p byla postaci x — 2y*,
gdzie x © y sa Uczbami naturalnymsi, potrzeba i wystarcza, Zeby p bylo liczbg
postaci 8t +1.

Mamy

2°-2.12’=2 oraz (3m)—2@2m)’=m’ dla m=1,2,...
Przypuéémy teraz, ze dla liczb naturalnych k, i k, istnieja liczby na-
turalne z,,y, i «,, y, takie, ze
oi—2yi =k, a3—2y; =k,
Wynika stad, jak latwo sprawdzié, ze
(@3 @5+ 293 9)" — 2(21 Yo+ 2291)" = KiK.

Zatem z twierdzenia T i z uwagi, ze liczba I, w my§l warunku twierdzenia 1,

moze mieé¢ tylko czynniki pierwsze 2 lub postaci 8¢-+-1, wnosimy, ze liczba

k = m®l jest postaci (1). Warunek twierdzenia 1 jest wiee dostateczny.
Twierdzenie 1 zostalo zatem udowodnione.

(1) Dowéd elementarny tego twierdzenia znajduje sig w ksinzee: W. Sierpin-
ski, Teoria Liczb, czeié TI, Warszawa 19539, sir. 338, twierdzenie 3.
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I. A. H. Hunter wypowiedzial nastepujace
TWIERDZENIE 2. Jeseli rownanie (1), gdzie k jest liczbq calkowita,
jest rozwiqzalne w liczbach naturalnych, to réwnanie

(4) (@*— k) (2" — k) = (y*— k)’

ma nieskoriczenie wiele rozwiqzan w réznych liczbach naturalnych x, y, 2 (?).

Dowoéd I. A. H. Huntera jego twierdzenia (podanego przez niego
w formie zadania) nie jest nam znany, ale mozna je udowodnié¢ na przy-
klad w nastepujacy sposéb. Przypuéémy, ze a i b 83 liczbami naturalnymi,
spelniajacymi réwnanie

(5) a—2b° = k.
Wynika stad, jak latwo sprawdzié, ze
(6) (3a+4b)*—2(2a+ 3b)* = k,

skad latwy wniosek, ze jezeli dla danej liczby calkowitej k réwnanie (1)
jest rozwigzalne w liczbach naturalnych «, y, to ma ono nieskonczenie
wiele takich rozwigzan.

Yatwo tez sprawdzié, ze z wzoru (5) wynika wzor

(7) 2b(2a+ 3b) = (a+ 2b)*—k.
Niech
(8) x=a, 2=3a+4b, y=a-+2b,
mamy wieec z—x = 2y i z wzoréw (5), (6) i (7) wynika natychmiast,
ze liczby naturalne «, y, 2z (ktére sg rézne) spelniaja rownanie (4). Réwnanie

to ma wige nieskorniczenie wiele rozwigzan w réznych liezbach naturalnych
x, y, 2, co dowodzi twierdzenia 2.

W przypadku k = 1, jezeli liczby naturalne a i b spelniaja réwnanie
a’—2b* = 1, to a jest liczba nieparzysta i przeto liczby (8) sq wszystkie
trzy nieparzyste. Stad

WNIOSEK. Réwnanie

(9) (' —1)(*—1) = (' —1)

ma nieskoiczenie wiele rozwiqzan w rédnych liczhach naturalnyeh nieparzy-
stych @, ¥y, 2.
Mamy na przyklad rozwigzania

(2, y,2) = (3,7,17), (17, 41, 99), (99, 239, 577).

(*) Poréwnaj The American Mathematical Monthly 69 (1962), str. 316, za-
danie 5020.
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Nie wiemy, ezy réwnanie (9) ma rozwigzanie w roznych liczbach parzy-

stych =z, ¥, 2.
Jezeli liczby naturalne nieparzyste z, y, z spelniaja réwnanie (9),
to mamy, co latwo sprawdzié,

Ye-1zbe-ny2 = l-n2s
gdzie t, = n(n-+1)/2 oznacza n-t3 liczbe tréjkatng. Wniosek nasz jest
wiee réwnowazny twierdzeniu, ze istnieje mieskoticzenie wiele postepdw
geometrycznych, wtworzonych z trzech réimych liczb trdjkatnych (3).
Nie wiemy, czy istnieja cztery rozne liczby trojkatne tworzace postep
geometryezny.
Okre§lmy ciag nieskonczony wu, (n =1,2,...) warunkami
Uy =38, Uy=1T, Upyo=1Up+2u,,, da n=1,2,...
Mozna dowiesé, ze liczby
L= Upy_1y Y = Uany Z=1Uy,; da n=1,2,...

spelniaja réwnanie (9). Latwo tez dowiesé, ze

g\n+1 _ n41
ﬂi;=g+V2) —;(1 ‘/2_)_" dla' n:l,g’“,

Nie wiemy, czy rownanie (9) ma inne rozwigzanie w liczbach naturalnych
x, 1y, 2, gdzie z < y < 2.

W zwiazku z twierdzeniem 2 zauwazymy, ze, jak to zaznaczyl
1. A. H. Hunter, réwnanie (4) moze dla pewnych liczb calkowitych k
mie¢ rozwigzania w réznych liczbach naturalnyeh x, ¥, 2, pomimo ze
rOwnanie (1) nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych; tak jest na przy-
klad dla k = —6, gdzie réwnanie (4) ma rozwigzanie =2, y =8,
2 = 22. Nie znamy odpowiedzi na pytanie postawione przez I. A. H. Hun-
tera, dla jakich calkowitych % ré6wnanie (4) ma nieskoniczenie wiele roz-
wigzan w réznych liczbach naturalnych z, y, z.

(3) Twierdzenie to udowodnil na innej drodze Kazimierz Szymiczek w pracy
znajdujacej sie w druku w wydawnictwie Publikacje Elektrotechn. Fakulteta Uni-
vergiteta w Beogradu.
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