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O réwnaniu «*—b* = (a—b)¢’

1. H.J. Xanold ([3], str. 131) ndowodnil miedzy innymi nastepujace
twierdzenie (1):

Jesli p © g sq dowolnymi liczbami pierwszymi oraz a © b dowolnymi
liczhami naturalnymi, to réwnanie

144" +g*+... 4P =P

(albo ¢ —1 = (¢"—1)b*) wie ma rozwiqzath préez praypadkéw, gdy p =
=qg=2, a=b=3 oraz p=2, =3, a=1, b=2.

W przypadku, gdy a = 1, twierdzenie to udowodnilt takze A. Rot-
kiewiez [5].

Celem tego artykulu jest udowodnienie twierdzenia, ze réwnanie
(1) a*—b* = (a—b)e’

posiada co najwyzej jedno rozwiqranie w liczbach naturalnych z, vy, oraz
podanie warunkow koniecznych pozwalajacych wyznaczyé ewentualne
rozwigzanie rownania (1).

Dla a =2, b =1 réwnanie (1) nie posiada rozwigzan w liczbach
naturalnyeh ¢, z, ¥ przy y > 1. Wiadomo bowiem, ze zadna liczba Mer-
senne’a nie jest potega liezby- naturalnej o wykladniku wiekszym od
jednogci. Poza tym przypadkiem réwnanie (1) posiada rozwigzania w licz-
bach a, b, ¢, z, y, przy y > 1, np. 3°—1 = 2-11%, 7"—1 = 6-20°. 83 to
wiec jedyne rozwigzania réwnan 3*—1 = 2-11Y, 7*—1 = 6-20".

Prawdziwodé twierdzenia, ze réwnanie (1) moze posiadaé¢ co najwyzej
jedno rozwigzanie, wynika z twierdzenia Zsigmondy’ego-Birkhoffa-Vandi-
vera (Z-B-V) [1], [4] o istnieniu dzielnika pierwszego pierwotnego liczby
a”—b". Wynika stad takze pewien warunek konieczny, jaki musi spelniaé
liczba # w rownaniu (1), mianowicie, ze o ile rozwigzanie istnieje, to licz-
ba ¢ ma czynnik pierwszy p taki, ze z | p—1.

(") P. J. McCarthy ([2], str. 46) pisze powolujae si¢ na to twierdzenie: ,,Kanold
proved that the Diophantine equation xf+2f—!+4...4x+41 = y” has no solution
with # a prime and r> 1 except o =3, f = 1, y = r = 2”. Jest to oczywiseie sfor-
mulowanie dalekie od twierdzenia Kanolda; poza tym takie twierdzenie jest fal-
sezywe, jak to wykazuja eytowane wyzej przyklady.
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Bezposredni dowdd tego twierdzenia wydaje sie byé interesujacy
gléwnie dlatego, ze dowé6d elementarny twierdzenia Z-B-V [4] jest dlugi
i skomplikowany. Ponadto warunki konieczne sformulowane w twier-
dzeniu z ustepu 3 nie wynikaja z twierdzenia Z-B-V.

Jesli p* | m i p**' 4 m, pisze p* || m; [ty, ..., #;] oznacza najmniejszg
wspolna wielokrotnosé liczb t,, ..., &.

" 2. Niech a i b beda liczbami naturalnymi, a > b, (a,b) = 1, p niech
bedzie liczba pierwsza i p 1 ab.

DEFINTCTA 1. Liezbe pierwszg nieparzysta p nazywamy dzielnikiem
pierwotnym liczby a®—0b", jedli A jest najmniejsza liczba naturalng
taka, ze p | a’— b’

DEFINICTA 2. Lieczbe p = 2 nazywamy deielnikiem pierwoinym liczby
a—b, je§li 4|a—b, oraz dzielnikiem pierwotnym liczby a*—b*, jesli
21l a—b.

Oczywiscie A istnieje i jesli p jest nieparzyste, to 1 < 4 <p—1.

Dowdd twierdzenia opiera sie na trzech nastepujacych lematach:

LEMAT 1. Jedli liczba pierwsza p jest dzielnikiem pierwotnym liczby
a’—b? i p* || a®—b", to z tego, ze p*|d"—0b", wynika, ze A|m.

LeMAT 2. Jesli liczba pierwsza p jest deielnikiem pierwotnym liczby
at—b* i p* (| a?—b?, to p*t | @ — 0" dla kaidej liczby calkowitej mie-
ujemnej &.

LeEMAT 3. Jesli liccba pierwsza p jest dzielnikiem pierwotnym liczby
a’—bipt| a?—b? to p*te | a"— " wtedy i tylko wiedy, gdy n = Ap°q, gdzie
q jest liczbg naturalng. '

Dowody tych lematéw mozna przeprowadzi¢ metoda indukeyjna,
podobnie jak w pracy [1].

3. Udowodnie teraz

TWIERDZENIE. Jesli a, b, ¢ sq liczhami naturalnymi, (a,b) =1,
a>b =1, to réwnanie (1) ma co najwyiej jedno rozwiqzanie w liczbach
naturalnych ®, y. Je§li ¢ = pt...p¥p% k=20, ;1< ... <pp<p, p>2
i liczby pierwsze p;, p sa dzielnikami pierwolnymi liczh a“i—b%, a”—b?,
oraz p¥ | a%i—b%, p*| a?—b?, to jedyne moiliwe rozwiqzanie réwnania (1)
otrzymujemy przy Y = Ala. Ponadio [A,,..., 4y, A]|x. Jesli p = 2,
to rownanie (1) nie ma roxwigean przy x> 2.

Dow6d. Przypu$§émy, ze réwnanie (1) ma rozwiazanie w liczbach
@, yiay > A Mamy tez aq;y > A;, gdyz jesli p; | a®— b7, to takze p}i | ®— ™.
Przypusémy wiee, ze a;y = A4+ &, =0 oraz ay = A+¢ &> 0. Po-
niewaz plitt|a*—0b%, p***| a®—0b", wieec na podstawie lematu 3 mamy
A;ipilx oraz Ap°|x. Wynika stad, ze z = [4,p},..., dipi¥, Ap°].
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Przyjmujae n = [4,p7, ..., 4ppi¥, 4] otrzymujemy z = np°. Udowodnig,
ze przy p > 2

(2) (a—b)’ < a®—b",
Mamy mianowicie

(3) pe< an{ps_l)_-l_Jran(pe_s)—lbn_i_'”+a1a—1b-n(px_2)+a_lbﬂ(p!..l),

gdyz liczba skladnikéw nie mniejszych od jednoéei jest p*—1 i wobec
a>1, n=1,p>2 &>1 jest a"® D! > 2 Stad mnozge lewy strone
nieréwnofei (3) przez a—b oraz prawa strone przez a otrzymujemy

4) (@a—b)p® < @@ =D g"W D D),

Wobec tego, ze A;pf|nm oraz A |w, mamy phta. pitapt < a"— b,
<o razem z nieréwnoS$ecig (4) daje nieréwnosé (2).

Rownanie (1) nie moze wiec posiadaé rozwigzan przy y spelniajacym
nieréwnosé ay > 2, musi zatem byé ay < 1, skad y = i/a. Poniewaz
pi| a®—0b", p|a™—b", wiec na podstawie lematu 1 jest 4;|x, 4|, skad
otrzymujemy [4,,..., 4z, 4] | @.

Pozostaje rozpatrzyé przypadek, gdy p = 2. Poniewaz p jest naj-
wiekszym czynnikiem pierwszym liczby ¢, wiee w tym przypadku ¢ = 2°
Jeshi a® ' a" 4.+ V' =2Y1 (a,b) =1, to @ i b sa liczbami nie-
parzystymi oraz @ jest parzyste. Rozpatrujemy wiec réwnanie

(5) a**— b = (a—b)2".

7 réwnania tego mamy

:::_bx

(a4 b") = 27

Rownoéé ta moze zachodzié co najwyzej wtedy, gdy & = 1, je§li bowiem
x> 1, to wobec tego, ze ((a"—b")/(a—Db), a®+b") =1 albo 2, a >b >1,
zatem przynajmniej jedna z liczb (a”—b")[(a—b) i a®+ b” posiada czynnik
nieparzysty, co wyklucza mozliwo§é réwnosei (5). Twierdzenie zostalo
wiec udowodnione.
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