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o równaniu ax-bx = (a-b)cy 

l. H. J. Ka,nold ([3], str. 131) udowodnił 1niędzy innyn1i następujące 
twierdzenie ( 1 ) : 

Jeśli p i q są dowolnymi liczbami pierwszymi oraz a i b dowolny·rni 
liczbami natura.lnynti, to równanie 

l+qa+q2a+ ... +q(P-l)a =bp 

(albo qap- l = ( qa -l) bp) nie ma rozu,iązań prócz przypadkó~c, gdy p = 
=q= 2, a= b= 3 oraz p= 2, q= 3, a= 1, b= 2. 

W przypadku, gdy a = l, t'vierdzenie to udowodnił także A. Hot-
kiewicz [5]. 

Celem tego artykułu jest udowodnienie twierdzenia, że równanie 
(l) ax-bx = (a-b)cY 

posiada co najwyżej jedno rozwiązanie w liczbach naturalnych x, y, oraz 
podanie warunków koniecznych })Ozwa.lających wyznaczyć ewentualne 
rozwiązanie równania (l). 

Dla a = 2, b = l równanie (l) nie posiada rozwiązań w liczbach 
naturalnych c, x, y przy y >l. \Viadomo bowimn, że żadna liczba l\Ier-
senne'a nie jest potęgą liczby· naturalnej o wykładniku większyn1 od 
jedności. Poza tyn1 przypadkien1 równanie (l) posiada rozwiązania w licz-
bach a, b, c, x, y, przy y >l, np. 35-1 = 2·lf\ 74-1 = 6·202

• Są to 
więc jedyne rozwiązania równań 3x -l = 2 ·l l Y, ·7x -l = 6 · 2011 • 

Pra,':'dziwość twierdzenia, że l'Ównanie (l) może posiadać co najwyżej 
jedno rozwiązanie, wynika z twierdzenia Zsignlondy'ego-Hirkhoffa-Van.di-
vera (Z-B-V) [1], [4] o istnieniu dzielnika pierwszego pier''rotnego liczby 
ax- bx. 'Vynika stąd także pewien warunek konieczny, jaki n1usi spełniać 
liczba x w równaniu (1), mianowicie, że o ile rozwiązanie istnieje, to licz-
ba c ma czynnik pierwszy p taki, że x l p -l. 

(1) P .. T. l\IcCarthy ([2], str. 46) pisze powołując się na to twierdzenie: "Kanold 
proveu that the Diophantine equation xP+xP- 1+ ... +x+ l = yr has no solution 
with x a prime and r > l except x = 3, {J = l, y = r = 2". Jest to oczywiście sfor-
mułowanie dalekie od twierdzenia Kanolda; poza tym takie twierdzenie jest fał­
s~ywe, jak to wykazują cytowane wyżej przykłady. 
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Bezpośredni dowód tego twierdzenia wydaje się być interesujący 

głównie dlatego, że dowód elementarny twierdzenia Z-B-V [4] jest długi 
i skomplikowany. Ponadto warunki konieczne sformułowane w twier-
dzeniu z ustępu 3 nie wynikają z twierdzenia Z-B-V. 

Jeśli pi. l m i pi.+ I t m, piszę pi. 11 m; [tu ... , tk] oznacza najmniejszą 
wspólną wielokrotność liczb t1 , ••• , tk. 

2. Niech a i b będą liczbami naturalnyn1i, a> b, (a, b) = 1, p niech 
będzie liczbą pierwszą i p t a b. 

DEFINICJA l. Liczbę pierwszą nieparzystą p nazywamy dzielnikiem 
pierwotny1n liczby aL~- bL1, jeśli LI jest najmniejszą liczbą naturalną 
taką, że p l aL~- bL1. 

DEFINICJA 2. Liczbę p = 2 nazywamy dzielnikiem pierwotnym liczby 
.a- b, jeśli 4 1 a- b, oraz dzielnikiem pierwotnym liczby a2

- b2
, jeśli 

211 (t-b. 
Oczywiście LI istnieje i jeśli p jest nieparzyste, to l ~ LI ~p -1. 
Dowód twierdzenia opiera się na trzech następujących lematach: 

LEMAT l. Jeśli liczba pierwsza p jest dzielnikiem pierwotnym liczby 
aLl- b11 i pi. 11 a11

- bt1, to z tego, że p;. l arn- bm, wynika, że LI l m. 

LEMAT 2. Jeśli liczba pierwsza p jest dzielnikiem pierwotnym liczby 
at~- bA i pi. li a A- bA, to p?.+e 11 aAPs- bL1ps dla każdej liczby całkowitej nie-
ujemnej s. 

LEMAT 3. J dli liczba pierwsza p jest dzielnikiem pierwotnym liczby 
.aA- bA i pi. li a-1- bA, to pi.+e l a n- b n wtedy i tylko wtedy, gdy n = L1 p e q, gdzie 
q jest liczbą naturalną. 

Dowody tych lematów można przeprowadzić 1netodą indukcyjną, 
podobnie jak w pracy [1]. 

3. Udowodnię teraz 
TWIERDZENIE. Jeśli a, b, c są liczbami naturalnymi, (a, b) =l, 

a> b > 1, to równanie (l) ma co najwyżej jedno rozwiązanie w liczbach 
naturalnych x, y. Jeśli c = p~1 ... p/ck pa, k >O, P 1 < ... < Pk <p, p> 2 
i liczby pierwsze Pi, p są dzielnikami pierwotnymi liczb aL~ i- b11i, a A- bA, 
-oraz pti 11 at1i_ bt1i, p;. 11 at1- bLJ, to jedyne rnożliwe rozwiązanie równania (l) 
otrzymujemy przy y = }.ja. Ponadto [LI u ... , Ll 1" LI] l x. Jeśli p = 2, 
to równanie (l) nie ma rozwiązań przy x > 2. 

Dowód. Przypuśćmy, że równanie (l) ma rozwiązanie w liczbach 
x, Y i ay > A. Mamy też aiy > Ai, gdyż jeśli Pi l ax- bx, to także pti l ax- bx. 
Przypuśćmy więc, że aiy = ~+ si, Ei >O oraz ay = }.+s, s> O. Po-
nieważ pti+ei 1 ax- bx, pA+e 1 ax- bx, więc na podstawie lematu 3 mamy 
Aipii l x oraz Llp8 l x. 'Vynika stąd, że x = [L1 1p~1 , ... , L1kpkk, L1p8

]. 
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Przyjmując n= [L1 1 p~1 , ••• , L1kpi.k, L1] otrzymujemy x = np6
• Udowodnię, 

że przy p> 2 

(2) 

Mamy mianowicie 

gdyż liczba składników nie n1niejszych od jedności jest p6-l i wobec 
lt > 1, n ); l, p > 2, c: ); l jest an(pe-I)-I ); 2. Stąd mnożąc lewą stronę 
nierówności (3) przez a- b oraz prawą stronę przez a otrzy1nujemy 

{4) 

Wobec tego, że L1ipiiln oraz Llln, mamy pii+ei ... p~k+e"'PA. ~ an-bn, 
-co razem z nierównością ( 4) daje nierówność {2). 

Równanie (l) nie może więc posiadać rozwiązań przy y spełniającym 
nierówność ay >A, musi zatem być ay ~A, skąd y = Aja. Ponieważ 
Pi l ax- bx, p l ax- bx, więc na podstawie lematu l jest L1i l x, L1 l x, skąd 
-otrzymujmny [L1 17 ••• , L1k, L1] l x. 

Pozostaje rozpatrzyć przypadek, gdy p = 2. Ponieważ p jest naj-
większym czynnikiem pierwszym licz by c, więc w tym przypadku c = 2a. 
~Jeśli ax-I+ ax- 2b+ .. . + bx-I = 2u i (a, b) = 1, to a i b są liczba1ni nie-
parzystymi oraz x jest parzyste. Rozpatrujmny więc równanie 

(5) 

Z równania tego n1amy 

x bx a- X X Y -------(a +b)= 2 . 
a-b 

Równość ta 1noże zachodzić co naj,vyżej wtedy, gdy x = l, jeśli bowien1 
.;c> 1, to wobec tego, że ((ax-bx)/(a-b), ax+bx) =l albo 2, a> b~ l, 
zatem przynajnu1iej jedna z liczb ( ax- bx) /(a- b) i a.x + bx posiada czynnik 
nieparzysty, co wyklucza możliwość równości (5). Twierdzenie zostało 
więe udowodnione. 
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