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E. A. KALUZNIN

O jezyku informacyjuvim matematyki*

Ogélnie wiadomo, ze oznaczenia odgrywajag w matematyce wazng
role. Umiejetnie wybrana symbolika nie tylko sprzyja rozwigzaniu skom-
plikowanego zagadnienia matematyczuego, ale bez zadnej przesady
mozna powiedzieé, ze wspoélezesne dyscypliny matematyczne sa wprost
nie do pomys$lenia bez odpowiedniej symboliki. Na przyklad wprowa-
dzenie oznaczen literowych w poczatku XVIL stulecia przyczynilo sie
do powstania algebry w dzisiejszym znaczeniu tego slowa (%).

W oparcin o nowy literowsg algebre mogla szybko rozwingé sie geo-
metria analityczna. Analiza nieskonczenie malych, ktorej zalazek mozna
znalez¢ w pracach wielu matematykow od XV do XVII wiekn, przyjeta
posta¢ samodzielnej galezi matematyki, zyskujac ogdélne uznanie dopiero
wtedy, gdy Newton, a w szczegdlnodei Leibniz, zastosowali do rozwiazy-
wania jej podstawowych zagadnienn adekwatng symbolike (2).

Warto przypomnieé, ze nowy rachunek oparty na nowych, glebo-
kiech pojeciach i odpowiadajacych im wygodnyeh oznaczeniach prze-
ksztaleit sie w rekn wielkich matematykéw XVIII w. (bracia Bernoulli,
Iuler, d’Alembert, Lagrange) w moeny aparat shuzgey do tworzenia no-
wyech teorii matematycznyeh, zaréwno matematyki czystej, jak i stoso-
wanej. Przy tym jest godnym podziwu, jak beztrosko i umiejetnie ma-
tematycy tego okresu (w szczegélnosci Euler) poslugiwali sig nowym

* Tlumaczenie ze zbioru artykuldw Ipuraadnas aunzeucmura w Sauuihuli
nepesod, Maparenncrso Kunenckoro Yuunepcurera, 1962, str. 21-29.

(') Zanwazmy, #e po dzi§ dzien dla wigkszodel niematematykow ,,algebra”
tym r6zni sig od ,,arytmetyki”, Ze liczy sie¢ w niej na ,literach’ a nie na ,,liczbach’.
Uezywifcie matematycy rozréiniajy te dyscypliny nie ze wzgledu na t¢ powierzchow-
ng ceche. Ale nalezy powiedzied, ze w tym naiwnym sadzie jest pewna czeéé prawdy.

(*) Nie nalezy tego oczywiScie rozumieé doslownie. Rachunek rézniczkowy
i catkowy Leibniza i Newtona polega nie tylko (a nawet nie w pierwszym rzedzie)
na wprowadzeniu oznaczein dla pochodnej i calki, ale na okreSleniu tych nowych
pojeé i zbadaniu ich ogélnych i podstawowyeh wlasnodci. Ale dla jasnego i ogélnie
przyjetego sformutowania tych wlasnosei, dla zastosowania nowyeh pojeé w prak-
tyce i rozwiazywaniu poszezegdlnych zagadnien nowe idee nie moglyby uzyskad
nalezytego rozpowszechnienia. Nawet dla samych autoréw moglvhy one nie byé
zupelnie jasne.
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aparatem formalnym. Niejednokrotnie wyglad zewnetrzny wzoréw przy-
czyniat sie do odkrywania nieznanych dotad faktéw, ktére czesto przyjmo-
wano na wiare nie troszczac sie o ich dowody. Dopiero znacznie pdzZniej
udalo sie daé §ciste podstawy osiagnietym woéwezas wynikom i w koncu
udowodni¢ formalne i czysto heurystyezne wnioski. Dzi§ w zwigzku z nie-
dawnymi badaniami w dziedzinie podstaw i metodologii matematyki
stopniowo staje si¢ zrozumiale, dlaczego niekiedy w matematyce ,,wzory
same mys$la’”. Ostateczny sens wzoréw w matematyce pozostaje nadal
niewyjasniony. Warto byloby poddaé zagadnienie rozwoju symboliki
matematycznej dokladnemu i dostatecznie szerokiemu badaniu historyez-
nemu. Badanie takie przyczyniloby sie do wylowienia wielu ciekawych
danych o ogélnych prawidlowodciach systeméw oznaczen.

Termin ,,jezyk matematyki” bedziemy rozumieli jako zestaw sym-
boli i tekstu slownego w okre§lonym jezyku, uzywanych we wspolczesnej
literaturze matematycznej. Zatem w rzeczywistosci nalezaloby mowié
o rosyjskim, francuskim, angielskim itd. jezykach matematycznych;
w dalszym ciagu termin ,,jezyk matematyczny” bedziemy uzywali wtedy,
gdy to, o czym bedziemy moéwili, odnosi¢ sie bedzie do dowolnego (ale
ustalonego) z wymienionych powyzej jezykéw. Tylko w tym przypadku,
gdy bedziemy cheieli podkresli¢ jaka$ specyficzna ceche¢ jednego z tych
jezykéw, dodawaé bedziemy odpowiedni przymiotnik.

Nawet zupelnie powierzchowne zetkniecie sie z literaturg matema-
tyezng wykazuje, ze symbole matematyczne i cale wzory przeplataja
sie w niej z tekstem slownym, przy czym stosunek wiagciwej symboliki
matematycznej do tekstu slownego bywa bardzo rézny. Mozna wskazad
wiele prac, prawie catkowicie skladajacych si¢ ze wzoréw, miedzy ktérymi
od czasu do czasu wystepuja zwroty w postaci: ,,skad” ,,rzeczywiscie,
,istotnie”, ,zatem”, ,z jednej strony”, ,z drugiej strony”, ,,whrew za-
lozenin” itd. Jest tez wiele prac, o ktorych, na pierwszy rzut oka, trudno
jest nawet powiedzieé, ze sa pracami matematycznymi. Ich wyglad
zewnetrzny przypomina beletrystyke lub tez wyklad matematyki cha-
rakterystyczny dla nauk humanistycznych. Jest rowniez bardzo wiele
tekstéw matematycznych posrednich o mniejszej lub wiekszej ilo§ci spe-
cyficznej symboliki matematycznej. Bardzo czesto w wykladzie mate-
matyeznym korzysta si¢ z figur geometryeznych, wykreséw i schematow,
ktore rowniez nalezy uznaé za cze$é jezyka matematycznego, Aby jednak
nie komplikowaé zasadniczej problematyki, pozostawimy te czeéé na
uboczu, chociaz przy powstaniu oraz rozwoju symboliki i w ogéle termi-
nologii matematycznej odgrywala ona i nadal odgrywa role¢ godng uwagi.

Na pierwszy rzut oka moze wydawaé si¢, ze symbole i wzory ma-
tematyezne (w dalszym ciggu bedziemy mowili o nich jako o ,,czeSci
symbolicznej” tekstu matematycznego) z jednej strony, a czesé ,,stowna”
z drugiej strony, odgrywaja zasadniczo r6Zng role. Whrew temu sadowi
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(ktérego matematycy nie przyjmuja w tak skrajnej postaci) cheialbym
podjaé si¢ obrony tezy przeciwnej. Znaczna cze$é slownego tekstu ma-
tematycznego w zasadzie nie rézni si¢ od tekstu symbolicznego. W roz-
woju historyeznym matematyki i po dzi§ dzien mozna zaobserwowaé
tendencje do formalizacji i standaryzacji jezyka matematycznego. Kazdy
termin i czesto cale wystepujace zwroty sa w istocie ,,wzorami’’, Na obrone
tej tezy mozna podaé wiele przekonywajaeych argumentéw, z ktérych
wiekszo$é ma charakter historyezny, i to zaréwno z dalekiej przeszlosei,
jak i naszych czaséw. Ciekawych danych mozna zaczerpnaé rozpatrujac
powstanie symboliki algebraicznej w X VI wieku. Podamy kilka faktéow
zamieszcezonych u Zeuthena w jego Historii matematyki X VI ¢ XVII wieku.
W rozdziale ,,Symbolika algebraiczna’ omawia on stopniowe zastepo-
wanie tekstu stlownego przyjetym dzi§ zapisem symbolicznym. Na przy-
klad Cardano, Tartaglia i inni algebraicy XVI wieku réwnanie, ktore
dzi§ ma postaé #’-+axr = b, zapisywali niemal calkowicie stowami, mia-
nowicie:
szefcian p pewna ilo§é ,rzeczy’ réwna sie ,,liczbie”

3

T -+ a x = b

W rozwigzaniu @ nazywano ,rzeczg’, ilo§é ,,rzeczy’” oznaczalo to, co
dzi§ zapisujemy litera a, a wielko§¢ b nazywano ,liczba”. Znane w Niem-
czech znaki 4 1 —, jak stad wynika, nie przyjely sie jeszcze we Wloszech,
gdzie, wreez na odwré6t, uzywano p i m bedacych prostymi skrétami odpo-
wiednich wyrazéw (plus i minus) (3). Na przelomie XVI i XVII wieku
Viéte we Francji i Stevin w Holandii coraz czeSciej zastepowali stowne
sformulowania wzorami. Przy tym Viéte jako pierwszy zaczal oznaczaé
to, co dawniej nazywano ,,pewns ilo§cia” — literami. Ale i ich oznaczenia
byly pofrednie miedzy opisem slownym a wspoélezesnymi wzorami.

Na przyklad réwnanie A°+4-3BA = D Viéte zapisuje nastepujgco:

A cubus + B planum in 43 aequatur D solido.

Symbolika ta staje si¢ niewystarczajaca wtedy, gdy sam wykladnik jest
dowolny. W takich przypadkach Viéte ograniczal si¢ do mniej okreslo-
nych oznaczen, ktére byly zrozumialymi jedynie w kontek$cie

B parabola in gradum A —A potestate aequatur Z homogenae

— jest zapisem réwnania BA"—A™F = Z (4).
Wspolezesng symbolikg algebraiczng poslugiwal sie¢ juz Kartezjusz
i jemu wspdlezesni; to, ze powstala ona ze zwrotéw potocznego jezyka

(®) H. G. Zeuthen, Geschichte der Mathematik im XVI und XVIT Jahrhundert,
Lipsk 1903.
() Ibidem, str. 112.
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mozna zaobserwowaé¢ i dzi§. W rozwoju tym nie bylo zadnego skoku.
Juz samo powstanie symboliki algebraicznej, ktéra pozwolila na uscis-
lénie jezyka i przeksztalcenie go w wygodny aparat do myslenia i wyra-
zania si¢ nie tylko geniuszéw matematycznych, ale i bardzo szerokich
kregdw, pozwolilo zajaé matematyce swoje miejsce w nauce i technice.
Tutaj mozna calkowicie zgodzié si¢ z sadem wypowiedzianym przez
Zeuthena o zastosowaniu nowego jezyka algebry do geometrii analitycz-
nej. W zwigzku z tym powinni§my zwrécié¢ uwage na konieczno$é nieza-
pominania o réznicy pomiedzy ideami, ktorych rozwdj referujemy ko-
rzystajac z przedstawionego nu Kartezjusza jezyka algebry w jego dosko-
nalej postaci, a samym tym jezykiem. Fakt, Zze uprzednio notowano te
same my§li bez pomocy tego jezyka, w zaden sposéb nie moze zmniej-
szy¢ naszego podziwu dla niego. Dzieki Kartezjuszowi rozwinad sie i zy-
skal on pelne uznanie; dzi§ z jego przywilejéw moze korzystaé¢ kazdy,
kto tylko osiagnie odpowiednie nawyki w stosowaniu go” (3).

Nie bedziemy si¢ zatrzymywali nad dalszymi etapami rozwoju je-
zyka matematycznego w X VI i XVII wieku, bez wzgledu na ich waznos§é
dla wyjaénienia znaczenia jezyka matematyki. Dodamy tylko, ze z roz-
patrzonego rysu historycznego mozna zaczerpnaé wiele argumentéw prze-
mawiajacych za wyzej wypowiedziang teza i wystarczajaco dokladnie
wyjasnié pochodzenie naszej symboliki z jezyka potocznego. Rozpatrzenie
tego na konkretnym materiale wydaje si¢ nam nie tylko ciekawe, ale
rowniez i pozyteczne, gdyz pozwoliloby na krytyczne spojrzenie na sym-
bolike, do ktorej przywykliSmy. Symbolika ta jest oczywidcie doskonalym
aparatem badan matematycznych, jesli poréwnaé¢ ze stlownym jezykiem
gredniowiecza, jednakowoz instrument ten jest prawdopodobnie daleki
od idealu. Tylko nawyki nie pozwalaja tego zauwazyé. Analiza genezy
tego jezyka pokazalaby wiele przypadkowoseci naszej symboliki, wyraza-
jacych te lub inne ,,przypadkowe’ cechy jezyka stownego, przypadkowe
w tym sensie, ze nie wynikajace z logiki opisywanych faktoéw matematycz-
nych, lecz z tradyceji mowy i pisma.

Przejdziemy od razu do nastepnej epoki rozwoju jezyka matematyki,
zwigzane] z powstaniem i rozwojem logiki symbolicznej. Nie bedziemy
zatrzymywali si¢ nad ogélnym znaczeniem logiki matematycznej dla
podstaw i metodologii matematyki; matematycy znaja je doskonale,
a rowniez i jezykoznawey zaczynaja je doceniaé w coraz wigkszym stop-
niu. Zatrzymamy sie jedynie na zwigzku logiki matematycznej z jezykiem
matematyki. Na szczescie mozna mowié o tym aspekeie logiki matema-
tyeznej, nie tracac jednoczednie pozostatych; przy tym — z czego zdaja
sobie sprawe specjaliSei — zwiazek z jezykiem nie jest uboeznym, ale
istotnym aspektem logiki.

(%) 1bidem, str. 110.
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Inicjatywe do tworzenia logiki matematycznej dala cheé przed-
stawienia systemu wnioskéw logicznych jako pewnego rachunku. Kaidy
rachunek — jak to intuicyjnie wyczuwano juz dawno, a §ciéle sformulowano
stosunkowo niedawno — jest przerébks systeméw symboli, zgodnie z pew-
nymi §cifle sformulowanymi regulami. Zatem, zagadnienie zbudowania
rachunku logieznego juz od samego poczatku bylo postawione jako problem
o specjalnej symbolice dla opisu zwigzkéw logicznych. Tak, wedilug wszel-
kiego prawdopodobienstwa, nalezy rozumieé zadanie Leibniza dotyczace
zbudowania ogélnego jezyka dla logiki — ,uniwersalnej charakterysty-
ki”. Widzial on go zapewne podobnym do oznaczen algebraicznych, ktére
przyczynily si¢ do znaeznego postgpu w rozwoju matematyki. Wyrazenia
sfowne nalezatloby zastapi¢ jednoznacznym i przejrzystym systemem
oznaczen symbolieznych wolnych od przypadkowodci i niejasnosei jezyka
powszedniego. Jak wiadomo, w takiej postaci powstala logika dopiero
dwiescie lat pézniej na przelomie XIX i XX wieku w pracach znanych
logikéw i matematykéw: J. Boole’a, A. de Morgana, P. Poreckiego,
G. Fregego, BE. Schriodera, L. Couturata, G. Peany, B. Russela, D. Hil-
berta i innych.

Z punktu widzenia jezyka matematycznego, a ten punkt widzenia
interesuje nas w pierwszym rzedzie, pokazano w zasadzie mozliwosé
jednoznacznego zapisu dowolnej teorii matematycznej, jej pojeé pier-
wotnych, twierdzeni i dowodéw. W pierwszym etapie rozwoju podstawowe
wysilki skierowane byly na realizacje tego. Peano w swoim ,,Formulaire
mathématique’”, Whitehead i Russel w swych ,,Principia mathematicae”
i wieln innych auteréw pokazalo, ze mozliwy jest wyklad matematyki,
w ktéorym zupelnie lub prawie zupelnie nie uzywa sie tekstu slownego
a wylacznie specjalnej, wylaeznie do tego celu opracowanej, symboliki.
Okazalo si¢ przy tym jak i w okresie ujmowania algebry w symbole
w XVI i XVII w., ze dalsza formalizacja jezyka matematycznego po-
chodzila nie z jakichkolwiek nowych zasad, a z useci§lenia i standary-
zacji zwyklych leksyeznych i syntaktycznych Srodkéw jezyka: zwigzki
logiczne zastapily spdjniki, oznaczenie funkeyjne zostalo wprowadzone
do opisu stosunkéw miedzy podmiotem a orzeczeniem (w rachunku pre-
dykatow), tzw. kwantyfikatory zastapily stosowanie slow ,,wszystkie”,
»pewne”, a w logice modalnej zastapiono nawet wyrazenia ,,mozliwe’’,
,,konieczne”, ,rozwigzalne” itd. Tu, tak samo jak i poprzednio, mozemy
poda¢ wiele przykladéw przemawiajacych za teza, zgodnie z ktérg slowna
forma wykladu matematyki poprzedza stopniowe tworzenie jezyka for-
malnie symbolicznego i jest jego podstawa. Nalezy podkreslié, Zze symbo-
lika logiki matematycznej, ktéra w bardzo krétkim czasie osiggnela duzg
doskonalo$¢, prawie zupelnie nie jest wykorzystywana w tekstach mate-
matyeznyech, préez tych, ktore dotycza logicznej struktury teorii ma-
tematycznych. Rozwazajgc zagadnienie waznofei zbudowania wyspecja-
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lizowanego jezyka matematyki, nalezy zastanowié sie pokrotce nad przy-
czyng tego zjawiska i postaraé sie o wyjasnienie, w jakim stopniu jezyk
logiki matematycznej mégltby sie przyezynié do budowy owego wyspecja-
lizowanego jezyka matematyki. Wydaje mi sie, ze zasadnicza przyczyna
niewielkiego korzystania z symboliki logicznej w zwyklych tekstach
matematycznych: w podreeznikach, monografiach i oryginalnych pracach,
nie jest zbyt gleboka ani zasadnicza. Do ostatniego okresu logika mate-
matyeczna rozwijala sie na uboezu podstawowych drég rozwoju matema-
tyki i znaczna wigkszo§¢ matematykéw nie znala jej symboliki, a zatem
nie mogla oceni¢ jej zalet i wad. Jak dotad, nigdzie na §wiecie (procz
Polski) logika matematyczna nie byla przedmiotem obowigzkowym,
ani tez objeta egzaminem na studiach matematycznych. W ostatnich
latach nastepuje przelom; w zwigzku ze wzrostem znaczenia logiki ma-
tematycznej w teorii maszyn i przetwarzania danych ro$nie popyt na
wiadomogei z te] dziedziny, a razem z tym coraz bardziej rozszerza sie
korzystanie z symboliki logicznej. Do§wiadezenie pokazuje, Ze umiejetne
wykorzystywanie tej symboliki lgeznie z tekstem slownym znacznie
zwigksza dokladno§é wykladu matematycznego. Wydaje sie, Ze mozna
bezblednie przepowiedzieé, iz za 10-20 lat pewne elementy symboliki
logicznej wejda na stale do jezyka matematycznego. Przy budowie jezyka
informacyjnego matematyki wszystkie osiggniecia uzyskane przy budo-
wie jezykéw formalnych logiki matematycznej powinny byé jak najpel-
niej wykorzystane. Czyniono i czyni sie nadal wiele prob budowy jezyka
informacyjnego matematyki na bazie jezykéw sformalizowanych logiki
matematycznej i oczywidcie nalezy kontynuowaé proby w tym kierunku.
Jednoczesnie pojawia sie pytanie, czy jezyk logiki matematycznej lacz-
nie z formalnym jezykiem matematyki wystarczy do zbudowania stan-
dardowego jezyka matematycznego? Wydaje sie, ze na to pytanie nalezy
odpowiedzie¢ negatywnie, ale nie tylko dlatego, ze sformalizowane jezyki
83 za ubogie do objecia ,,duzych” teorii matematyeznych. Nie jest bo-
wiem przypadkiem, ze nikt dotad nie prébowat wylozyé, powiedzmy,
teorii réwnan rézniczkowych czy tez teorii funkeji analitycznych postu-
gujgc sie wylgeznie logiczng i ezysto matematyezng symbolikg bez uzycia
tekstu stownego. Niewatpliwie brakuje tu nowej aparatury w systemie
zapisu. Nie na darmo w podstawach i metodologii matematyki rozréznia
sig sformalizowane i niesformalizowane teorie matematyczne, przy czym
zupeknie dokladnie okresla sie, co nalezy rozumieé przez teori¢ sformalizo-
wang, a dla wyjasnienia, co nalezy rozumieé przez teorie niesformalizo-
wang, powoluje si¢ na doswiadezenie 1 zwyczaj wykladu matematycznego.
Précz tego (co jest nawet trywialne) i wstep, i opis jezyka formalnego
mozliwy jest jedynie ,tresciowo”, a nie formalnie. Sadzimy, ze tego nie
mozna unikngé. Podobnie nie okreSla si¢ nieformalnego, ,,tre$ciowego”
wykladu, ale powoluje sie na indywidualne i ogélne do§wiadczenie nawet
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w tak ,,formalnej’”’ nauce, jak matematyka. Dlatego korzystanie z tekstu
stownego w matematyce w takiej lub innej postaci jest niezbedne. Oto
co obserwujemy: cze$é slowna tekstow matematycznych ma wyrazng
tendencje do standaryzacji. Fakt ten latwo sprawdzié, jeSli przejrzymy,
nawet powierzchownie, dostatecznie duzo wspoélezesnych tekstéow ma-
tematycznych, w szczegdélnosci monografii i czasopism. Oczywiscie sto-
pienn standaryzacji u réznych autoréw jest bardzo rézny: znany jest wie-
Iu matematykom styl niemieckiego specjalisty z teorii liezb, E. Lan-
daua; duze osiggniecie w kierunku gzwartoSci i jednocze$nie standary-
zacji tekstu slownego uzyskalo wielu amerykanskich matematykéw,
szezegOlnie algebraikéw; w koneu, prawie zupelnie symboliczng postaé
otrzymal styl wykladu francuskiej, kapitalnej pracy N. Bourbakiego
»Elementy matematylki”.

Co nalezy rozumieé przez standaryzacje jezyka matematycznego?
Uwazamy za przedwezesne podawanie ostatecznej definicji obserwo-
wanego zjawiska; powinna ona byé wynikiem dokladnej analizy wspol-
czesnego jezyka matematycznego. Wskazemy tylko na fakt, ze ta stan-
daryzacja opiera si¢ przy pierwszym powierzchownym spojrzeniu na
tym, ze leksyka jezyka matematycznego (méwimy przy tym nie o spe-
eyficznych terminach matematyecznyeh, ale o calym pozostalym tekscie
stownym) jest bardzo uboga i jednocze$nie mniej mglista; ustalamy
pewna liczbe operatordw, ktére stabilizujemy i stosujemy jako nieroz-
laczne formuly. Na przyklad: ,yrozwazmy”, ,,wykazemy niewprost”,
,,Wykazane twierdzenie oznacza”, ,,w tym celu wystarczy wykazaé”,
,,hie ograniczajac ogoédlnodei zalézmy” itd. Niekiedy odnosi si¢ wrazenie,
ze caly tekst slowny moze byé zapisany przy pomocy nawet niezbyt
dhugiego ciagu takich gotowych formul. Proponujemy zatem:

1. Przeprowadzi¢ dokladng statystyezng i logiczna analize jezyka
wspolezesnych slownych tekstéw matematycznych. Ujawnié jego ten-
dencje do standaryzacji; usci§li¢ znaczenie semantyczne formul stow-
nych i reguly poshigiwania si¢ nimi.

2. Na podstawie tej analizy zbudowa¢ wyspecjalizowany, uprosz-
czony jezyk matematyczny (z poczgtku rosyjski), ktory w polaczeniu
ze zwykla symbolika matematyezng z jednej i §rodkami symbolicznymi
logiki matematycznej z drugiej strony, wystarczylby do wylozenia wy-
niké6w wspélezesnych badai matematycznych. Uproszezenie jezyka w pier-
wszym etapie powinno polega¢ na wyborze i ustaleniu niezbyt bogatego
slownika; na wustaleniu dokladnych regul wprowadzania nowych wy-
specjalizowanych terminéw; na uproszezeniu gramatyki w sensie jej
zubozenia. To ostatnie powinno polegaé¢ na wyeliminowaniu wyjatkéow
gramatycznych, a z morfologicznych i syntaktyeznych regul pozostawié
tylko te, ktére istotnie sa niezbedne do przekazywania my§li matematycz-
nej. Aby sie przekonaé, ze nie jest to zbyt wiele, nalezy zanwazyé, ze bar-
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dzo pobiezna znajomosé gramatyki jezyka obecego wystarcza do zrozu-
mienia prac nim napisanych. W koncu sensowne jest wprowadzenie sta-
lych oznaczeni symbolicznych do przekazywania formul slownyech (zwro-
tow).

3. Jako proste zastosowanie praktyczne takiego jezyka mozna podaé:

a) przeklad automatyczny;

b) zapamietywanie, poszukiwanie i przerobka informacji nauko-
wych z dziedziny matematyki; .

c) zapis informaecji do pracy uniwersalnych maszyn rachunkowych
(postawienie zagadnienia, program).

Nie nalezy watpié, Ze analiza jezyka matematycznego, a rdéwniez
budowa i do$wiadczenia uzyskane przy korzystaniu z niego wywolaja
wiele nowych zjawisk teoretycznych, dotyczacych struktury matematyki
i myslenia matematycznego, ktére sa dotad zaciemniane przez stowna
forme wykladu, podobnie jak to mialo miejsce w algebrze przed wprowa-
dzeniem oznaczen algebraicznych, czy tez w logice przed opracowaniem
systemu oznaczen logicznych. Warto byloby zastanowié sie nad pewna
charakterystyczng cechg wykladu matematycznego, ktora latwo zauwa-
zy¢ przy bieglej znajomoseci postaci stownych tekstéw matematyecznych.
Niejednokrotnie wskazywano na zasadnicza r6znice pomiedzy zwyk-
lymi jezykami, a jezykami sformalizowanymi i kodami. Jedna z podsta-
wowych réznic polega na tym, ze w jezykach formalnych w przeciwien-
stwie do jezykow zwyklych ,,znaczenie” symboli i ich polaezen jest raz
na zawsze ustalone i nie zmienia sie w trakcie korzystania z nich. (Jefli
w jezyku formalnym zmienié¢ regule poslugiwania sie chociazby jednym
tylko symbolem, to w my§l samego okreflenia mamy juz do czynienia
z innym jezykiem formalnym.) W jezyku zywym, wreez przeciwnie, od-
dzielne slowa i cale zwroty maja same przez sie nieicisle znaczenie, zmie-
niajace sie przy korzystaniu zgodnie z dostatecznie zlozonymi prawidlo-
gciami. Nalezy zauwazyé, ze ta charakterystyczna cecha jezyka potocz-
nego zachowuje si¢ i przy wykorzystywaniu go w tekstach matematyecz-
nych. Dlatego wystarczajaco duza czesé stownego-sformulowania tekstu
matematycznego polega w wielu przypadkach na ustaleniu znaczen
lub innych terminéw i wyrazen, ktére zachownja swg moc w danej pracy
lub nawet tylko w jej czedci. Na takie czasowe ustalenie wskazuja slowne
formuly postaci: ,,w dalszym ciagu przez... bedziemy rozumieli”, ,,gdzie...
oznacza’”, ,,w calej pracy bedziemy korzystali’”, itd. Mozliwo$é¢ takiej
czasowej zmiany jezyka jest niewatpliwie bardzo wazna dla wykladu
matematyki. Jednoczeénie z pozostalymi problemami jezyka to zjawisko
wymaga szezegolowego wyjasnienia.
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