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ROCZNIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO fm g)mpm

Seria II: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE VII (1964)

Zadania

Gwiazdka * oznaczane sy te zadania, ktérych rozwiazanie nie jest znane auto-
rowi ani redakeji, albo znane jest tylko, rozwigzanie czeSciowe. Wszelka korespon-
dencje dotyczaca zadan (rozwiazania zadafi, uwagi o zadaniach, nowe zadania itp.)
nalezy nadsylaé pod adresem: Andrzej Lelek, Wroclaw 2, Plac Zgody 11/20. Cie-
kawsze rozwigzania beda publikowane.

66. Dowiesé, ze jedli wszystkie 2" wierzcholk6w kostki n-wymiarowe;j
zostang pomalowane dwoma kolorami: 2"! na ezerwono i 2" na nie-
biesko, to liczba krawedzi czerwono-niebieskich bedzie co najmniej 2" ',

A. N. Kolmogorow (Moskwa)

67. Dla jakich liczb naturalnych m > 1 istnieje wielomian f(x) o wsp6l-
czynnikach calkowitych taki, ze f(x) dla pewnych liczb calkowitych
daje przy dzieleniu przez m reszte 0, dla pewnych calkowitych @ reszte 1,
a dla wszelkich calkowitych « badz reszte 0, badZ reszte 12

W. Sierpiiiski (Warszawa)
68. Sprawdzié tozsamosé

i & " 5 3 0 dla k<,
— (=)™ (@4 + @i+ 2" =
k! 32; lghdgf"q%@ 3o ? 2%y... % dla k=n.

A. Pelezyiski (Warszawa)
69. Znalez¢ dwie funkcje ciagle f(x) i g(x) takie, ze g(«) nie jest prze-
sunigciem f(x), tj. dla zadnego T nie zachodzi tozsamogé
f@+T)—g(z) =0,
ale dla kazdego ¢ > 0 istnieje T spelniajace nier6wnosé
fle+T)—g(x)| < e
dla kazdego ®. Zbudowadé tez funkeje ciagle f(x) i g(x) takie, ze g(x) nie

jest przesunieciem f(z), ale dla kazdej pary liczb a < b istnieje T spel-
niajace rownosé

fl@+T)—g(x) =0
dla kazdego = z przedzialu a < a < b.
. A. W. Archangielski (Moskwa)
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70. Dowiesé, ze jesli f(x) jest funkeja ciagla dodatnia z okresem 1, to

1
* fa)de
f@de
J f@+a)
W. I. .drnold (Moskwa)
71. Czy moze byé tak, ze szereg ) a,(x) jest zbiezny jednostajnie,
n=1

[= 4]
a szereg ' |a,(x)| jest zbiezny, ale nie jednostajnie?

Fo==1

W. 1. drneld (Moskwa)

[=.9]
72. Wiadomo (1), ze je§li wyrazy a, szeregu zbieznego > a, sa nie-
n=1

J 1 . 1
ujemne i tworzg ciag nierosnacy, to a, = o (~) Wykazaé, Ze ciggn {__}
n n

nie mozna tu zastapi¢ zadnym ciagiem liczb {a,} takim, ze limna, = 0.
Mol

W. 1. Arnold (Moskwa)

73. Udowodni¢, ze dla dowolnego ciggu liczb catkowitych k,, I,
Koy loy ..., ky, 1, istnieja macierze ortogonalne A i B takie, ze
1 0
AfhBhgkapl - AfaB 2| ]
W. 1. Arnold (Moskwa)

74. Przecigcie elipsoidy o polosiach 4 = B = C > 0 plaszezyzny
przechodzaca przez jej rodek jest elipsa o polosiach a > b > 0. Dowies¢, ze
Aza=2B2=2b2=0.

W. 1. .lrnold (Moskwa)

75*. Jedli kula bilardowa porusza sig po stole bilardowym w ksztalcie
kola, odbijajac sie od jego Scian wedlug prawa, ze kat padania jest rowny
katowi odbicia, to oczywiscie istnieje zawsze kolo, wewnatrz ktérego kula
nigdy sie nie znajdzie. Jakie inne stoly bilardowe maja te sama wlasnosé?
W szczegblnosei, ezy maja ja wszystkie stoly prostokatne i eliptyczne?

W.I. Arnold (Moskwa)

(1) B. II. Memupgosuy, Céoprukr 3adan u ynparcHenuli no Mamemamuieckomy
anaauazy, Moskwa 1958, str, 61 i 213,
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76. Jedli ciagle przeksztalcenie kola na siebie jest tozsamofcia na
brzegu kola, a jego zlozenie z samym soba jest tozsamoscia na calym
kole, to przeksztalcenie jest tozsamoscia na calym kole.

. I. Arnold (Moskwa)

77. Niech bedzie dane kolo K' na plaszcezyZnie i ciag punktéow a,
wewngtrz K'. Czy zawsze mozna dobra¢ kolto K tak, aby przez inwersje
wzgledem K kolo K' przeszlo w kolo K'', a punkty a, w punkty a,, od-
powiednio, o tej wlasnosei, ze na kazdym promieniu kola K’ lezy co naj-
wyzej jeden punkt a, i wszystkie punkty a, sa zawarte wewnatrz kola
K’ (n=1,2,...)7

W.I. drnold (Moskwa)

78. Dowiesé, ze jesli w obszarze o polu 1 znajduje sie pieé obszarow,
z ktérych kazdy ma pole nie mniejsze niz j, to cze$é wspdlna jakichs
dwu z tych pieciu obszaréw ma pole nie mniejsze niz 1.

. I. Adinold (Moskwa)

79. Banknot zostal zlozony pewns ilo$¢ razy w ten sposob, ze za
kazdym razem skladano cala figure, albo juz istniejace zagiecia. Czy
obwéd tak otrzymanej figury plaskiej moze byé¢ wiekszy niz obwéd
banknotu ?

W. I Adrnold (Moskwa)

80*. Niech N (n) bedzie liczba lamanych o dlugosei » i poczgtku
w punkcie (0, 0), utworzonych z odecinkéw prostych ¢ =i i y = j, gdzie
i 1j sg liczbami calkowitymi. Liczymy tylko lamane, ktore nie przecinaja
sie same ze soba. Wykazaé, ze dla granic
ky =lim VN @), k =limVN(@n)

T N—r00

zachodzg nierdéwnoéei
2,6 < ky <k, < 2,75,
Czy ky =k, = e?
W. 1. Arnold (Moskwa)

81. Na zbiorze liczb calkowitych zadana jest funkeja f(i) taka, ze

+00
) = D P,

J=—00 .

gdzie P, >0, D) P, =1.

k=—o00
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Udowodnié, ze kazda taka funkeja f(¢) jest albo stala, albo nieogra-
niczona. Znalezé wszystkie dodatnie funkecje tego typu.

E. B. Dynkin (Moskwa)

82. Niech 4 i B beda macierzami stopnia n i ¢ = AB—BA. Wykazaé,
ze jesli AC = C4 lub BC = OB, to (" = 0.

E. A. Gorin (Moskwa)

83. Niech f(2,,%2,) i g(21,2,) beda wielomianami dwéch zmiennych
zespolonych 2, i z,, takimi ze

[f (215 22)| < lg(21, 25)]

dla kazdego 2, i z,. Dowie§é, ze wielomiany f i g sg proporcjonalne, czyli

f(215 22) = ag(21, 2,).

E. A. Gorin (Moskwa)

84. Dowiesé, ze jesli P(x, y) jest wielomianem, ktéry w kole a* - 9* < 1
zeruje si¢ tylko w punkcie (0, 0), to dla punktéw z tego kola zachodzi
nieré6wnogsé

IP(z, y)| > a(@®+ %),

gdzie a >0 1 h > 0.
E. A. Gorin (Moskwa)

85. Niech P(z,y) i g(x,y) beda wielomianami rzeczywistymi ta-
kimi, ze jeSli g(xn,¥yn) = oo, to P(z,,¥y,) - co dla dowolnego ciggu
{(%n, Yn)}. Dowiesé, ze

]P(xa y)l = aig{m, y)ih_b!

gdzie a, b i h s3 pewnymi liczbami dodatnimi. Rozpatrzy¢ przypadek
szczegolny

gz, y) = @+ 9.
E. A. Gorin (Moskwa)

86. Niech bedzie danych »n wielobokéw F,,..., F, polozonych na
plaszezyznie zmiennej zespolonej z tak, ze kazde dwa z nich mozna od-
dzieli¢ prosty, majaca dodatnia odleglo$§é od wszystkich wielobokéw
F,,...,F,. Niech f,(2),...,f.(2) beda ustalonymi wielomianami. Zbu-
dowaé cigg wielomianéw g.(2) (K =1,2,...) taki, ze ¢;(2) na kazdym
F; (j =1,...,n) jest jednostajnie zbieine do wielomianu f;(z).

L. A. Gorin (Moskwa)
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] oo
87. Znalezé szereg zbiezny Ya, taki, ze szereg Y'a; jest rozbieiny.
=1 M=l
Udowodnié, ze dla dowolnego podzbioru § zbioru liczb nieparzystych

dodatnich ¥ istnieje szereg >'a, taki, ze szereg aj jest zbiezny dla keS8
n=1 n=1

i rozbiezny dla ke S.
A. A. Kiritlow (Moskwa)

88. Na sferze o”+y*-+2* — 1 dana jest funkcja ciagla rzeczywista
flz,y,2). Dowiesé, ze jesli calka tej funkeji na kazdym wielkim kole
sfery jest réwna zeru, to

f(2,9,2) = —f(—=, —y, —2).
A. A. Kirittow (Moskwa)

89. Niech beda dane cztery liczby a,, by, ¢y, d,. Okre§lamy eciagi

{a"&'}r {bi}) {ci}) {di}) ja‘k nastgpuje:

Ay = |an— by, bn-H = |bp— ¢y,

Cnp1 = [Ca—th]y,  Onyy = |[du—ay|,
dla » = 0,1, ... Dowie§é, ze jeSli ay, by, ¢y, dy 83 liczbami calkowitymi,
to istnieje liczba m taka, ze a, = b, = ¢, = d, = 0 dla n > m. Dla jakich
czworek liezb a,, by, ¢,, d, wsrod liczb a;, b;, ¢;, d;, dla kazdegoi =1, 2, ...
z osobna, znajdzie si¢ co najmniej jedna liczba rézna od zera?

A. A. Kiritlow (Moskwa)

90. Niech R bedzie rodzing wszystkich funkeji wielu zmiennych,
ktérych argumenty i wartodei sa liczbami naturalnymi. Dowie§é, ze kazdy
podzbiér przeliczalny rodziny R zawiera sie w takim podzbiorze P, ze
P powstaje z jednej funkeji dwiéeh zmiennych droga kolejnych super-
pozycji.

0. B. Lupanow (Moskwa)

91. Dana jest macierz [a;;] stopnia n, zlozona z liczb nienjemnych.
Dla kazdej permutacji
(1 2... n)
P )
$18244 Iy

a(T) = ) .

k=1

przyjmujemy

Niech 4 = maxa(T).
T
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Dowies¢, ze jefli dla kazdego elementu a;; istnieje permutacja Ty,
przeprowadzajaca ¢ w j oraz taka, ze a(Ty) = A, to réwnosé

a(T) = A

zachodzi dla kazdej permutacji 7.

H.. M. Tichomirow (Moskwa)

92. Niech f(x,y,2) bedzie funkecja ciagla rzeczywista na sferze
&ty 4+ 28 = 1, spelniajaca warunek antysymetrii

fle,y,2) = —f(—2, —y, —2).

Dowiedé, ze istnieje zbior spojny, centralnie symetryczny na sferze,
na ktéorym funkeja f przyjmuje wartos$é zero. (2)

W. M. Tichomirow (Moskwa)

93. Udowodni¢, ze jesli C jest continuum lezgeym w hiperplaszczyz-
nie @, = 0 przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej lub kostki Hilberta,
to w polprzestrzeni x; > 0 istnieje obraz topologiczny L poétprostej, dla
ktérego C = L—L.

R. Duda (Wroctaw)

94. Niech C bedzie zbiorem Cantora na odeinku jednostkowym
osi odcietych i L(e) odcinkiem prostoliniowym laczacym punkt ce C
z punktem a = (3}, 3). Dowie§é, ze je§li X jest podzbiorem spéjnym
zbioru

UL(e),
cel’

to kazdy odcinek L(c) zawiera co najwyzej jedna gquasi-skladowg zbioru
X —{a}.
E. Duda (Wroctaw)

95. Dowies¢, ze kazda figura plaska domknieta wypukla, o stalej
szerokofei 1, zawiera figure F, bedaca przecigciem sze§ciu két o promie-
niach 1 i érodkach umieszczonych w wierzcholkach szedciokata foremnego
0 boku 1/V/3. Nie istnieje przy tym zadna figura F’ wieksza od F (tj.
taka, ze F' # F C F’') i majaca frodek symetrii, ktorej przystugiwalaby
ta sama wlasnogé.

W. Holsztynski (Warszawa)

(2) Por. zadanie 33 (Wiadom. Mat. 4 (1961), str. 296).
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96. Niech {a;,..., @y} bedzie ukladem 2n-1 réznych punktow
przestrzeni X metryzowalnej ofrodkowej n-wymiarowej. Dowiesé, iz
w X mozna wprowadzié metryke p taka, ze jeli b,b' e X i b %', to
istnieje ¢ =1, ..., 2n4-1, dla ktorego

o(a;, b) # o(a;, b').

Wykazaé ponadto, ze metryka o zalezy istotnie od ukladu punk-
tOw {ay, ..., Gnyq}. Mianowicie jedli Z jest dowolna przestrzenig me-
tryzowalng zwarty n-wymiarows, gdzie n > 1, to dla kazdej metryki o
w przestrzeni 7 istnieje w Z podzbiér (2n-1)-punktowy 4 i punkty
b +b' takie, ze po(a,b) = p(a,bd’) dla kazdego aed.

V. Holsztynski (Warszawa)

97. Ozy istnieje ciag {f.(¢)} funkeji ciaglych okreslonych na odcinku
[0, 1] taki, ze nie istnieje funkecja g(t) pierwszej klasy Baire’a, spelnia-
jaca nieréwnosei

lim f, (1) < llm f,, ()

ﬂ-a-OO

dla 0 <t <1?
R. Jajte (Lodz)

98*. Niech ho(x) i h,(x) beda homeomorfizmami odeinka [0, 1] na
siebie. Czy dla kazdego a';e[O 1] i prawie kazdego t z przedzialu 0 <t << 1
istnieje granica

lim — 231; Iy, g (),

nooo M
gdzie t = (0;4,ty...), jest rozwinigciem dwojkowym liezby t?

R. Jajte (L.odz)

99, Niech M bedzie przestrzenia-metryczng funkeji f(t) okreslonych
na odeinku [0, 1], o warto§ciach zespolonych, takich ze

f0) #0, |fOI <1, |[ft)—ft) <t~

dla t,t,,1,€[0,1] 1 ¢ <t,, oraz odleglos¢ o jest okreslona wzorem

o(fy, fo) = max |f(t)—fa(0)].
o<t<l
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Udowodnié, ze przyporzadkowanie kazdej funkeji f(t) z przestrzeni M
argumentu liezby f(t,), gdzie t, jest kresem dolnym zbioru liczb ¢ z od-
cinka [0,1], spelmiajacych warunek |f(t)] =, stanowi przeksztalcenie
ciaglte przestrzeni M w kolo.

Jan Mycielski (Wroclaw)

100. Dane sa ciagi {a,} i {bn} liczb naturalnych, z ktérych drugi
jest rozbiezny do nieskoriczonosci. Dowie§é-istnienia permutacji = zbiorn
liczb naturalnych takiej, ze dla kazdego n = 1, 2, ... zachodzi nier6wnosé

?!_1 (aﬂ{ﬂ)) “-<~.. n + bn .
Jan Mycielski (Wroctaw)
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