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Seria 1I: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE VII (1963)

H. SteiNHAUS (Wroclaw)

Pogadanka

(troche historyczna)

Jest w historii matematyki wieku XIX data przelomowa: sformutowa-
nie definicji funkeji cigglej. Zagadnienie cigglofci trapilo oczywiscie juz
starozytnych, narzucone im przez geometrie i kinematyke, ale dziwnym
kaprysem ewolucji pojeé matematycznych wydaje si¢ dzi§ fakt, ze ra-
chunek rézniczkowy i calkowy wyprzedzil o cale stulecie te definicje
funkeji cigglej, ktora posthuguja sie wspoéleze§ni matematycy — za jej
autora uwazano powszechnie Cauchy’ego na podstawie jego dziel wy-
drukowanych w latach 1821, 1823 i 1829. Nie te daty jednak, lecz rok
1817 nalezy uznaé¢ za przelomowy, bo wtedy ukazala si¢ w Pradze roz-
prawa pod tytulem ,,Rein analylischer Beweis des Lehrsalzes dass zwischen
je zwey Werthen, die ein entgegengeseizies Resultat gewdhren, wenigsiens
eine reelle Wurzel der Gleichung liege” — dzisiejsi badacze ewolucji pod-
staw rachunku rézniczkowego uwazaja ja za poezatek tej $ecistosei, ktora
o calg generacje poZniej zapanowala w europejskich centrach naukowyeh
dzigki wplywowi Weierstrassa. Autorem rozprawy byl Bernhard Bol-
zano, filozof i matematyk. Jego ojcice pochodzil z péinoenych Wloch,
a on sam spedzil cale zycie w Pradze — predykat ,,Bohemian’ uzywany
przez angiclskie encyklopedie trudno uznaé¢ za dowdd czeskosci w dzisicj-
szym znaczeniu tego stowa, tym bardziej, ze Bolzano pisal tylko po nie-
miecku... czy nie nalezatloby go nazwaé Austriakiem?

Bolzano wyprzedzil swoja epoke takze jako autor przykladu funkeji
wszedzie cigglej, a jednak wszedzic pozbawionej pochodnej; zwykle
przypisuje sie Weierstrassowi pierwszenstwo tego odkrycia — w polowie
XIX wieku mato kto styszal o tym ksiedzu, ktéry nie miat tytuléw aka-
demickich i nie oglaszal swoich prac w Crelle’s Journal — dopicro H.
Hankel po 50 latach wydobyl na $wiatlo dzienne nazwisko Bolzany przy-
sypane prochem zapomnienia — dzi§ jedna z ulic §rédmiescia praskiego
nosi t¢ nazwe, choé niewielu przechodniom ma ona co§ do powiedzenia.
W Polsce wiedziat o tych faktach historyeznych Samuel Dickstein, ktéry

w T. 1899 oglosil przyczynek do historii pryncypiéw rachunku infinite-
zymalnego.
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Tytul rozprawy z r.1817, podany wyzej w wersji oryginalnej, za-
wiera skrocony tekst twierdzenia: Jezeli funkeja ciggla przyjmuje na
jednym kovicu przedzialu ciqglosci wartos¢ ujemna, a na drugim dodatniq,
to musi w jakim$ punkeie tego przedzialu przyjaé warto$é zerowq. W roz-
prawie Bolzano udowodnil to twierdzenie kompletnie dzigki Scistej defi-
nicji ciaglodci, ktora sam sformulowat. Totez bardzo mi trudno zrozumieé,
dlaczego niektérzy matematycy polscy méwig o funkeji, ktora przyjmuje
w przedziale wszystkie wartosci lezace miedzy jej warto$ciami skrajnymi,
ze ma wlasnos$é Darbouxr — przeciez Gaston Darboux urodzil sie o wiele
lat po dacie praskiej rozprawy, a dopiero z koncem XIX wieku oglosit
prace, w ktorej wykazal, Zze pochodna f'(z) dowolnej funkeji rézniczko-
walnej ma tez wlasno§é przyjmowania wartosci pofrednich ... oczywiscie
podaje twierdzenie klasyczne o funkeji cigglej na wstepie jako powszech-
nje znane. Wobec tego mozna strescié prace Darboux jako odkrycie, ze
pochodna tez ma wlasno$é Bolzany, ktéry pierwszy wykazat ja Scidle dla
funkeyj cigglyeh — nie zapominajmy jednak, ze intuicyjne przeswiadczenie
o prawdziwodci tytulowej tezy rozprawy praskiej mieli wszyscy wybitni
matematycy XVIIT wieku.

7 twierdzenia Bolzany wynikaja latwo rézne konsekwencje, na przy-
klad taka: Gdy dwie funkeje f(x), g(x) sa ciagle w (a, b) i spetniajq warunki
fla) < g(a), f(b) > g(b), to istnieje w {a, b) taki punkt ¢, ze f(c) = g(ec).
Cheemy tu podaé¢ nastepujacy wariant tego twierdzenia:

TwIERDZENIE 1. Zalozenia: Funkecja f(x) jest ciagla w {a, b); funkcja
g(x) jest miemalejaca w <{a,bd; f(a) < g(a), f(b) > g(b). Teza: Istnieje
w {a, b)> taki punkt ¢, 2e f(e) = g(e) — co wigcej, moina go dobraé tak,
zeby funkeja g(z) byla ciqgla w e.

Jak widaé, tw. I jest modyfikacja teorematu podanego o kilka wier-
8zy wyzej: zamiast ciaglosei g(x) wystepuje monotonicznosé.

Dowod.

1) Wobee f(b)—g(b) > 0 i ciagloSci f(x) w b istnieje takie h dodatnie
i mniejsze od b—a, ze w calym przedziale <b—h, b) jest f(x)—g(b) = 0;
gdy uwzglednimy to, ze g(b) jest maksymalng wartoscia funkeji ¢ w {a, b),
ostatnia nier6wno$é da f(z) > g(») w przedziale (b—h, b).

2) Wiadomo z zalozenia, ze nierownos$¢ f(z) = g(x) nie sprawdza sie
w & = a; z 1) wynika, ze sprawdza si¢ w <b—h, b). Wobec tego mozna
podzieli¢ punkty  przedziatu (@, b) na dwa zbiory: Z, obejmuje takie z,
ze nier6wno$é f > g sprawdza si¢ wszedzie od » do b; Z, obejmuje po-
zostale punkty przedzialu <a, b). Wiadomo, ze punkt b—h nalezy do Z,,
a punkt a do Z,; jest tez jasne, ze wszystkie punkty zbioru Z, lezg na prawo
od wszystkich punktéw zbioru Z,. Istnieje takie ¥ dodatnie, ze dla wszyst-
kich z przedziatu <(a, a+ k) zachodzi nieréwnosé f(z) < g(x) — to wy-
nika z zalozen tw. I w sposéb podobny do rozumowania 1). To wszystko
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wykazuje istnienie takiego punktu ¢ wewnatrz (a, d), ze wszystkie
na prawo od ¢ nalezg do Z,, a wszystkie # lezace na lewo od ¢ do Z,.
Teraz musimy zbadad, czy tak okre§lony punkt ¢ sprawdza teze tw. I.

3) Rozpatrzymy trzy mozliwodci: a) funkeja g(x) jest ciagla w e¢;
B) funkeja g(x) jest nieciagla w ¢ i g(¢) = g(e+0); ») funkeja g(z) jest
nieciggla w ¢ i jest g(c¢) < g(e+0); innych mozliwo§ei nie ma. W przy-
padku a réznica d(x) = f(x)—g(x) jest ciggla w ¢, nieujemna na prawo
od ¢ i niedodatnia na lewo od ¢, wige d(¢) = 0, f(¢) = g(¢). W przypadku g
jest g(e—0) < g(e), ale d(x) jest wtedy prawostronnie ciggla w ¢, a wiee
d(e) = 0; wobec g(c—0) << g(c) jest g(x) < f(e) dla x < ¢, a wigc d(z) >0
w przedziale {¢—j,¢) przy dostatecznie malym, dodatnim j. To impli-
kuje d(x) > 0 w przedziale {¢—j, b>, wbrew definicji punktu e¢. W przy-
padku y mamy g(e) < g(c+0) <f(o-+0) = f(e), a wige d(c) >0, co,
w my§l 1), prowadzi do zaliczenia do Z,; punktu ¢—j, wbrew definicji
punktu ¢. Okazuje sig, ze tylko przypadek a jest mozliwy, a w tym przy-
padku sprawdza sie teza twierdzenia I, co bylo do okazania.

Zastosujemy twierdzenie I do pewnego zagadnienia dotyczacego liczby
punktéow kratowych w kole. Mamy na mysli koto o rownaniu 42+ v* = n,
to jest kolo, ktorego §rodek lezy w poczatku ukladu prostokatnego osi
%, v, a ktérego promien r = Va jest dowolng liczba dodatnia; kratowymi
nazywamy punkty o calkowitych wspélrzednyeh u, v. Checemy wykazaé,
ze jest taki ciqg kol o promieniach 7., e lim r,, = oo ¢ Ze dla kaidego kola

M=o

tego ciqgu liczba punktéw kratowych objetych kolem jest réwna jego polu.

Nazwijmy L(»)liczbe punktéw kratowych objetych kolem 2+ 0% = n.
Elementarny wyw6d — mozna go znalezé np. w Teorii liczb Sierpin-
skiego (wyd. I, 1950, str.86) — prowadzi do wzorn

Eyn

1) L(n) =1+4 D Vn—1I?

R=0

(przy czym symbol Eq oznacza najwiekszy liczbe calkowity nie przekra-
czajacy liczby ¢). Do elementarnej teorii liczb nalezy takze ,,tozsamosé
Liouville’a” (por. § 6 cytowanoj ksiazki, str.399/400), ktéra pozwala
przeksztaleié prawg strong wzoru (1) i nadaé mu postaéd

(2) L(n)11—1—4{1?3;4—19%4—}}1;—...:&...},

przy czym suma po prawej stronie wzoru (2) jest tylko pozornie nieskon-
n
czona, bo wyrazy F Y 8g zerami dla k przewyzszajacych n. Nadajmy

liczbie = postaé 1-3-5...(2m+1); m jest liczbg naturalng. Osobno
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potraktujemy (2) w przypadku parzystego m i nieparzystego m. W obu
przypadkach mozemy napisaé¢ zamiast (2)

1
(3) TR R L . 1

przy ¢zym dla parzystego m obowiazuje znak -+, dla nieparzystego znak —
Wyrazenie { } w (3) jest sumg czesciowy szeregu Leibniza; suma calego
szeregu jest w/4. Wobec tego mamy

" L(n) >1+4+nx dla parzystego m (przypadek a),
@ L(n) <1+4nr  dla nieparzystego m (przypadek b).
Widzimy, Zze w przypadku a liczba punktéw kratowych objetych
kolem jest wigksza od pola tego kola — odnosi si¢ to do wszystkich kot
o promieniu 1-3-5...(4s+1), gdzie s jest dowolng liczba naturalng.

W przypadku b uciekniemy si¢ do wzoru (2) i zastagpimy w nim n
przez n' = n+%. Teraz n =1-3-5...(4541)(4s+3). Widaé od razu,
ze bedzie L(n') = L(n), bo dodanie } do n nie zmieni wartoci wyrazow
po prawej stronie (2), ale pole kola wzrofnie o (n'—n)n = n/3 >1.
Stad wynika L(n') = L(n) < 14nw < n'x.

Stre§émy rezultaty uzyskane przed chwilg: Dlaz =1-3-5... (454 1)
jest L(z) >an; dla # =1-3-5...(4s+3)+3 jest L(z) <aorm; s jest
dowolng liczba naturalng. Funkeja ne przedstawia pole kola o promieniu
Vo — jest to oczywiscie funkcja f(x) ciagla w przedziale 0 <2 < oo,
a wiec takze w przedziale {a, b), gdzie

(5) a=1-3-5...(48+1), b=43+1-3-5...(ds+3).

Funkeja L(z) przedstawia liczbe punktow kratowyech lezacych w kole
0 promieniu Va (przy czym wlicza sie w to punkty lezace na kole) — jest
to oczywifcie funkeja niemalejaca w przedziale <0, co), a wige takze
w przedziale {a, b). Nazwijmy ja g(), a bedziemy mogli napisaé f(a) < g(a),
f(b) > g(b). Poniewaz funkeje f, g tutaj okre§lone oraz przedzial <{a, b)
okre§lony w (5) spelniaja zalozenia tw. I, wige muszg spelniaé jego teze:
istnieje miedzy a i b punkt ¢, w ktorym f = ¢ i w ktorym funkeja g(x)
jest ciggla. Innymi slowy: ’

TwiERDZENIE IL. ZaloZenia: Liczba s jest naturalna. Teza: Isinieje
w przedziale (5) {(a, b) taka liczba ¢, Z¢ kolo o promieniu Ve obejmuje tyle
punktow kratowych, ile wynosi jego pole.

Mozna by zakwestionowaé to twierdzenie o tyle, Ze sztuczne wydaje
sie zaliczanie punktow lezageych na kole do punktéw lezgeych w kole —
ot0z ta kwestia upada dzieki temu, ze réwnosé ,,pole = liczba punktéw
kratowyeh” nie moze nigdy byé spelniona przez kolo w2422 = 72 prze-
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chodzgce przez jakikolwiek punkt kratowy, gdyz wtedy r* jest liczbg
calkowita, a wiec pole 72z jest liczba niewymierng, a liczba punktow
kratowych calkowita.

Nazwijmy osobliwymi takie promienie r, Ze pole kola 42402 =3
jest réwne liczbie punktéw kratowych lezaeych wewnatrz kola. Jezeli
uporzadkujemy te osobliwe promienie wedlug wielkosci, otrzymamy ciag
T, 0 wlasno§ei limr,, = co. Aby to uzasadnié, trzeba zauwazyé, ze pro-
mienie ko6l przechodzacych przez punkty kratowe tworza ciag rosngcy
do nieskonczonosci; rownanie takiego kola ma bowiem postaé w2492 =
=n = uy+v;, gdzie u,, v, jest punktem kratowym, a wiec n jest liczba
calkowita, tak Ze mozna te kola — nazwijmy je kolami kratowymi —
uporzgdkowaé wedlug m; nie kazdemu n naturalnemu odpowiada kolo
kratowe, ale n =0,1,4,... oraz kazde » ksztaltu ¢? (¢ calkowite)
daje takie kolo, a stad juz wynika, ze kola kratowe tworza ciag cze$ciowy
(nieskonczony) ciggu két o promieniu Vi (n = 0,1,2,...), gdzie n jest
zerem lub liczbg naturalng.

Chege wykazaé, ze cigg promieni osobliwych r,, dazy do nieskoriezo-
nofci, trzeba postuzyé sie faktem juz stwierdzonym w tw. II, ktére orzeka,
ze w kazdym przedziale (l/a, Vb) ((5)) lezy promien osobliwy, a takze na-
stepujacag uwagg: w pierdcieniu utworzonym przez dwa kolejne kola kra-
towe lezy co najwyzej jedno kolo osobliwe, ezyli kolo o promieniu osobli-
wym — ta uwaga wynika stad, ze w pierécieniu nie ma punktéw krato-
wych i ze — jak wiemy juz — kola osobliwe nigdy nie sa kratowe, wige
gdyby byly dwa rézne kola osobliwe w pier§ecieniu, to wigksze kolo za-
wieraloby tyle punktéw kratowyech, co mniejsze, a ich pola bylyby rézne,
co przeczy definicji kol osobliwych; ta uwaga da sie stre§ci¢ krotko:
kola osobliwe mozna uporzadkowaé wediug wielkosci rosnacej, a jest ich
mnogo§¢ przeliczalna. Poniewaz dla kazdego s naturalnego mamy pro-
mien osobliwy 7, wiekszy od 4s-+1, wige limr,, = oo dla kazdego upo-
rzgdkowania zbioru promieni osobliwych.

TwiErRDZENIE IIL. Gdy kolo o $rodku w uw = 0, v = 0 powiekszamy
w $posob ciqgly, tak zeby jego promier, daiyt do mieskonczonosci, to weiqs
natrafiamy kola osobliwe, to jest takie, kidre zawieraja wewnatrz tyle
punktéw kratowych, ile wynosi ich pole.

Dowéd tw. III poprzedza jego sformulowanie. Autor staral sie
otrzymaé tw. IIT na drodze elementarnej. Wielki matematyk angielski,
G. H. Hardy (1877-1947) zajmowal sig kwestia punktéw kratowych
(1924-5) i otrzymatl przy uzyeciu teorii funkeyj Bessla wzor na réznice
L(n)—mn, z ktérego mozna wyprowadzi¢ nasze tw. III poprzez oszaco-
wanie tej réznicy; jest jasne, ze droga wytyczona klasyeznymi wzorami
(1) i (2) oraz (3)-(4)-(b) jest krétsza i latwiejsza, jezeli dagzymy do celu
okreg§lonego tekstem twierdzenia IIT.
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Yatwo wykazaé, ze liczba punktéw kratowyech w kole centralnym
(tj. takim, ktérego §rodek jest p. kratowym) jest zawsze ksztattu 4k+1 —
wobec tego takie kolo nigdy nie obejmie 7 punktéw kratowych. Mozna
jednak wykazaé, ze kolo o polu 7 da si¢ tak umiescié na kracie, zeby
objelo dokladnie 7 punktéw — w tym twierdzeniu mozna réwniez zamiast 7
: podaé¢ dowolng liczbe naturalng. Dowéd nig jest trudny. '
Ciekawe i nielatwe zagadnienie pomineliSmy w tej pogadance: czy
miedzy dwoma bezposrednio po sobie nastepujacymi kolami kratowymi
zawsze lezy kolo osobliwe?
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