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O liczbach trojkatnych, bedacych sumami dwéch
mniejszych liczb tréjkatnych

Celem niniejszego artykulu jest dowéd nastepujacego twierdzenia.

TWIERDZENIE. Na to, ¢eby liczba tréjkaina t, = [n(n+1)]/2 byla suma
dwdch mniejszych od niej liczb tréjkatnych, potrzeba i wystarcza, 2eby liczba
n3-4 (n+41)2 byla zlotona.

Dowdéd. Niech m = n2+ (n+41)2 bedzie liczbg naturalng > 5. Jezeli
wige liczba m nie jest zlozona, to jest liczbg pierwszg i, w my$l twierdze-
nia 18, udowodnionego elementarnie w mej publikacji Co wiemy, a czego
nie wiemy o Uliczbach pierwszych, Warszawa 1961, P.Z. W.S. str. 44,
nie ma innego rozkladu liezby m na sume dwéch kwadratéw liczb natural-
nych (jezeli nie zwracaé uwagi na porzadek sktadnikéw). Gdyby liczba i,
byla sumg dwdch liczb tréjkatnych od niej mniejszych (a wiec dodat-
nich), mielibySmy przy pewnych naturalnych @ oraz y >, 1, = i,-+1,,
skad (2n+1)24+1 = (224 1)*+ (2y+ 1)?; zatem 2m = (2w+1)2+4 (2y+1)%,
skad m = (y —2)*+ (z+y+1)%. Nie moze tu byé y = x, gdyz liczba m,
jako pierwsza, nie jest kwadratem liezby naturalnej. Liczby y— = oraz
#+9y+1 sa wiec naturalne, przy czym z+y+1—(y—2z) =241 >1,
skad wynika, ze rozklad m = (y—2)2+ (¢+y—1)* liczby m na sume
dwoch kwadratéow liczb naturalnych jest rézny od rozkladu m = n?4-
+ (n+1)%, co, jak wiemy, dla liczby pierwszej m jest niemozliwe. Dowie-
dliSmy wige, ze warunek naszego twierdzenia jest konieczny.

Przypusémy teraz, ze liczba m jest zlozona. Gdyby liczba m miata
dzielnik pierwszy postaci p = 4k 3, to mieliby$my (n+ 1) = —n?(modp),
skad wynika, Ze liczby # i n41 nie sa podzielne przez p. Podnoszac
obie strony tej kongruencji do potegi o wykladniku 2%k-1, znalezli-
bySmy, wobec 2(2k+41) = p—1 i w my$l malego twierdzenia Fermata:
1 = (—1)**"(modp); zatem 2 = 0(modp), co jest niemozliwe. Dzielniki
pierwsze liczby (zlozonej, nieparzystej) m sa wiec wszystkie postaci 4k+ 1.

Liczba 2m = (2n+41)2+12, jako dajaca przy dzieleniu przez 8
reszt¢ 2, nie moze byé kwadratem liczby calkowitej. Gdyby liczba 2m
nie dawala innego rozkladu na sume¢ dwéch kwadratéw liczb natural-
nych poza napisanym (oraz poza réznigeym si¢ od nicgo tylko porzad-
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kiem skladnikéw), to poniewaz nie jest kwadratem, dawalaby tylko 8
rozkladéw na sume dwéch kwadratéw liczb calkowitych. Z twierdzenia 8,
ze strony 398 mej ksiazki Teoria liczb, wyd. 3-cie, Warszawa-Wroclaw
1950, wynikaloby, ze liczba nieparzysta m (ktora, jak wiemy, ma tylko
dzielniki pierwsze postaci 4k-+ 1) jest liczba pierwszg. Skoro wige liczba m
jest zlozona, to liczba 2m = (2n4-1)%4-12 ma jeszcze inny rozklad na
sume¢ dwoéch kwadratéow liczb naturalnych, 2m = a?-4 b2, réinigey sie
od poprzednio napisanego nie tylko porzadkiem skladnikéw, skad wy-
nika, ze @ # 11 b 3 1. Poniewaz 2m przy dzieleniu przez 8 daje reszte 2,
wiec liczby a i b musza byé obie nieparzyste; zatem a = 2¢+1, b = 2y4-1,
gdzie liczby 2 i y s naturalne, gdyz a # 1 oraz b # 1. Mamy wigc 2m =
= (2n+1)24+1 = (22+1)2+ (2y+1)3, skad ¢, = t,+1,. Dowiedli§my wige,
ze warunek naszego twierdzenia jest dostateczny.

Twierdzenie nasze zostalo wieec udowodnione.

Wrynika z niego natychmiast, ze pytanie, czy istnieje nieskonczenie
wiele liczb tréjkatnych, ktore nie sg sumami dwoch mniejszych od nich
liczb trojkatnych jest ro6wnowazne pytaniu, czy istnieje nieskornczenie
wiele liczb pierwszych, bedgeych sumami kwadratéw dwdch kolejnych
liczb naturalnych.

7 przypuszezenia H,y A. Schinzla, wypowiedzianego w Acta Arithme-
tica IV (1958) na str. 188, wynika z tatwoscia, ze takich liczb pierwszych
jest nieskoriczenie wiele.

Dla n < 10 liczby pierwsze postaci n®-4 (n-1)% otrzymujemy, jak
latwo sprawdzié, tylko przy » =1,2,4,5,7,9: s3 to liczby 5, 13, 41,
61, 113, 181.
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