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O pewnym twierdzeniu réwnowaznym twierdzeniu
o postepie arytmetycznym

Celem niniejszego artykulu jest dowdéd, ze nastepujace dwa twier-
dzenia T, i T, sg rOwnowazne (w tym sensie, ze latwo jest z kazdego z nich
wyprowadzié drugie).

T, (TWIERDZENIE LEJEUNE-DIRICHLETA O POSTEPIE ARYTMETYCZ-
NYM): Jeseli a ¢ b sq liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi, to dla
nieskoriczenie wielu liczb naturalnych k liczba ak-+b jest pierwsza.

T,: Na to, zeby kongruencja f(x) = 0(modm), gdzie f(x) jest wielomia-
nem stopnia > 1 o wspdlezynnikach calkowitych, zas m dowolna liczbg
naturalng, miala mieskoliczenie wiele rozwiqzan w liczbach pierwszych z,
potrzeba i wystarcza, zeby Longruencja ta miala co najmniej jedno rozwiqza-
nie w liczbach calkowitych = oraz zeby bylo ( f(0), m) = 1.

Dowéd wynikania T, > T,. Przypusémy, ze twierdzenie T, jest
prawdziwe i ze wielomian f(x) speinia warunki twierdzenia T,. Istnieje
wiec liczba calkowita @,, taka iz f(x,) = 0(modm), przy czym mozemy
oczywiscie zalozyé, ze x, jest liczba naturalng. Pokazemy, ze (zy, m) = 1.
W samej rzeczy, gdyby bylo (z,, m) = d >1, mielibySmy z, = 0(modd)
skad f(x,) = f(0)(modd), a poniewaz f(x,) = 0(modd) (gdyz d|m),
wige f(0) = 0(modd), czyli d|f(0), a poniewaz 1 < d |m, wige nie mo-
globy byé (f(0), m) = 1, wbrew zalozeniu. Jest wigc (z,, m) = 1 i, w mysl
twierdzenia T,, istnieje nieskoriczenie wicle liczb naturalnych k, takich
ze liczba p = mk+z, jost pierwsza. Lecz f(p) = f(mk+a,) = f(z,) =
= 0(modm). Wynikanie T, = T, zostalo wige udowodnione.

Dowéd wynikania T, T,. Przypusémy, ze twierdzenie T, jest
prawdziwe i niech a i b beda liczbami naturalnymi, takimi iz (a, b) = 1.
Mozemy tu zalozyé, ze a >1, gdyz dla @ = 1 twierdzenie T, jest oczy-
wicie prawdziwe (gdyz istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych).
Kongruencja £— b = 0(mod a) spelnia warunki twicerdzenia T,. Z twierdze-
nia tego wynika wigc, Ze istnieje nieskonezenie wicle liczb pierwszych p,
takich iz p —b = 0(moda), zatem liczb pierwszych, nalezacych do postepu
arytmetyeznego ak-+-b. Wynikanie T, > T, zostalo wiee udowodnione.
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