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W. STERPINSKI (Warszawa)

O ciagach liczb parami wzglednie pierwszych

Celem niniejszego artykulu jest podanie kilku twierdzen o ciagach
liezb catkowitych, parami wzglednie pierwszych. Jakkolwiek twierdzenia
te sy proste, a dowody ich elementarne, nie spotykalem ich w literaturze
matematycznej.

TWIERDZENIE 1. Kaida liczba naturalna > 6 jest sumq dwdch liczb
naturalnych wzglednie pierwszych > 1.

Dowdéd. Jezeli n jest liczbg nieparzysta >6, to n = 24 (n—2),
przy czym n—2 >1 oraz (2,n—2) = 1, gdyz »n jest nieparzyste. Twier-
dzenie 1 jest wiec prawdziwe dla n nieparzystych wigkszych od 6.

A oto dow6d A. Makowskiego dla n parzystych.

Jezeli n jest liczbg naturalng podzielng przez 4, n = 4k, gdzie (wobec
n >6)k >1,ton = (2k—1)+ (2k+1), gdzie 2k+1 > 2k—1 >1 i liczby
2k—1 i 2k+1, jako kolejne liczby nieparzyste, sg wzglednie pierwsze.

Jezeli wreszcie n = 4k 2, gdzie k jest liczba naturalng >1 (gdyz
n >6), to n = (2k+3)+ (2k—1), przy czym liczby 2k—1 i 2k+3 sa
wzglednie pierwsze, gdyz w razie 0 <d|2k—1 i d|2k+3 mamy
d|(2k43)—(2k—1), czyli d |4, a poniewaz d jako dzielnik liczby nie-
parzystej musi by¢ liczba nieparzysta, wiee musi byé d = 1. Twierdzenie 1
zostalo wige udowodnione.

A. Makowski zauwazy! tez, ze z pewnej uwagi H. L. Adlera wynika,
ze liczba g(n) wszystkich rozkladéw liczby naturalnej m > 6 na sume
dwoéch liczb naturalnych n = a-+-b, gdzie 1 <a<b oraz (a,d) =1,
wynosi g(n) = }[p(n)—2], gdzie @(n) oznacza znang funkcje Eulera-
Gaussa. H. L. Adler zauwazyl mianowicie, ze dla n > 1, ¢(n) jest liczba
wszystkich ukladéw dwoéch liezb naturalnych @, g, takich iz 4y = n,
1 <@ <noraz(z,n) =1 = (y, n)(!). Lecz jezeliz+y = n, to (z,y) =1
wtedy i tylko wtedy, gdy (2, n) = (y, ) = 1. Wynika stad, ze (dla n > 2)
@(n) jest liczby rozkladéw liczby m na sume dwéch liczb naturalnych
wzglednie pierwszych. Jezeli wylaezymy tu rozklady n =1-+(n—1)

(') H.L. Adler, A generalization of the Euler g-function, Amer. Math. Monthly
685 (1958), str. 690-692,
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oraz n = (n—1)+1, to w pozostalych ¢(n)—2 rozkladach liczby = i y
beda obie >1. Jak wiadomo, ¢(n) >2 dla naturalnyech n > 6; stad
wynika natychmiast twierdzenie 1. A. Makowski zauwazyl tez, ze wobec
tego, ze limgp(n) = + oo, wynika stagd réwniez, iz liczba rozkladéw liczby

naturalnej n na sume dwoéch liezb naturalnych > 1, wzglednie pierwszych
wzrasta nieograniczenie (chociaz nie stale) wraz z .

WNIOSEK 1. Jezeli p;, oznacza k-tq 2 kolet liczbe pierwszq (a wige p, = 2,
Py =3, ps = 5 itd.) oraz jeteli k jest licebg maturalng >2, 0 pr., <
< P1Pae - Pr— 1.

Dowdéd. Jezeli k£ >2, to n =pps...Px =2:3-5 >6 i, w my§l
twierdzenia 1, istnieja liczby a i b, obie > 1, wzglednie pierwsze i takie,
ze n = a-+b. Niech p oznacza jakikolwiek dzielnik pierwszy liczby a,
za§ q jakikolwiek dzielnik pierwszy liczby b. Wobee (a, b) = 1 bedzie
wige p #¢q oraz p <a =n—b <n—1 i podobnie ¢ <n—1. Jest wiee
P < PPy px—1 013z g < pyp,...px—1. Mamy tez (p,n) =1, gdyi
w razie p | n, wobec¢ p | @ oraz n = a-b, byloby p | b, wbhrew (a, b) = 1.
Liczby p i ¢ sa wiece r6zne od p,,Ps,...,Pk, @ Poniewaz s rozne, wigc jedna
z nich musi byé > pi,q. Stad pris < p1P2...pr—1, c. b.d.o.

WNIOSEK 2. Jeéeli, dla naturalnych n, q, oznacza najmniejszq liczbe

pierwszq nie drielgca n, to Hin 2% 0.

n-—-oo’n

Dowdd. Wobee wniosku 1 mamy dla naturalnych & > 1:

Pk+1‘f‘1 1 1
1 kad o R i S
(+) Pria+1 < P1Ps...Pr_1, SKa P < - k

Dla n > 2 istnieje liczba naturalna k, taka iz
(++) P1P2- Pk SN < P1Pae - PrPhs

idla n > p, = p1Ps...-Pm bedzie k > m; zatem 1/k < 1/m. Gdyby bylo
Gn = Prpr+1 > Piyr, to, w mysl definicji liezby g,, kazda z liczb pierw-
8ZyCch Py,Pay--+3Prs1, jako mniejsza od ¢,, bylaby dzielnikiem liczby =,
8kad P Ps...Pryr | M OTAZ N = Py Ps...Pryr, WDhrew (xx). Jest wige gz < pi,1+
+1, skad, wobec (x):

- a+1 1 1

n P1Ps- . D k m
zatem

1
&‘(—— dla 7 > pp,
n m

c¢o dowodzi, ze lim Lo 0, ¢. b.d.o.

g T
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TWIERDZENIE 1% Jedeli m > 1 jest liczbq naturalng, to kaida liczba
naturalna n > 2m-+ 2 jest sumaq dwdch liczb naturalnych wzglednie pierw-
szych > m.

Dowo6d. Niech n bedzie liczba naturalng > 2m -+ 2. Jezeli n = 4k,
to m = (2k—1)+4-(2k+1), gdzie skladniki sa wzglednie pierwsze, oraz,
wobee n = 4k >2m+2, mamy 2k+1 >2k—1 >m. Jezeli n = 4k+1,
to n = 2k (2k 4 1), gdzie znowu skladniki sg wzglednie pierwsze i 2k > m.
Podobne wnioski mamy dla n = 4k+2 ze wzoru n = (2k—1)4 (2k+ 3)
‘oraz dla n = 4k+43 ze wzoru n = (2k+41)4(2k+2). Twierdzenie 1°
zostato wiec udowodnione.

TWIERDZENIE 2. Kazda liczba naturalna jest na mieskoticzenie wiele
sposobdw réimica dwdch liczb naturalnych wzglednie pierwszych.

Dow6d. Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze jezeli n jest liczba
naturalng, to dla kazdej liczby naturalnej & mamy rozklad » = (nk+
+n+1)—(nk+41), przy czym (nk+n+1,nk+1) = (n,nk+1) = 1.

TWIERDZENIE 3. Kaida liczba naturalna > 17 jest sumaq irzech liczb
naturalnych > 1, parami wzglednie pierwszych.

Dowod. Jezeli n jest liczbg parzysta > 8, to mamy »n = 6k, lub
n = 6k 2, lub wreszcie n = 6k- 4, przy czym, wobec n > 8, mozemy
przypudeié, ze w pierwszych dwoch przypadkach % jest liczbg natural-
na >1, za§ w trzecim liczbg naturalng. Ze wzoréw

6k =2+4+3+[6(k—1)+1], 6k+2=3+4+[6(k—1)+1],
6k+4 = 2+3+(6k—1)

wynika z latwoscia, Ze n jest sumg trzech liczb naturalnyeh > 1, parami
wzglednie pierwszych.

A oto dowdéd A. Makowskiego dla nieparzystych n > 17. Jezeli n
jest taka liezba, to » = 12k+4-r, gdzie »r =1,3,5,7,9 lub 11, a &k jest
liczbg naturalng. Dla r < 5 mozemy zalozyé, ze k > 1, gdyz 1245 = 17,
za§ n >17. Dla r =17 przy k¥ =1 mamy liczbe 1247 = 345411,
ktora jest sumg trzech liczb naturalnych >1, parami wzglednie pierw-
szych — mozemy wige dla r = 7 zalozyé, ze k > 1. Z tozsamoseci

12k+ 1 = 9+ (6k—T)+(6k—1),
12k+ 3 = 3+ (6k—1)-+(6k+1),
12k+ B = 3+ (6k—5)+ (6k+17),
12k+ 7 = 9+ (6k+5)+ (6k—7),
12k+ 9 = 94 (6k—1)+(6k+1),
12k + 11 = 34 (6k+ 7)+ (6k+1)

-3
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wynika (wobec uwag poczynionych co do liczby k), ze n jest w kazdym
razie sumg trzech liczb naturalnych > 1. Liczby w nawiasach sa w kazdej
z tych szedciu réwnofci wzglednie pierwsze, gdyz sa wszystkie niepa-
rzyste, niepodzielne przez 3, a réznica ich wynosi odpowiednio 6, 2, 12,
12, 2 i 6. Sg one tez pierwsze wzgledem liczb 3 i 9. Mamy wige w kazdym
z tych szefciu przypadkéw rozklad liczby nieparzystej » >17 na sume
trzech liczb naturalnych > 1, parami wzglednie pierwszych. Twierdze-
nie 3 zostalo wigec udowodnione.

Co do liezby 17, to latwo mozna dowieéé, ze nie jest ona sumg trzech
liczb naturalnych > 1, parami wzglednie pierwszych.

Zauwazymy tez, ze mozna dowieéé, iz liczba 30 nie jest sumg czterech
liczb naturalnyeh >1, parami wzglednie pierwszych, oraz ze kazda
liczba naturalna n > 30 jest taka sumg. Dla liczb nieparzystych > 19
wynika to natychmiast z zastosowanego do liczby n—2 udowodnionego
wyzej twierdzenia, ze kazda liczba nieparzysta > 17 jest sumg trzech
liczb nieparzystych >1, parami wzglednie pierwszych. Dla liczb za§
parzystych n > 30, nalezaloby, dla n = 60k—+r, gdzier = 0,2, 4, ..., 58,
zastosowaé 60 téznych tozsamos$ei, jak na przykiad

60k = 3+ 5+ (30k— 7)+(30k—1),
60k+2 = 3+5-+(30k— 7)+(30k+1),
60k+4 = 9+ 5+ (30k—11)+ (30k+1)
itp.

Nasuwa si¢ pytanie, czy dla kazdej liczby naturalnej s >4 kazda
dostatecznie wielka liczba naturalna jest sumg s liczb naturalnych >1,
parami wzglednie pierwszych.

TWIERDZENIE 4. Istniejq dowolnie dlugie posiepy aryimetyczne, utwo-
rzone z liczb naturalnych > 1, ktorych kazde dwa wyrazy sq wzglednie pierwsze.

Dowd6d. Niech n oznacza dowolng dang liczbe naturalng > 1 i niech
a = n!. Kazde dwie z liczb a+1, 2a¢+41, 3a+41,....,na+1 53 wzglednie
pierwsze. Gdyby bowiem dla pewnych naturalnych k i I, gdzie k < 1 < n,
liczby ka+1 i la+1 nie byly wzglednie pierwsze, to mialyby wsp6lny
dzielnik pierwszy p i byloby p | (I—k)a, zatem bagdZz p | I—Fk, badz p | a.
Lecz wobee l—k < 1 < n jest (I—k) | n! = a. W kazdym wigc razie byloby
pla, co wobec p|ka+1 jest niemozliwe. Udowodniliémy wige twier-
dzenie 4.

W zwigzku z twierdzeniem 4 zauwazymy, Ze nie ma postepu arytme-
tycznego ak+b (k =1, 2, ...), gdzic a i b s3 liczbami naturalnymi, ktérego
kazde dwa wyrazy bylyby wzglednie pierwsze. Udowodnimy nawet
ogdlniejsze twierdzenie nastepujace: .
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TWIERDZENIE 5. Jezeli f(x) jest wielomianem o calkowitych wspdlezyn-
nikach, gdzie wspdlezynnik przy najwyiszej potedze x jest dodaini, to wyrazy
ciqgu nieskoriczonego f(1),f(2),f(3),... nie moga byé wszystkie parami
wzglednie pierwsze.

Dowé6d. Skoro w wielomianie f(z) wspélezynnik przy najwyzszej
potedze x jest dodatni, to istnieje liczba naturalna =, taka iz m = f(n) > 1.
Lecz wowezas, jak latwo widzieé, liczba f(m— n) jest podzielna przez m
iliezby f(n) i f(m -+ n) maja wspdlny dzielnik m > 1; przeto nie sy wzgled-
nie pierwsze. Udowodniliémy wige twierdzenie 5.

TWIERDZENIE 6. Jeieli f(x) jest wielomianem o wspolezynnikach catl-
kowitych, gdxie wspdlezynnik przy najwysszej potedze x jest dodatni, to wa-
runkiem Loniecznym 1 dostatecznym na to, Zeby istnialo mieskonczenie wiele
liczb naturalnych x,, x4, T3,y ..., dla ktérych kaide dwie z liczb f(xy), f(.),
fl@g), ... sa wzglednie pierwsze, jest nastepujqacy warunek W.

W. Nie istnieje zadna liczba naturalne d > 1, taka 2e d | f(x) dla kazidej
liczby naturalnej m.

Konieczno§é warunku W jest oczywista; udowodnimy wige jego
dostateczno§é. W tym celu udowodnimy nastepujacy

LEMAT. Jezeli s jest liczbq naturalng i @y, qay ..., gs $@ réinymi licz-
bami pierwszymi, dla kitdrych isiniejq liczby naturalne oy, Ty, ..., T, takie
e qtf(w) dla i =1,2,...,s, to istnieje liczba maturalna , taka iz
Gtf(z) dla i =1,2,...,s.

Dowé6d lematu. Z warunku lematu wynika, ze jest on praw-
dziwy dla s = 1. Niech teraz s oznacza dang liczbe naturalng i przypuéémy,
ze lemat jest prawdziwy dla s liczb. Niech ¢y, ¢s,..., g5y @51 beda r62-
nymi liczbami pierwszymi, takimi ze istnieja liczby naturalne z,, a,, ...
ooy @gyy, dla ktérych ¢;1f(a;) dla i =1,2,...,8+1. Poniewaz, w my$l
zalozenia, lemat jost prawdziwy dla s liczb, wiec istnieje liczba naturalna
@, taka iz ¢; 1 f(x,) dlai =1, 2,..., s. Lecz, w my$l zalozenia, g, 1 f(2s1)-
Poniewaz liczby pierwsze ¢, qs, ..., ¢s41 53 wszystkie rézne, wige mamy
(9192...9sy ¢s41) = 1 1 przeto istnicja liczby naturalne k i I, takie iz o+
+kq1qs.. Qe = 2o 1+ lgsr- Niech # = wg+ K14y ¢s = @py1+ Ugs;1. Wtedy

(@) = f(z,)modq,q,...q, oraz f(z) = f(@sy)mod gsyy,

skad, wobec ¢;1f(z,) dla ¢ =1,2,...,8, oraz g¢,,,1f(2,,), wynika, ze
¢ 1 fle) dlai=1,2,...,s,8+1. Lemat nasz jest zatem prawdziwy dla
841 liczb. Zostal on wige ndowodniony przez indukeje.

" Dowéd twierdzenia 6. Przypufémy, ze wielomian f(2) spelnia
warunek W. Poniewaz wspélezynnik przy najwyizszej potedze 2 w wielo-
mianie f(z) jest dodatni, istnieje liczba naturalna t, taka iz f(i,) > 1.
Niech teraz n oznacza liczbe naturalng >1 i przypuéémy, ze§my juz
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wyznaczyli n liezb naturalnyeh t,,1,,...,1,, takich ze (w razie » >1)
kazde dwie z liezb naturalnyeh f(t,), f(,), --., f(t,) sa wzglednie pierwsze.
Niech ¢, (¢ =1,2,...,8) beda wszystkimi dzielnikami pierwszymi liczby
flt)f(ts)...f(t,). Poniewaz wielomian f(x) spelnia wlasnod§é¢ W, istnieja
liezby naturalne z, #,, ..., @, takie iz ¢;¥f(x;) dla ¢ =1,2,...,s, skad
w mys$l lematu wnosimy, ze istnieje liczba naturalna t, ., taka iz ¢; 1 f(t,.1)
dla i =1,2,...,s. Wynika stad natychmiast, ze (f(t,.1),f(t)f(%s)...
---f(tn)) = 1. Kazde dwie z liczb f(t,), f(ta), ..., f(ta), f(tarn) sa wiee
wzglednie pierwsze.

Liczby t, (n =1,2,...) zostaly zatem okreSlone przez indukeje
i ciag nieskonczony f(t,), f(ts), f(ts), ... ma te wlasnosé, ze kaide dwa
jego wyrazy sa wzglednie pierwsze.

DowiedliSmy wiee, ze warunek W jest dostateczny. Twierdzenie 6
zostato udowodnione.

W szezegdlnosei, dla dwumianu f(z) = #*+ 1 latwo byloby dowiesé,
ze wyrazy ciagu f(2%") (n =1,2,3,...) s3 parami wzglednie pierwsze.

TWIERDZENIE 7. Jesli a, b, ¢ sq liezbami catlbowityms, ¢ # 0, ¢ jesli row-
nanie ax—+ by = ¢ ma rozwiqzanie w liczbach calkowitych z, y, to ma ono nie-
skoriezenie wiele rozwiqzan w liczbach calkowityeh x, y wzglednie pierwszych.

Dowéd. Przypuséémy najpierw, zZe a = 0. Jezeli istnieje rozwigzanie
rownania ax-+ by = ¢ w liczbach calkowitych z,,y,, to ¥, £ 0 (gdyz
¢ #0) i liczby « = ky,+1, y =y, beda dla k =1,2,... wzglednie
pierwsze i beda spelnialy nasze réwnanie. Mozemy wiec zalozyé dalej,
ze a # 01b # 0, a poniewaz mozemy zmieniaé¢ znaki liczb a, b i ¢, zmie-
niajge znaki liczb 2 i y, mozemy dalej zakladaé, ze liczby a, b i ¢ 83 na-
turalne, jako tez ze (a, b) =1 (gdyz, jezeli d = (a, b), a = da,, b = db,,
to wobee axz-+by = ¢ mamy d | ¢, zatem ¢ = de,, i rOwnanie nasze jest
réwnowazne réwnaniu a,z-+ by = ¢,, gdzie (a,, b;) = 1).

Przypu$émy wiee, ze a, b i ¢ s liczbami naturalnymi, (a,b) =1
oraz ze przy pewnych calkowitych z, i y, mamy awx,+ by, = ¢. Bedzie
wiee tez a(wy+ )+ b(y,—at) = ¢ przy wszelkim calkowitym 4.

Skoro (a, b) =1, to, jak wiadomo, istniejg liczby calkowite « i v
takie, ze au-+bv = 1.

Przyjmijmy
(1) t = ke—(@v—you)+1,

obierajae liczbe naturalng k tak, aby liczba ¢ byla naturalna, co oczywiscie
zachodzi dla wszystkich dostatecznie wielkich k. Ze wzoru (1) wynika, ze

@) (¢4 (zov—you), 0) = 1.
Gdyby d bylo liczbg naturalng, takg iz
di.’»“'ﬂ—l—bt, dlyo"—at,
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mieliby§my d | az,+ by, = ¢ oraz, wobec au-4-bv =1,
d | (@ bt)v— (yo— at)u = 2ov — You -+ (au -+ bv)t = zyv— you 1,

¢o wobec (2) dowodzi, ze d = 1. Liczby calkowite & = z,+bt, y = y,—al
sa wiee wzglednie pierwsze i mamy ax- by = ¢. Udowodnilismy wiec
twierdzenie 7.

Jak mi zwrdéeil uwage A. Schinzel, twierdzenie 7 wynika z latwosSeia
z pewnego twierdzenia T. Skolema ogloszonego w Norsk Mat. Tidsskrift
15, str. 25-27 (por. tez Jahrbuech iiber die Fortschrifte der Math. 59 1
(1933), Sonderheft II, str.129).

Wni0SEK. Kaida liczha wymierna w = 1 moze byé na nieskornczenie
wiele sposobdw przedstawiona w postaci w = (x-+1)/(y+1), gdzie z i y sa
liczbami calkowitymi wzglednie pierwszymi.

Dowodd., Jezeli w = a/b, gdzie (a,b) =1 i w %1, to rdéwnanie
alb = (z+1)/(y+1) jest réwnowazne réwnaniu br—ay = a—b, gdzie
a—b # 0. Z twierdzenia 7 za§ wynika, Zze réwnanie to ma nieskonczenie
wiele rozwigzann w liczbach calkowitych z, y wzglednie pierwszych.

TWIERDZENIE 8. Jeselt u,, u,, ... jest ciqgiem Fibonacciego (tj. cig-
giem okreslonym przez warunki: u, = u, =1, 2a§ Uy, = Up+ Up_, dla
n=1,2,...), lo istnieje ciqg mieskosiczony rosnqgey liczb naturalnych
Nyy Noy ..., taki i3 katde dwie 2z liczb ciagu nieskotriczonego

(3) Upyy Upyy Ungy oo

sq wzglednic pierwsze.

Dowod. Jezeli m jest liezbg naturalna, to, jak wiadomo, reszty
z dzielenia przez m kolejnych wyrazéw ciggu Fibonacciego tworza ciag
okresowy o okresie czystym(2). Poniewaz u, = 1, wiee, jezeli dla danego
m, 8y, jest liczbg wyrazow tego okresu, to uys = 1(modm)dlak =1,2, ...
Wynika stad, ze dla dowolnych liczb naturalnych m i h istnieje
liczba naturalna » > h, taka, iz (u,, m) = 1.

Okreflimy teraz przez indukeje ciag nieskoneczony liezb naturalnych
Ny, Mgy ... W 8p0OSOD nastepujacy. Niech w, = 1 i przypusdémy, ze dla pew-
nej liezby naturalnej s juz okreglilismy liczby naturalne n, < n, < ... < 1.
Liczbe ng,, okre§limy jako najmniejsza liczbe naturalng > n,, taksy iz
(Ung, s UnyUny--« Wy) = 1. Jasne jest, ze wyrazy ciagu nieskoriczonego
Upyy Unyy --- DEA3 parami wzglednie pierwsze. Twierdzenie 8 zostalo wige
udowodnione.

(3) Zob. np. W. Sierpinski, Teoria liczb, cz. 11, Warszawa 1959, str. 274,
éwiczenie 4.
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Uwaga. W ciggu kolejnych liczb Fermata F, = 2"4+1(n =1, 2,...)
wszystkie wyrazy s3 parami wzglednie pierwsze. W ciggu za$ liczb Mer-
senne’a M, = 2"—1, liczby ciagu My, (k=1,2,...), gdzie p, oznacza
k-t3 z kolei liczbe pierwsza, sa parami wzglednie pierwsze. Mozna tez
dowie§é, ze wyrazy ciagu nieskofczonego My = M g = 21" +1__1
(n =1,2,...) s parami wzglednie pierwsze.

Jak zauwazyl A. Rotkiewicz, jezeli n,, n,, ns,... jest ciagiem nie-
skoriczonym liczb naturalnych, z ktérych kazde dwie sg wzglednie pierw-
sze, to kazde dwa wyrazy ciagu (3) sa wzglednie pierwsze, glyz jak wia-
domo, dla naturalnych m i n mamy (U, %) = %mu(®). W szezegdl-
nofci wige wyrazy ciagu nieskofczonego wuy, = upn.,(n =1,2,...) sa
parami wzglednie pierwsze. A. Rotkiewicz zauwazyl, iz z podanego na
(%m, u,) wzoru wynika tez, ze jezeli m,, n,,... jest ciagiem nieskonczo-
nym rosngcym liczb naturalnych, to wyrazy ciggn (3) sa wtedy i tylko
wtedy parami wzglednie pierwsze, gdy (ng, n) <2 dla 1 <k < 1.

(®) Zob. np. moja ksigike Teoria liezb, cz. II, Warszawa 1959, str. 280, éwi-
czenie 5.
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