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Z pojeciem nieskoniczonofei spotykamy sie zaréwno w arytmetyce,
jak i w geometrii. Na przyklad: liczb naturalnych, czyli catkowitych
dodatnich, jest nieskonczenie wiecle; prosta nieograniczona ma nieskoin-
czong dlugo$é; odcinek prostej ma nieskoriczenie wiele punktéw.

Jak mozna zdefiniowaé, co to jest zbidr mieskoriczony ? Mozna powie-
dzieé, ze jest to zbidér, ktéry nie jest pusty i nie jest skoneczony, to
znaczy, ze liczba jego elementéw nie dajé si¢ wyrazié zadng liczbg
naturalng,

Z tej definicji wynika, ze jezeli jaki§ zbiér Z jest nieskoriczony, to
dla dowolnej liczby naturalnej = istnieje m réznych elementéw, ktére
wszystkie nalezg do zbioru Z. Dowiesé tego mozemy przez indukeje.

Jest to prawdziwe dla n = 1, gdyz skoro zbiér Z nie jest pusty, to
istnieje w nim jaki§ element a@,. Przypu§émy teraz, ze twierdzenie nasze
jest prawdziwe dla pewnej liczby naturalnej n, a wige ze istnieje n réz-
nych elementéw a,,a,,...,a,, ktére wszystkie nalezag do zbioru Z.
Gdyby précz tych n elementéw nie bylo w zbiorze Z zadnego innego, to
zbiér:Z mialby n elementéw, a wige bylby skoriczony, wbrew zalozeniu.
Istnieje wige w zbiorze Z jaki§ element a,,,, rézny od kazdego z elemen-
tow a,, ay,...,a,. Mamy wigc n-+1 réznych elementéw a,, a,, ..., @,
@41, ktore wszystkie nalezg do zbioru Z. Twierdzenie jest wige prawdziwe
dla liczby n-+1. Stad, przez indukeje, wnosimy o prawdziwosei twier-
dzenia dla kazdej liczby naturalnej n.

Juz w arytmetyce spotykamy si¢ z réznymi zbiorami nieskonezony-
mi, na przyklad ze zbiorem wszystkich liczb naturalnych, ze zbiorem
wszystkich liczb parzystych, ze zbiorem wszystkich liczb kwadratowych,
ze zbiorem wszystkich liczb pierwszych. Zdawaloby sig, Zze mozemy po-
wiedzieé, iz liczb naturalnych jest dwa razy wigcej niz liczb parzystych
dodatnich, gdyz dla kazdego naturalnego n wéréd pierwszych 2n liczb
naturalnych 1, 2, 3, ..., 2n mamy tylko n (a wigc polowe) liczb parzy-
stych. Znacznie trudnicj juz byloby daé odpowiedZ na pytanie, czego jest
wigeej, czy liczb kwadratowych czy liczb pierwszych?
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Do poréwnywania licznodei zbioréw nieskoneczonych mozna by tez
podchodzié inna droga, oparta na poréwnywaniu liczno§ei zbioréw skon-
czonych. Przypuéémy, ze mamy dwa pudelka zapalek: w jednym s3 za-
palki biale, w drugim czerwone. W jaki sposéb osoba nie znajgca liczb
moglaby sie przekonad, czy ilo§é zapalek w obu pudelkach jest jednakowa
i w ktéorym ewentualnie jest ich wiecej?

Oto wyjmijmy z kazdego pudeltka po jednej zapalce (a wiec jedng
bialg i jedna czerwong) i odlézmy je na bok. Gdy bedziemy w ten sposob
wyjmowali kolejno po jednej zapalce z kazdego pudelka, to albo wy-
czerpiemy oba pudelka jednoczeénie, albo tez jedno z naszych pudelek
bedzie juz puste, gdy w drugim pozostang jeszeze zapalki. Pierwszy przy-
padek zajdzie oczywidcie wtedy i tylko wtedy, gdy w obu pudelkach
byla ta sama liczba zapalek, w drugim za§ przypadku to pudelko zawiera
mniej zapalek, ktére zostalo puste, gdy w drugim byly jeszeze zapalki.

Taki spos6b postepowania mozemy oczywifcie stosowaé dla po-
réwnywania liczno§ei dowolnych dwéch zbioréw skonczonych: nie uzy-
wajae liczb ani liczenia mozemy sie zawsze przekonaé, czy nasze zbiory
83 jednakowo liczne i ktéry ewentualnie zawiera wigcej elementéw, przy
czym wynik tego badania nie bedzie zalezny od tego, jak bedziemy wy-
bierali po jednym elemencie z kazdego z mnaszych zbioréw.

Spréobujmy teraz te metode stosowaé do dwéch zbioréw nieskoriczo-
nych. Jednym z nich niech bedzie zbiér wszystkich liczb naturalnych
podzielnyeh przez 3, a wiec zbior ztozony z liczb 3, 6, 9,12, 15, ..., 3n, ...,
a drugim — zbiér wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3,
a wiec zbiér zlozony z liezb 1,2,4,5,7,8,10,11,... Wybierajmy ko-
lejno wedlug wielkoSci: jedng liczbe z pierwszego zbioru, a z drugiego
liczbe o jedno$é wigksza od niej. A wiec najpierw z pierwszego zbioru
wybierzmy liczbe 3, z drugiego liczbe 4, potem z pierwszego zbioru liczbe
6, z drugiego liezbe 7, ogdlnie — z pierwszego zbioru liczbe 3n, z drugiego
liczbe 3n+1. Gdybyémy w ten sposéb wybrali kolejno wszystkie liczby
pierwszego zbioru, a dla kazdej z nich o jedno$é wiekszg liczbe drugiego
zbioru, to pierwszy zbiér bedzie pusty, a w drugim pozostanie jeszcze
nieskoniczenie wiele liczb, mianowicie liczby 1,2,5,8,11,..., czyli
liczba 1 oraz liczby, ktore przy dzieleniu przez 3 daja reszte 2. Zdawaloby
si¢ wiee, ze wobec tego mozemy powiedzieé, iz pierwszy zbior jest mniej
liczny od drugiego.

Ale postapmy teraz inaczej. Wybierajmy kolejno wszystkie parzyste
liczby pierwszego zbioru, a dla kazidej % mnich dobierajmy z drugiego
zbioru najmniejsza pozostala w nim jeszcze liczbe. A wige wybierzmy
z pierwszego zbioru liczbe 6, z drugiego liczbe 1, potem z pierwszego
zbioru liczbe 12, z drugiego liczbe 2, nastepnie z pierwszego zbioru liczbe
18, z drugiego liczbe 4 itd. Okaze sig wOwczas, Ze w pierwszym zbiorze
pozostanie jeszcze nieskonczenie wiele liczb, mianowicie wszystkie liczby
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nieparzyste podzielne przez 3, natomiast drugi zbiér bedzie pusty, co do-
prowadzaloby do wniosku, ze pierwszy zbior jest liczniejszy od drugiego,
wniosku sprzecznego z tym, ktory otrzymali§my przedtem.

GdybySmy wreszcie wybierali kolejno zawsze najmniejszg liczbe po-
zostalg w pierwszym zbiorze oraz najmniejsza liczbe pozostatag w drugim
zbiorze, a wiec 3 i 1, potem 6 i 2, nastepnie 9 i 4 itd., to oba zbiory oka-
zalyby sie puste, co sklanialoby nas do wniosku, ze zbiory te sa jednakowo
liczne. '

W tym ostatnim przypadku elementy naszych dwéch zbiorow dadzg
si¢' polaczyé w pary, tak by w kazdej parze bylo po jednym elemencie
z kazdego z tych zbioréw i by kazdy element kazdego z naszych zbioréw
mial swoja pare. Jezeli dla dwdéch danych zbiorow takie polaczenie ich
elementéw w pary jest mozliwe, to méwimy, ze zbiory te sa rdwnej mocy.

Jasne jest, ze dwa zbiory skonczone sg réwnej moey wtedy i tylko
wtedy, jezeli maja te samg liczbe elementéw.

Aby stwierdzié, ze dwa dane zbiory sa réownej moey, niekoniecznie
musimy kolejno wybieraé po jednym elemencie z kazdego z tych zbioréw
ilaezyé je w pary: wystarczy podaé prawo, ustalajace to laczenie w pary.
Na przyklad, zeby dowies§é, ze zbiér wszystkich liczb naturalnych nie-
parzystych jest rownej mocy ze zbiorem wszystkich liczb naturalnych
parzystych, wystarczy podadé nastepujace prawo lgczenia liczb w pary: dla
kazdej liczby nieparzystej, do tej samej pary zaliczamy o jedno§é od niej
wieksza liczbe parzysta.

Zbiory, ktére sa réwnej moey ze zbiorem wszystkich liezb natural-
nych, nazywamy przeliczalnymi. S3 to wiee zbiory, ktorych elementy
moga byé ponumerowane za pomoeg liczb naturalnych w ten sposob,
zeby kazdemu elementowi zbioru odpowiadal oznaczony numer oraz
zeby kazdy numer odpowiadal pewnemu i tylko jednemu elementowi
zbioru. Wszystkie elementy zbioru przeliczalnego moga wiee byé usta-
wione w ciag nieskonczony

(1) Wys Mgy Mgy oy Uyyvea

wedlug kolejnych numeréw (wskaznikéw). Na odwroét, zbior wszystkich
wyrazéw kazdego danego ciagu nieskorfczonego (o réznych wyrazach)
jest przeliczalny.

Jasne jest, ze czes§é zbioru przeliczalnego jest zbiorem przeliczal-
nym, o ile nie jest zbiorem gkoreczonym. Elementy bowiem kazdej cze§ci
zbioru (1) mozemy ustawié w ciag wedlug rosngeych wskaznikéw. Zatem
na przykltad zbiér wszystkich liczb nieparzystych, zbiér wszystkich liezb
kwadratowych, zbiér wszystkich liczb pierwszych — sa przeliczalne.

Nasuwa si¢ pytanie, czy kazdy zbiér nieskoniczony zawiera czesé prze-
liezalng. Zdawaloby sig, ze dowie§é tego mozna bardzo latwo. Oto z defi-
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nicji zbioru nieskonczonego, ktéry nie jest pusty ani skonczony, wynika,
jak wiemy, ze jezeli ze zbioru nieskoniczonego Z usuniemy dowolng skon-
czong liczbe jego elementéw, to pozostang w nim jeszcze inne elementy,
a nawet mozna powiedzieé, ze powstaly zbiér bedzie nieskoriczony (bo
gdyby byl skoneczony, to zbiér Z, jako polaczenie w jeden zbiér dwoéch
zbioréow skonczonych, bylby oczywiscie skoriczony, wbrew zalozeniu).
Rozumujmy teraz tak: Ze zbioru Z wybierzmy jeden jego element a,.
Ze zbioru pozostalych elementéw wybierzmy element a,. Z powstalego
po usunigeiu ze zbioru Z elementéw a, i a, zbioru wybierzmy jeden ele-
ment a;. Rozumujae w ten sposéb dalej, dochodzimy, zdawaloby sie,
do ciggu nieskonczonego a,, a,, as, ..., utworzonego z réznych elementéw
zbioru Z, a wiec do pewnej czesci przeliczalnej tego zbioru. Rozumowaniu
temu zarzuca sie, Ze wymaga ono stosowania nieskonczenie wielu wyborow.
Jeszceze w ubieglym stuleciu G. Peano byl zdania, ze nie mozna dokonywaé
nieskoniczenie wielu wyboréw bez podania ich prawa. W pewnych przy-
padkach potrafimy takie prawo podaé. Na przyklad, gdyby chodzilo
o wybranie nieskonczenie wielu réznych punktéw z danego odcinka (a, b)
prostej: Przyjmujae dilugo$é naszego odcinka za jednostke dlugosdei,
przyporzgdkujmy liczbie naturalnej » punkt a, naszego odcinka, odlegly
od punktu a o dlugo§é wynoszacg 1/n. Ciag nieskonczony a,, a,, as, ...
bedzie wiec okreslonym w zupelnoSei ciggiem nieskoriczonym réznych
punktéw naszego odcinka. Potrafimy wiec dowiesé, ze zbiér wszystkich
punktéw odcinka prostej zawiera cze$é przeliczalng. -

W pierwszym dziesiatku naszego wieku E. Zermelo wypowiedziat
pewnik, zwany obecnie pewnikiem wyboru, ktéry opiewa, ze jeieli mamy
Jjakakolwiek rodzing R zbiordw Z, z kiorych zadne dwa nie majq elementéw
wspdlnych, to istnieje zbior N zawierajgcy po jednym elemencie z kaidego
ze zbioréw Z tworzqeych rodzing R.

Ot6z mozna dowie§é, iz z pewnika wyboru wynika, ze kazdy zbiér
nieskoniczony zawiera ¢z@$é przeliczalng.

Nie korzystajac z pewnika wyboru dowiedliSmy wyzej, Ze zbidr
wszystkich punktow odcinka prostej zawiera cz¢$é przeliczalng. Nasuwa 8iQ
teraz pytanie, czy zbiér wszystkich punktéw odcinka prostej sam jest
przeliczalny? Opierajac si¢ na tak zwanym pewniku Ascoli’ego mozna
dowiedé, ze tak nie jest.

Pewnik Ascoli’ego brzmi jak nastepuje:

Jezeli dy, d,, ... jest ciggiem nieskoticzonym odecinkéw prostej, z kto-
rych kaidy nastepny jest zawarty w poprzedzajacym, to istnieje punkt
wspdlny tym wszystkim odecinkom.

Przypus$émy teraz, ze zbiér wszystkich punktéw odeinka d prostej
jest przeliczalny. Istnialby wige cigg nieskonezony

(2) P1y P2y Pay -
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utworzony ze wszystkich punktéw tego odcinka. Jasne jest, Ze istnieje
odcinek d,, zawarty w d i nie zawierajacy punktu p,. Podobnie istnieje
odcinek d,, zawarty w d, i nie zawierajacy punktu p, itd. Latwo byloby
nawet ustalié prawo budowania tych odcinkéw. Na przyklad, majac juz
odcinek d, podzielilibySmy go na trzy réwne czesci i wybraliby§my jako
d, ., te pierwszg z nich, ktéra nie zawiera punktu p,,,. W mysl pewnika
Ascoli’ego istnieje punkt p wspélny wszystkim odcinkom d,d,,d,, ...
Punkt ten nie jest zadnym z punktéw ciggu (2), gdyz przy wszelkim
naturalnym » punkt p, (jak to wynika ze sposobu ofrzymania odcinka d,)
nie nalezy do odcinka d,,, 2 wiec jest r6zny od punktu p, ktéry do odecinka d,,
nalezy. Zalozenie, ze ciag (2) zawiera wszystkie punkty odcinka d, dopro-
wadza wige do sprzecznosci.

Zbior wszystkich punktow odeinka prostej nie jest wige przeliczalny.

Otrzymany wynik jest wazny z tego wzgledu, ze dowodzi, ze nie
wszystkie zbiory mieskoriczone sq réownej mocy.

Nasuwa sie teraz pytanie, jak mozna by porownywaé ze sobg co do
wielkodci moce zbioréw nieskonczonych, nie bedacych réwnej mocy.
Jezeli zbiér A jest ré6wnej mocy z pewna czecig zbioru B, ale zbiéor B
nie jest r6wnej mocy z zadng czesciag zbioru A, to naturalne bedzie uwazad
moc zbioru B za wieksza od mocy zbioru A. W ten sposéb zbiér wszystkich
punktéw odeinka jest mocy wigkszej od zbioru wszystkich liczb natural-
nych.

Znamy wiec juz dwie rézne moce zbioréw nieskonezonych: moe zbio-
réw przeliczalnych i moc zbioréw wszystkich punktéw odcinka, czyli tak
zwang moc continuum. Nasuwa sie pytanie, czy istnieja jeszcze inne moce
zbioré6w nieskonczonych, a w szczegélnosei, czy istnieja zbiory nieskon-
czone mocy wigkszej od continuum. Mozna dowiesé, ze taki jest na przy-
klad zbiér wszystkich funkeji rzeczywistych zmiennej rzeczywistej.
Twoérca teorii mocy, G. Cantor dowiédl, ze moe zbioru wszystkich réz-
nych czeSci danego zbioru jest zawsze wieksza od mocy tego zbioru.
Wynika stad, ze isinieje mieskoniczenie wiele réémnych mocy zbiordw nie-
skoneczonych.

Nasuwa si¢ jeszeze pytanie, jak jest wtedy, gdy zbiér A jest réwnej
mocy z pewng cze$cig zbioru B, za§ zbiér B jest rownej moey z pewns
czgScig zbioru A. Ot6z mozna dowiesé, ze wtedy zbiory A i B sg ré6wnej
mocy. Jest to tak zwane twierdzenie Caniora-Bernsieina.

Inne pytanie, ktére sig tu nasuwa, to: czy kazde dwa zbiory dadza
sig poréwnywaé co do mocy, to znaczy czy zawsze co najmniej jeden
z nich jest réwnej mocy z pewna czedcia drugiego? Przy pomocy
pewnika wyboru mozna dowie§é, ze odpowiedZ na to pytanie jest
twierdzgca.

Powréémy jeszeze do zbioréow przeliczalnych, a wiee, jak wynika
z pewnika wyboru, do zbioréw nieskornezonych najmniejszej mocy. Jak
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juz moéwilismy, z pewnika wyboru wynika, ze kazdy zbiér nieskonczony
zawiera cze§é przeliczalng. Jezeli wiec zbiér Z jest nieskonezony, to za-
wiera ciag nieskoniczony uy, %y, %z, ... r6zZnych elementéw. Przyporzad-
kujmy kazdemu wyrazowi u, tego ciagu wyraz nastepny u,,,, za$ kaz-
demu elementowi zbioru Z, nie bedacemu zadnym wyrazem naszego ciggu
(jezeli takze elementy w zbiorze Z istnieja) — sam ten element. Wynika
stad, ze zbidér Z jest réwnej mocy ze zbiorem, ktory otrzymamy, usuwajac
ze zbioru Z jego element u,, zatem zbiér Z jest réwnej moey z pewng swg
czeScig wladciwg (czyli czeScig zbioru Z, rézng od samego zbioru Z).
Z pewnika wyboru wynika wiec, ze kaidy zbidr nieskoriczony jest rownej
moey z pewng swq czeseiq wlaseiwq. Zbiory skorezone wlasnoSci tej oczy-
wigcie nie maja. Mozna wiec podaé¢ nastepujaca pozytywna definicje
zbioru nieskonczonego:

Zbior nieskotiezony jest to taki zbiodr, ktéry jest rownej moey z pewng
swg czedcig wladciwg. Zauwazymy jednak, ze bez pomocy pewnika wy-
boru nie potrafimy dowies§é, Ze ta pozytywna definicja zbioru nieskon-
czonego jest réwnowazna podanej na poczatku negatywnej definicji (ze
zbiorem nieskonczonym jest zbiér niepusty, ktéry nie jest skornczony).

Poniewaz miedzy kazdymi dwiema kolejnymi liezbami calkowi-
tymi lezy nieskonezenie wiele réznych liczb wymiernych, mogloby sie
wydawadé, ze liczb wymiernych jest nieskonczenie razy wigcej niz liczb
calkowitych. Udowodnimy jednak, ze zbidr wszystkich liczb wymiernych
jest przeliczalny.

WeZzmy pod uwage najpierw tylko liczby wymierne dodatnie. Wy-
piszmy w pierwszym wierszu liczby wymierne o mianowniku 1 i wszyst-
kich kolejnych licznikach naturalnyech, a wiee
liczby
3 4
ir g™

1

1?2 11
W nastepnym wierszu wypiszmy liczby wy-
mierne o mianowniku 2 i wszystkich kolej-
nych licznikach naturalnych, a wige liczby

1 2 3 4
"2_1 Er 'E? _2:--'1

ogolnie, w n-tym wierszu wszystkie liczby

wymierne o mianowniku n i wszystkich kolejnych licznikach natu-

ralnych. Otrzymamy w ten spos6b ecigg nieskoniezony ciggdéw nieskori-
czonych.

Ustawmy teraz wszystkie wyrazy tej tablicy nieskonczonej w ciag

nieskonczony w sposéb wskazany na rysunku 1, ezyli za pomoca tak
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zwanej metody przekatnych. Otrzymamy w ten sposéb ciag nieskon-
czony
1

11 2 3 4 3 2 1 1
1'!

2
FLAC L A T Tl A

w ktérym znajda sie wszystkie liczby wymierne dodatnie, przy czym
kazda z nich nieskonczenie wiele razy, gdyz I/m = kl/km dla k =1, 2, ...
Gdybys$my stad cheieli otrzymaé ciagg nieskonczony, w ktorym kazda
liczba wymierna dodatnia wystepuje tylko raz, nalezaloby z otrzyma-
nego wyzej ciagu pousuwacé te utamki, ktore dadzg sie skrocié. Otrzymali-
by§my w ten sposéb ciag

1 2 1 1 3
¥ gt g g 3

] 1

|
o

2 1
CLIVE
Stawiajac przed kazda z tych liczb znak —, otrzymaliby$Smy eciag nie-
skonezony
1 2 1 1 3 4 3
S Rav R Ll s
zawierajacy raz kazda liezbe wymierng ujemng.

Gdybysmy wreszcie chceieli ofrzymaé ciag nieskonczony, zawierajacy
raz kazdg liczbe wymierna, nalezaloby jako pierwszy wyraz jego wypisaé
liczbe 0, a nastepnie kolejno wypisaé po jednym wyrazie na przemian z kaz-
dego z otrzymanych wyzej dwoeh ciagéw. Bylby to wige ciag nieskon-
czony

3 1
"1“: 1111 ’1—)21 2131 “3'!_1‘5_'1":2‘;---

Zbior wszystkich liezb wymiernych jest wiec przeliczalny.

7% dowodu naszego wynika tez, ze laczac ze sobg w jeden zbiér dwa
zbiory przeliczalne, otrzymujemy zbiér przeliczalny. Wynika stad, ze
zbior wszystkich liczb niewymiernych nie jest przeliczalny, gdyz w prze-
ciwnym razie, wobee przeliczalnogci zbioru wszystkich liczb wymiernych,
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych bylby przeliczalny; tymezasem, co
latwo zauwazyé, zbior wszystkich liezb rzeczywistych >0 i <1 jest
réwnej mocy ze zbiorem wszystkich punktéw odcinka prostej o dlugosei 1:
aby uzyskaé zadany spos6b laczenia w pary liezb rzeczywistych x, gdzie
0 <z <1, z punktami naszego odcinka, wystarczy liczbe x polgczyé
w pare z punktem naszego odcinka odleglym o z od jego lewego kofica.
Zbior wszystkich liczb rzeczywistych >0 1 <1 jest wiec mocy conti-
nuum; zatem jest nieprzeliczalny. Tym bardziej nie jest przeliczalny
zbiér wszystkich liczb rzeczywistych, skad wynika, jak wiemy, Ze nie
moze byé przeliczalny zbiér wszystkich liezb niewymiernych.
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Jako przyklad dwéch zbioréw nieprzeliczalnych révjvnej mocy wezmy
zbiory punktéw dwoéch odcinkéw prostej, bedacych réznej dlugosei.
Ustawmy te dwa odecinki 04 i OB tak, by tworzyly kat A0B o wspélnym
tym odcinkom wierzcholku (zob. rys. 2). Za tworzace jedng pare punkty
naszych odcinkéw uwazajmy te, ktére leza na tej sgmej réwnoleglej
do AB (na przyklad M i N). Latwo zauwazyé, Ze w ten sposéb ustalamy
zgdane lgczenie w pary punktéw naszych odcinkéw, ktérego istnienie
dowodzi, ze zbiory ich punktéw sg réwnej mocy.

B.

0 M A 0 Mo~ X
Rys. 2 Rys. 3

Ale i zbiér punktéw nieskonczonego ramienia prostej jest réwnej
mocy ze zbiorem punktéw skonczonego odcinka. Niech OX oznacza
nieskonczone rami¢ prostej, OB — odcinek skonczony (zob. rys. 3), ktéry
umiefcimy prostopadle do OX. Na przediuzeniu réwnoleglej do OX prze-
chodzgcej przez punkt B weZmy punkt § i polaczmy w pary takie punkty
naszych zbioréw, ktore lezg na tej samej prostej, przechodzacej przez S.
W ten sposéb zostanie ustalone, ze zbiér punktéw nieskonczonego ra-

mienia prostej OX jest réwnej mocy ze zbiorem wszyst-
¢ B kich punktéw odcinka OB, z wyjatkiem punktu B.

Zdawaloby sie, ze zbiér wszystkich punktéw plasz-
czyzny jest wigkszej mocy niz zbidr wszystkich punktéw
prostej. Mozna jednak dowie§é, ze zbiory te sa réwnej
mocy.

0 A Podamy tu dowé6d na to, Ze zbiér wszystkich punk-

Rys. 4 tow lezagcych wewnagtrz kwadratu jest réwnej mocy

z pewnym zbiorem punktéw, lezagcym wewngtrz odein-
ka prostej. Wezmy punkt p o wspéhzednych @ i y, lezacy wewnatrz
kwadratu OABC o bokach o dlugo$ci 1. Wspbhrzedne # i y tego punktu
beda wigce liczbami dodatnimi < 1. Leecz, jak wiadomo, kazda taka
liczba daje, i to tylko jedno, rozwinigcie na ulamck dziesietny nieskon-
czony, w ktérym nieskonczenie wiele cyfr jest réznyech od 9. Niech

z=0,a80,a3..., Y =0,bb,b,...
beda takimi rozwinieciami liezb # i y. Niech teraz

2 = 0, alblagbzﬂ-sbs.. .
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bedzie liczbg, ktorej cze§é ulamkows otrzymamy wypisujac kolejno po
jednej eyfrze rozwiniecia « i rozwinigcia 4. Bedzie to liczba dodatnia < 1
(gdyz, z zalozenia, ze 0 < @ < 1 wynika, Ze nie wszystkie cyfry a, s3 réwne
zeru, i nieskoriczenie wiele jest réznych od 9). Punkt p polaczmy w pare
z punktem ¢(z) odcinka 04, odleglym od punktu O o dlugo$é z. Poniewaz
kazda liczba dodatnia daje tylko jedno rozwinigcie na ulamek dziesietny,
w ktérym nieskonczenie wiele cyfr jest réznych od 9, wige, jak latwo za-
uwazyé, réznym punktom p(w,y) beda odpowiadaly rézne punkty g(z).
Wiynika stad, ze zbidr wszystkich punktéw lezacych wewnatrz kwadratu
0OABC jest réwnej mocy z pewng czeéeig zbiorn wszystkich punktéw le-
zgeych wewnatrz odeinka 0OA.

Pewna modyfikacja tego dowodu dalaby dowé6d na to, ze zbiér
wszystkich punktow prostej jest réwnej mocy ze zbiorem wszystkich
punktoéw plaszezyzny, a takze ze zbiorem wszystkich punktéw przestrzeni
tréjwymiarowej.

Jezeli elementy dwdch lub wigcej zbioréw polaczymy w jeden zbiér,
to mowimy, ze tworzymy sume tych zbioréw. Jezeli zbiory sg skoiczone,
i nie maja elementéw wspdlnych, to suma dwoéch takich zbioréw ma wigcej
elementéw niz kazdy z nich. A jak jest dla zbioréw nieskoriczonych?

Otéz przy pomocy pewnika wyboru mozna dowiesé, ze moe sumy dwdch
zbioréw mieskoticzonych jest zawsze rdwna mocy tego z tych zbiordw, kidrego
moc jest mie mniejsza od mocy drugiego. Przy pomocy pewnika wyboru
mozna tez dowiesé, ze jezeli ze zbioru nieskornczonego Z usuniemy ele-
menty tworzgce zbiér mniejszej mocy niz zbiér Z, to pozostaly zbiér
bedzie tej samej mocy co zbiér Z. Na przyklad, jezeli ze zbioru wszyst-
kich liczb rzeczywistych, ktéry jest mocy continuum, usuniemy zbiér
wszystkich liczb wymiernych, ktory — jak wiemy — jest przeliczalny,
to powstaly zbiér, czyli zbiér wszystkich liczb niewymiernych, bedzie
mocy continuum.

Nasuwa si¢ pytanie, czy istnieja zbiory nieskorniczone punktéw pro-
stej, ktore nie bylyby ani przeliczalne, ani mocy continuum. Przypuszcze-
nie, ze takich zbioréw nie ma, nosi nazwe hipotezy continuum (). Hipoteza
ta, wypowiedziana przez G. Cantora, nie zostata dotad dowiedziona, ani
tez obalona, ale K. Godel dowi6dl, ze wyprowadzajac z nicj wnioski,
nie dojdziemy nigdy do sprzecznosci, chyba, ze inne pewniki teorii mno-
gofci, ktére sg ogblnie przyjmowane, bylyby sprzeczne.

Ciekawe jest, ze hipoteza continuum jest réwnowazna nastgpujacemu
twierdzeniu, w ktérego sformulowaniu nie uzywamy pojecia nieskoriczo-
nosei:

(1) Hipotezie continuum posdwigcilem ksiazke w jezyku francuskim Hypothése du
continu, ktérej drugie wydanie (274 strony) ukazalo si¢ nakladem Chelsea Publishing
Company w 1956 roku w Nowym Jorku.
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Zbior wszystkich punkiow przestrzeni trdjwymiarowej daje sig rozbié
na trzy zbiory, z kidrych pierwszy jest skoriczony na kaidej rownoleglej do
ost 0X, drugi jest skoviczony ma kaidej réwnoleglej do osi OY, irzeci zas
jest skoviczony ma kazdej rownoleglej do osi OZ.

G. Cantor wypowiedzial tez ogélniejszg hipoteze niz hipoteza con-
tinuum. Ta wuogélniona hipoteza continuum jest réwnowazna mnaste-
pujacej:

Jezeli Z jest dowolnym zbiorem mnieskornczonym, T jest zbiorem wszyst-
kich rdinych czeSei zbioru Z, to mie ma zbioru, kidry bylby moecy wiekszej
niz sbior Z, a jednoczesnie mniejszej niz zbidr T.

Hipoteza continuum jest przypadkiem szezegblnym tej nogdlnionej
hipotezy, gdy jako zbiér Z weZmiemy zbiér wszystkich liczb naturalnych.

Jezeli mamy zbiér skoniczony o » >1 elementach, to mozemy jego
elementy w rézny sposéb porzadkowaé (na przyklad zbiér z trzech ele-
mentéw a, b, ¢ mozna uporzadkowaé na szesé réznych sposobéw: a, b, ¢;
a, ¢, b;b,a,c;b,¢, a;e¢,a,b;e, b, a)i przy kazdym uporzadkowaniu bedzie
istnial element pierwszy, nastepnie drugi, ogélnie k-ty (dla k <n) i wresz-
cie ostatni. Inaczej jest ze zbiorami nieskonczonymi. Na przyklad wy-
razy ciggu nieskonczonego

Uyy Ugy Ugy « -

oprécz uporzadkowania wedlug rosnacych wskaznikéw, przy ktérym
nie ma wyrazu ostatniego, mogg by¢ tez inaczej uporzadkowane, na przy-
kiad w ten sposéb, ze pierwszy wyraz ciagu u, przeniesiemy na ostatnie
miejsce:

Ugy Ugy Ugy o+ vy U,y

ogollnie, dla kazdego naturalnego n:

Unypry Unpoy Up gy coeg Upy Upy ooy Uy,

albo tez tak, Ze pozostawiajac wyrazy o wskaZnikach nieparzystych
uporzadkowane wedlug rosnacych wskainikéw, belziemy uwazali wy-
razy o wskaznikach parzystych za péZniejsze od nich wszystkich, po-
rzadkujge je znowun wedlug rosngcych wskaZnikéw parzystych:

Uyy Ugy Wgy ooy Ugy Ugy Ugy ot

Mozna tez uporzgdkowaé wyrazy ciagu nieskonczonego wedlug wskai-
nikéw malejgeych, ¢o daje uporzadkowanie

ceny Ugy Ugy Ugy Uy

Nie ma tu elementu pierwszego, ani drugiego itd., ale za to jest element
ostatni, przedostatni, trzeci od konca itd.
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Mozna tez na rdézne inne sposoby porzadkowaé wyrazy naszego
ciggu, na przyklad uwazajac z dwéch jego wyrazéw za wezesniejszy ten,
ktorego wskaznik ma mniej dzielnikoéw pierwszych, a w razie réwnoSei
lieczby tych dzielnikéw — ten, ktérego wskaZnik jest mniejszy.

Rozwazania te doprowadzaja do pojecia typéw porzadkowyech oraz
tak zwanych liczb porzadkowych.

Kto cheialby sie zapoznaé blizej z poruszonymi tu kwestiami, znaj-
dzie je w nastepujacych moich publikacjach:

Wstep do teoric mmogosei i topologii, wydanie II PZWS, Warszawa
1947, stron 136, oraz wydanie angielskie:

Introduction to the Theory of Sets and Topology, The Indian Press,
Allahabad, stron 154.

Legons sur les mombres transfinis, wyd. II, Paryz, Gauthier-Villa,rs,
1950, stron 240.

Cardinal and ordinal numbers, Warszawa, PWN, 1958, stron 487.
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