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O érednicach figur wypuklych plaskich

1. Przez figure wypuklq rozumiemy zbiér domkniety i ograniczony,
do ktérego nalezy wraz z kazdymi dwoma punktami odeinek laczacy
te punkty. Srednicq figury wypuklej nazywamy kazda prosta polowiaca
jej pole.

Zarankiewicz udowodnil(!), ze punkt jest $rodkiem symetrii figury
wypuklej plaskiej wtedy ¢ tylko wiedy, gdy jest jedynym punkiem, przez
ktdry przechodzq co majmmniej 3 roime Sredwice tej figury.

Dowé6d tego twierdzenia (u Zarankiewicza jest to twierdzenie 3)
opiera si¢ m.in. na nastepujacym lemacie (lemat 3): jeseli dwa punkty
A i B lezq na $rednicy PP’ zbioru wypuklego plaskiego i zardwno przez A,
jak przez B przechodzq $rednice réine od PP', to przez kaidy punkt wewnelrz-
ny odeinka AB przechodza 3 rdine $rednice.

Lemat ten jest dowiedziony w wymienionej pracy tylko dla przypad-
ku, kiedy Srodek $rednicy PP’ lezy poza odcinkiem 4 B. Jezeli za$ §rodek O
§rednicy PP’ lezy na odeinku AB, to przez kazdy punkt wewnetrzny tego
odeinka, rézny od O przechodzg co najmniej 3 rézne frednice, a przez
punkt O co najmniej 2 rézne Srednice. Dowdd
tego przypadku jest analogiczny do dowodu le-
matu 3 z pracy Zarankiewicza.

A oto przyklad dowodzacy, #e ten drugi
przypadek jest mozliwy. D

W tréjkacie réwnoboeznym CDE o boku 1
(rys. 1) niech PP’ bedzie §rednica réwnolegla do
CD. Niech €', E' i D' beda spodkami wysokosci
opuszezonych z wierzcholkéw C, D i E. Wysokos§é
EE’ polowi pole trojkata i przechodzi przez §ro- Rys. 1
dek 8 frednicy PP’. Woéwczas wszystkie proste
polowigce pole tréjkgta CDE (z wyjatkiem prostych EE' i PP’) przecinaja
wysoko§é EE’ w punktach wewnetrznych odeinka SE. Wobee symetrii

(*) O prostych polowigeych pola wypukle, Wiadomosei Matematyczne II, 1959,
8. 228-234.
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wzgledem prostej EE' przez punkt S przechodzg wiec tylko 2 Srednice:
EE’ i PP'. Niech dalej A i B beda punktami przecigcia Srednicy PP’
z wysoko§eiami CC' i DD'. Zaréwno przez A, jak przez B przechodzay
grednice rozne od PP’, mianowicie CC’ przez A i DI’ przez B. Spelnione
sg zatem zalozenia lematu 3 z pracy Zarankiewicza, ale nie jest spelniona
teza tego lematu.

Nie powoduje to jednak bledu w dowodzie jego twierdzenia 3 dla-
tego, ze — jak sig¢ okazuje — w tym dowodzie korzysta si¢ jedynie z ist-
nienia punktéw na odcinku A B, przez ktore przechodza po 3 $rednice.
Dzigki temu moge w dalszym ciggu opieraé¢ si¢ na twierdzeniu 3 Zaran-
kiewicza, jako prawdziwym. Lemat mé moge stosowaé w nastepujacym,
poprawnym juz brzmieniu:

(A) Jezeli dwa punkty A © B letq na Sredwicy PP’ zbioru wypuklego
plaskiego W i zaréwno przez A jak, przez B przechodzq s$rednice tego zbioru
rdéne od PP', to

a) w przypadku, kiedy srodek srednicy PP’ lezy poza odecinkiem AB,
przez kaidy punkt wewnetrzny tego odeinka przechodzaq co najmniej po
3 rdéne Srednice zbioru W,

b) w prezypadku, kiedy s$rodek sredmc Y PP’ lezy na odeinku AB, przez
ten §rodek przechodzq co najmniej 2 $rednice, a przez pozostate punkty we-
wnetrzne odeinka AB co najmmniej po 3 Srednice zbioru W.

2. Ta sama praca Zarankiewicza zawiera dowdd, ze jezeli W jest troj-
katem rdwnobocznym, to isinieje w nim taki trdjkat réwnoboczny T, e przez
kazdy punkt peT przechodzq 3 roime $rednice trdjkata W. Jednakze ten
dowdd jest bledny w sposéb istotny, poniewaz jest on oparty na lemacie 3
w calej rozeiaglosei tego lematu.

Mimo to twierdzenie jest prawdziwe. Udowodni¢ tu wigeej: miano-
wicie, ze taki trdjkat T istnieje w kaidej figurze wypuktej plaskiej W mnie
majqceej Srodka symetrii.

Niech Z bedzie zbiorem tych punktow, przez ktére przechodzy co
najmniej po 2 rézne §rednice figury W. Zbiér Z jest oczywiscie niepusty,
poniewaz w kazdym zbiorze punktéw o polu dodatnim i w kazdym kie-
runku istnieje érednica tego zbioru.

Bede sie opieral na nast@pumeych lelnata,oll, z ktorych pierwszy jest
oczywisty :

LeMAT I. Kazde dwie éredm'ce ﬁgwy wypuklcj W lezqeej na plaszezyinie
preecinajq sie.

Gdyby bowiem $rednica PP’ dzielila flgurg wypukly W na dwie czeSei
W, i W, o réwnych polach, a §rednica Q@' nie przecinala $rednicy PP,
to QQ' dzielitaby tylko jedng z figur W, i W,, a wigc nie moglaby pn-
lowié pola figury W. B
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LeMAT 11. Jezeld figura wypukla na plaszezyinie nie ma $rodka symetrii,
to jej zbior Z zawiera pewien trdjkqt.

Istotnie, z twierdzenia 3 Zarankiewicza latwo wynika, ze figura W
bez rodka symetrii musi zawieraé co najmniej 2 takie punkty P i Q, przez
ktore przechodzg ¢o najmniej po 2 Srednice. Niech to beda Srednice k
i p przechodzgee przez P oraz [ i ¢ — przez .

W przypadku, kiedy wszystkie §rednice k, I, p i ¢ sa rézne, obie
§rednice ! i ¢, przechodzace przez @, muszg przecina¢ na mocy lematu I
§rednice p. Oznaczmy te punkty przeciecia odpowiednio przez R i 8.
Pokaze, ze przez kazdy punkt wewnetrzny X tréjkata QRS przechodzy
¢o najmniej 2 frednice figury W.

Jest oczywiste, ze przez punkt X przechodzi jaka$ §rednica x tej
figury. Poniewaz prosta @ przecina obwdd tréjkata PQR w dwu punktach
A i B, lezgeych na réznych bokach tego tréjkata, ezyli na réznych §red-
nicach figury W, wige zaréwno przez A, jak przez B przechodza co najmniej
po 2 $rednice tej figury. Spelione sa zatem zalozenia lematu (A). Wige
przez kazdy punkt odecinka AB, w szezegélnoscei przez punkt X, prze-
chodzg co najmniej po 2 S$rednice.

Niech R bedzie punktem wspélnym srednic p i ¢ w przypadku, gdy
np. k = l. Analogicznie jak w poprzednim przypadku dowodzi sie, Ze
przez kazdy punkt wewnetrzny tréjkgta PQR przechodza co najmniej
2 drednice.

WNIOSEK. Jesli figura W wypukla i lezaca ma plaszczyénie nie ma
$rodka symetrii, to wnelrze jej zbioru Z jest niepuste.

Rozpatrzmy teraz dwie rdézne frednice PP’ i QQ' figury W wypuklej
i lezgcej na plaszezyznie, przecinajace si¢ w punkecie O (rys. 2). Punkty
P i Q dziela brzeg tej figury na dwa luki. Niech o
P@Q oznacza ten luk laczacy punkty P i@, na kto-
rym nie lezg punkty P’i@’. Podobnie, niech P'()’
oznacza ten luk lgezacy punkty P’ iQ’, na ktorym
nie lezg punkty P i Q.

LeMAT III. Przez kaidy punkt X figury wy-
puklej plaskiej W, lezacy wewnatrz kqia POQ, prze-
chodzi $rednica, kidrej kovice leiq odpowiednio na
tukach PQ i P'Q’. ¢

Niech punkt ¥ porusza si¢ w sposob ciaggly Rys. 2
po luiku PQ od P do Q. Gdy Y = P, to prosta
PXX, dzieli figure na 2 czgéei: PX,P'Q’ i PX,Q, dla ktorych stosunek
pél a(P) jest wigkszy od 1. Gdy za§ Y = @, to ten stosunek a(Q) jest
mniejszy od 1.

Wskutek cigglodei istnieje migdzy punktami P i @ na tuku PQ taki
punkt Y,, dla ktérego a(Y,) = 1.
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Drugi koniec §rednicy przechodzacej przez ¥, musi lezeé¢ na luku
P’Q', poniewaz w przeciwnym razie §rednica ta nie przecinalaby jednej
ze §rednic PP' i Q@’, wbrew lematowi I.

TWIERDZENIE 1. Przez kaidy punkt wewnetreny zbioru Z przechodzq co
najmniej 3 Srednice figury W.

Dowod. Wnetrze zbioru Z, jako zbioru punktéow, przez ktére prze-
chodzg co najmniej po 2 §rednice figury W, jest niepuste na mocy wniosku.
Niech wig¢ P bedzie dowolnym punktem wnetrza zbioru Z, a Q@' i RE'

dwiema grednicami przechodzgeymi
przez punkt P. Na kazdej z nich
po obu stronach punktu P, jako we-
wnetrznego, lezg punkty zbioru Z.
Oznaczmy takie punkty frednicy @Q’ Rys. 4

przez Qg i Qr (rys. 3). Zatem przez

punkt Qg przechodzi §rednica S8’ rézna od Q@' i podobnie przez punkt
Qr przechodzi §rednica T'T’, tez rézna od QQ'. Na mocy lematu I kazda
z tych §rednic przecina §rednice RR'; oznaczmy te punkty przecigcia
odpowiednio przez Rg i Ryp.

Jezeli teraz punkt P lezy miedzy Rg a R, to na mocy lematu IT1
na luku ST lezy taki punkt X, ze prosta XP polowi pole figury W. Jest
to wiec trzecia $rednica przechodzaca przez punkt P, rézna oczywiscie
od QQ' i RR'.

Jezeli za§ punkty Rs i Ry lezg po jednej stronie punktu P (rys. 4),
to poniewaz P jest punktem wewnetrznym zbioru Z, wige na odeinku
PR’ musi lezeé jaki$§ punkt R,, przez ktéry przechodzi jeszeze co najmniej
jedna $rednica YY' rozna od ER'.

Mozliwe s3 4 nastepujace polozenia frednicy YY':

1. Y lezy na tuku R’S, a ¥’ na luku RS’ (Y,Y] na rys. 4),

2. Y lezy na hiku 8@, a Y’ na luku 8'Q’ (Y,Y; na rys. 4),

3. Y lezy na luku QT, a Y’ na luku Q7" (¥,;Y; na rys. 4),

4. Y lezy na luku TR, a Y’ na luku 7'R’' (¥, Y, na rys. 4).
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Przypominamy, ze przez luk np. R’'S rozumiemy ten luk (czesé
brzegu), na ktérym nie lezy Zaden z punktéw R i S’

W kazdym z tych przypadkéw istnienie trzeciej srednicy przechodza-
cej przez punkt P wynika z lematu IIT dla katéw opartych odpowiednio
na lukach ¥,8, Y,8', ¥Y,Ti Y,;I'. W ten sposéb dowéd twierdzenia jest
zakonezony.

TWIERDZENIE 2. Niech W bedzie figurag wypuklq lezacq na plaszezyinie,
a K — krzywq zwykta zamknigiq o tej wlasnosei, ze przez kazidy jej punkt
przechodzq co mnajmniej 2 $rednice figury W. Wiedy przez kaidy punkt le-
Zacy wewnatrz krzywej K przechodzq co najmmniej 3 S$rednice figury W;

Dowdéd. Niech P lezy wewnatrz krzywej K. Prosta polowiaca pole
figury W i przechodzaca przez P przecina krzywg K co najmniej w dwu
takich punktach R, i R,, ze punkt P lezy miedzy nimi. Poniewaz przez
kazdy z punktow R, i R, przechodza co najmniej 2 §rednice figury W,
wiec z lematu (A) wynika, Ze przez P przechodza co najmniej 2 §rednice
tej figury. Na mocy twierdzenia 1 przechodzg wige przez punkt P co
najmniej 3 §rednice figury W.

3. Zarankiewicz postawil nastepujace pytanie: czy dla kaidej liczby
naturalnej n > 2 isinieje figura wypukla F zawierajoca punkt, przez kidry
przechodzi dokladnie n $rednic tej figury?

Dla n nieparzystych figurami takimi sa, jak zauwazyl Zarankie-
wicz, np. n-katy foremne. Punktem O o Zadanej wlasnogei jest frodek
takiego wielokata, a odpowiednimi §rednicami sg proste lagczace wierz-
cholki wielokgta ze §rodkami bo-
kéw przeciwleglych. Kazda z nich Panes g ==~~~
polowi oczywiscie pole wielokata
i tylko te proste przcchodzgce
przez punkt O polowig pole. B

Ot6z odpowicdZz na pytanie
Zarankiewicza jest twicrdzaca dla
wgzystkich n > 2.

Istotnie, nicch W bedzie wie-
lokatem foremnym o 4n bokach. Q, Q
Figure F otrzymamy przez doda- =
nie do wielokata W niektérych

“

(=T

odcinkéw kola opisancgo na nim. L __ Qens
Niech 0 bedzie §rodkiem wielo- K
kata W, a P,Q, jedng z prostych Rys. 5

laezgeych wierzeholki przeciwlegle,

Dla uproszczenia mozemy zaloiyé, ze jest ona pozioma. Wierzcholki le-
zgce nad prosty P,Q, oznaczamy kolejno przez P,,Ps,...,P,., a leiace
pod nig przez Qg Qsy..., Qs (rys.b). Tak wige wicrzcholek przeciw-
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legly do P; jest oznaczony przez . Do wielokata dodajemy 2n
odcinkéw kola opisanego opartych na cieciwach P,P,, P,P,,...
ooy Pon 1 Popy Q2Q3y Q4@sy -5 Qon—2@on_1y QonPr. Naprzeciw kazdej cie-
ciwy z dodanym odcinkiem kola lezy wige cieciwa bez dodanego odein-
ka kola. Pokaze¢, ze z prostych przechodzgcych przez punkt O proste
PiQy, P3Qsy ...y Poy 1@z, 1 tylko te proste dziela pole tak otrzymanej
figury F na polowy.

Po kazdej stronie prostej Pyy_,Qqx_, lezy n dodanych odeinkéw kola:
po jednej stronie odeinki oparte na cigeiwach Py Py, Por 1 Poyys, - ..
cvey Pon_1Pon; @2Qsy ooy Qo_sQor_1, C2yli (26—2)/24[2n—(2k—2)]/2 = n
odeinkéw, a po drugiej stronie pozostale » odcinkéw kola. Zatem kazda
prosta Py._;@sr_; polowi pole figury F. Zadna zaé prosta P,.Qg nie po-
towi pola tej figury, poniewaz po jednej stronie takiej prostej lezy o dwa
dodane odeinki wiecej niz po drugiej.

Wreszcie, kazda prosta przechodzaca przez O i nie przechodzgca
przez zaden z wyrdéznionych punktéw dzieli na dwie czesei jeden z doda-
nych odeinkéw kola i ponadto po jednej stronie takiej prostej lezy o jeden
dodany odcinek kola wiecej. Zatem prosta ta nie moze polowié pola

figury F.
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