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() iloczynach sinusów 1 cosinusÓ\\' 

W zbiorach zadań z algebry (por. [1], [2], [3]), a także w książce 
N o w osiołowa [ 4 ], wartości iloczynów skończonych sinusów i cosinusów 
otrzymuje się po uprzednim znalezieniu rozkładów wielomianów m,." -l, 
x2n ± 1, m2n+l ± 1 na czynniki pierwsze w ciele liczb rzeczywistych. W ten 
sposób można otrzy1nać wzory( 1 ) 

. 7t . .27t . {n-l)7t -n+I~I-
Slll -Slll- ... Slll = 2 Jln, 

2n 2n 2n 
(l) 

(2) 
• 1t • 37t . (2n-l)7t -n+l 

Slll-Slll-... Slll = 2 , 
2n 2n 2n 

(3) . 7t . 37t . (2n-l}7t -n+I/2 
SIU - Sln - ... Slll = 2 , 4n 4n 4n 

(4) . 7t . 27t . n1t -n~~---
Slll ---Slll--- ... Sin---= 2 Jl2n+l, 

2n+l 2n+l 2n+I 

. 7t . 37t . (2n-1)7t -n~ 1---Sln ---sm--- ... sin = 2 Jl2n+I, 
2n+ l 2n+ l 2n+l 

(5) 

(6) 
27t . 47t . 2n1t n~/--sin---Sln---... sin--- =2- Jl2n+l, 

2n+ l 2n+l 2n+l 

(7) . 7t . 27t . (n-l}7t -n+l s1n -sm-... sin = 2 n, 
n n n 

7t 27t n7t n cos---cos--- ... cos--- = 2-
2n+l 2n+l 2n+l ' 

(8) 

(9) 
1t 37t (2n-1)7t 

cos ---cos --- ... cos 
2n+I 2n+l 2n+1 

l( -l}(3n+l)/2 2-n przy n 
nieparzys tym, 

= l( -1)3nJ2 2-n przy n 
parzystym, 

(1) Tożsamości (5), (6), (9) nie występują w znanej mi literaturze. 



(10) 

(11) 

(12) 

(13) 
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!( -l)(n+l)/2 2-n przy n 
27t 47t . 2n7t nieparzystym, 

cos ---co s--- ... co s-- = 
2n +l 2n +l 2n +l (-l t 12 2-n przy n 

parzystym, 

1t 27t 2n7t n -2n cos--cos-- ... cos--- = (-1) 2 . 
2n +l 2n +l 2n +l 

Celem tego artykułu jest udowodnienie tożsa1ności 

n . 
nsin (k~J)1t = (-lt-k2-n+In, 
f=l 
i'f:k 

gdzie l ~ k ~ n, 
2n+l 

[1 (k-j)1t ( l)n+l-k 2-2n cos = - ' 2n+l i=l 

z których wynikają dla k = l tożsamości (7) i (11), i wykazanie że z (7) 
wynikają tożsamości (1)-(6), zaś z (11) tożsamości (8)-(10). 

t. Niech e1 , ••• , en oznaczają pierwiastki stopnia n ~ 2 z jedności. 
Niech k oznacza ustaloną liczbę naturalną nie większą niż n. Obliczymy 
wartość iloczynu 

n 

p= fl!ek-eil· 
i=l 
1#-k 

Wykonując mnożenia otrzymujemy 

Jak wiadomo ([3], str. 41), wielomiany symetryczne podstawowe n zmien-
nych są równe zeru dla pierwiastków stopnia n z jedności, z wyjątkiem 
e1 ••• en = ( -1t-1

• Mamy więc 

... , 

i stąd 

P = lek- 1+(-1)2ek- 1 +(-l)'ek-1 + ... +(-1)2(n-I)e~- 1 1 = lnek- 11 =n. 



O iloczynach sinusów i cosinusów 59 

Z drugiej strony, 

nn l ( 2k7t 2j7t ) ( 2k1t . 2j7t )l p = cos--;-- cos--;- +i sin-;;:-- srnn = 
i=l 
i=Fk 

nn 12 . (k- j)7t ( ·. (k+ j)7t +. (k+ j)7t)l = s1n -s1n ~cos---- = 
n n n 

i=l 
i=Fk 

= 2n-'[] l sin-(k-!)1t l· 
1=1 
i=Fk 

W ostatnim iloczynie po opuszczeniu znaku bezwzględnej wartości otrzy-
mamy k-1 czynników dodatnich, biorąc więc pod uwagę, że P =n, 
otrzymamy tożsamość (12). 

Podstawiając w (12) k = l otrzymujen1y tożsamość (7). Z (7) i wzoru 
. k1t . (2n- k)1t . redukcyjnego s1n- = s1n - wynika tożsamość {1), gdyż dla 

2n 2n 
k = 1, 2, ... ,n-l mamy stąd 

. 1t ~ 27t . (n - l) 1t Slll-Slll- ... Slll ---
2n 2n 2n 
. (n+l)7t . (n+2)7t . (2n-l)7t __ .. ; 2--=..-in+I 2n __ 2-n+l .. 1:. = Sln Sln ... Sln V f '" 

2n 2n 2n 

Tę równość można też otrzymać bezpośrednio z (12). Jeśli bowiem n= 2m 
oraz k = m, to z (12) mamy 

. (1n-l)1t . (m- 2)7t . 1t . -7t . -27t . -m7t Slll · Slll ... Sln-Sln-sm--... Sln-- = 
2m 2m 2m 2m 2m 2m 

= ( -l)m2-2m+l2m, 
skąd 

[ 
. 7t . 27t . (m-1)7t]a -2m+2 Sln-Sln- ... Sln = 2 m, 

2m 2m 2m 

więc także (1). Zamieniając w (7) n na 2n otrzymamy 

• 1t • 27t . (2n-1)7t 8111-Slll- ... Slll = 
2n 2n 2n 

. 1t . 37t . (2n-1)7t . 1t . 21r • (n-1)7t = Slll-Sln-... Slll Slll-Sll- ... Slll , 
2n 2n 2n n n n 
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skąd wobec (7) 

• 1t • 37t . (2n-l)7t Sln- Sin- ... Sin ---'---
2n 2n 2n 

czyli (2). Podstawiając w (l) n = 2,m, otrzymamy 

_ 2m+ l~/- . 7t . 27t . (2m -l) 7t 2 r2m = Sln-Slll- ... Slll = 
4m 4m 4m 

·• 1t • 37t . (2m-l)n . 1t • 27t . {m-1)7t = Slll-Sln- ... Slll Sin-sin- ... Sin---
4m 4m 4tn 2m 2m 2m 

. 7t . 3n . (2m-l)7t -m+I~I-
==== Sin - Sln - ... Sin 2 J' m, 

.4m 4m 4m 

skąd wynika ( 3 ). Wobec 

. kn . (2n+ 1-k) n Sin-·- = Sln -----
2n+l 2n+l 

tnamy 

. 7t . 37t . ( 2n - l) 7t . 2n . 4n . 2n7t Sln ---·Sin-- ... Sin---- = Slll --Sln ·---- ... Sin---
2n+l 2n+l 2n+l 2n+l 2n+l 2n+l' 

z ( 7) zaś wynika, że wspólną wartością tych iloczynów jest 

Otrzymaliśmy więc tożsamości (5) i (6). 
Z tego samego wzoru redukcyjnego dla k = l, 2, ... , n mamy 

równość (4), gdyż 

• 1t • 27t . nn . (n+ l) n . (n+ 2)7t . 2n7t Slll --Sin--· ... Sin-- = Sin Sin ... Sln --
2n+l 2n+l 2n+l 2n+l 2n+l 2n+l 

i na podstawie (7), wspólną wartością iloczynów jest 2-nv'2n+ i. Równość 
(4) można też otrzymać z (12) dla n= 2m+l, k = tn+l. 

2: Zachowując oznaczenia części l obliczymy wartość iloczynu 

Mamy 

n 

Q= n iek+eil, 
i=l 
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Tak więc Q = O przy n parzystym· i Q = 2. przy n nieparzys tym. Z drugiej 
strony, postępując podobnie jak przy o~li~zaniu P, otrzymamy 

2n+ł ' 1 
·•' 

2n+l n l (k- j)rt l Q = 2 co s 2n + 1 ~ 
i=ł 

W iloczynie ty1n, po opuszczeniu znaku wartości bezwzględnej, dodatnie 
są jedynie te czynniki, dla których wskaznik j spełnia warunek -n/2 < 
< (k-j)rt/(2n-tl) < rt/2, skąd k-n ~j ~ k-tn. 

Rozpatrujemy teraz dwa przypadki 
l 0 k ~n, wtedy ilość naturalnych j spełniających warunek 1 ~ 

~ j ~ k+n jest równa k+n, 
2° k > n, wtedy ilość naturalnych j spełniających warunek k- n ~ 

~j ~ 2n-tl jest równa 2n+l-(k-n)-tl = 3n-k+2, 
a więc liczba tych j, dla których odpowiednie czynniki w Q są ujemne 
jest w przypadku l 0 równa 2n + 1- (n+ k) = n+ 1- k, w przypadku 2° 
jest 2n+l-(3n-k-t2) = k-(n-tl). Tak więc znak iloczynu Q po 
opuszczeniu znaku wartości bezwzględnej jest identyczny ze znakiem 
liczby ( -l)n+I-k; tożsamość (13) została więc udowodniona. Z (13) dla 
k = l otrzymujemy tożsan1ość (l l). Ponieważ 

krt (2n+ 1- k)rt 
cos ---- = -cos- ----

2n+l 2n+l 
więc dla k = l , 2 , ... , n, otrzymujemy 

(,14) 
1t 27t n1t 

cos --cos -- ... cos -- = 
2n+l 2n+l 2n-tl 

n (n-tl)7t (n-t2)7t 2n1t 
= (-l) COS COS ••• C08 --·-

2n-tl 2n+l 2n+ l 
oraz dla k = l , 3 , ... , 2n- l 

1t 37t ( 2n -l) 1t 
cos --- co s -----: ... cos 

2n + 1 2n +l 2n +l (15) 

27t 47t 2n7t 
= ( -l)ncos --cos-- ... cos--. 

2n+l 2n+l 2n+l 

W lewej stronie (14) wszystkie czynniki są dodatnie, zaten1 z (11) wy-
nika, że ws11ólną wartością tych iloczynów jest liczba 2-n. Otrzyn1aliśmy 
więc równość (8). 'Vynika ona także z (13) dla k =n+ l. 

W prawej stronie (15) czynników dodatnich jest tyle, ile wskaźni­
ków lc, dla których 27cf(2n+ l) < ł, skąd k ~!n. Zaten1 czynników 
dodatnich jest łn przy n parzystyiu, zaś przy n nicparzystym liezba ich 
wynosi ł(n-1). vVynikają stąd równości (9) i (10). 



62 K. Szymiczek 
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