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K. Szymiczek (Katowice)

O iloczynach sinuséw i cosinusow

W zbiorach zadan z algebry (por. [1], [2], [3]), a takze w ksiazce
Nowosiolowa [4], wartosci iloczynéw skonczonych sinuséw i cosinusow
otrzymuje si¢ po uprzednim znalezienin rozkladéw wielomianéw a"—1,
£ +1, 2™+ L1 na ezynniki pierwsze w ciele liezb rzeczywistych. W ten
spos6b mozna otrzymaé wzory(?)
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(}) Tozsamolei (5), (6), (9) nie wystepuja w znanej mi literaturze.
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(=1)»+D2 2-n  provy u
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Celem tego artykulu jest udowodnienie tozsamosei
(12) ”gln E___‘?).E —— (—"‘l)n_k2_"+]ﬂ.,
n
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gdzie 1 <k <n,
2n41 (k_J)n
13 ”G ety ] ntl—k 2—291
(13) | 0 Sl {13 ’

z ktérych wynikajg dla k¥ = 1 tozsamosei (7) i (11), i wykazanie Ze z (7)
wynikaja tozsamosei (1)-(6), zas z (11) tozsamosei (8)-(10).

1. Niech e,, ..., ¢, oznaczaja pierwiastki stopnia n» > 2 z jednosci.
Niech %k oznacza ustalong liczbe naturalng nie wieksza niz n. Obliczymy
warto§é iloczynu
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Wykonujae mnozenia otrzymujemy
P=‘gk_1_(gl +o 6 +3f:+l +. +3u)3k_2+"- +{ _l)w-len-"ek-lek-;-l---eni-

Jak wiadomo ([3], str. 41), wielomiany symetryczne podstawowe n zmien-
nych s3 réwne zeru dla pierwiastkéw stopnia n z jednofci, z wyjgtkiem
€;...e, = (—1)*"'. Mamy wiee
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Z drugiej strony,

P[]
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W ostatnim iloczynie po opuszezeniu znaku bezwzglednej wartosei otrzy-
mamy k—1 czynnikéw dodatnich, biorac wige pod uwage, ze P = mn,
otrzymamy tozsamosé (12).
Podstawiajac w (12) k = 1 otrzymujemy tozsamosé (7). Z (7) i wzoru
k 2n—k)=
redukeyjnego sinEE = §in (—EE;):- wynika tozsamo§é (1), gdyz dla

k=1,2,...,n—1 mamy stad

T 27 . (m—1=n
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n 2n 2n
n+1 2 2n—1
= SIDS..i-__)_.T:Sin m-..ﬂiﬂ ( n )'ﬂ I/2-2!1+12 e 2-—!’3-{-1 V’n
2n 2n 2n

Te r6wnos$é mozna tez otrzymaé bezposrednio z (12). Je§li bowiem n = 2m
oraz k = m, to z (12) mamy

in (mﬁl)ﬂsin (mﬁg)ﬁ .8in z sin ﬁ“sm H%: ..8in o -
2m 2m 2m 2m om om
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[ omom T 2m !

wige takze (1). Zamieniajae w (7) » na 2n otrzymamy

T 27 . (2n—1)=
§in — sin — ., .8in ———————— =
2n 2n 2n
7 3 . 2n—1)rn . o ® . 2m L (n—1=
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skad wobec (7)

., ® ., 3m & 2n—1)n 27712
sSin — 81N — ... 81N =
2n 2n 2n 2-ntly

ezyli (2). Podstawiajac w (1) n = 2m, otrzymamy

— 2% 2m—1
9=m+1)/00n — gin — gin — ..sin-(——--———li

4m 4m

3= o @Cm—1)n | = 2n . {m
n

- E -
=gin—sin—...sin———
4m 4m 4m 2m 2

n 3= (2m—1)=n —
= gin — gin — ...gin ————— 2~™+lyy
.'n4msn4m in o ;

skad wynika (3). Wobec

kn . 2n+1—F)n

sin = gin
2n+1 2n+1
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T 3n C(2n—1)n - 4r

TN s I R T I PNl

z (7) za$ wynika, ze wsp6lng wartoéeig tych iloczynéw jest

V2" (2n+1) =2""Van+1.
Otrzymali$my wige tozsamosei (5) i (6).

Z tego samego wzoru redukeyjnego dla k =1,2,.

rownosé (4), gdyz

T ; 2n ; nw 41w . (n+2)m
. 81N = m

i - = )
Tl omri gl a1 M omtd

R, |
=92 ,

S

sin

sin

2nw
2n+41’
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2nm
2n +1

i na podstawie (7), wsp6lna wartodeig iloczynow jest 2"_"]/211—}- 1. R6wnosé

(4) mozna tez otrzymadé z (12) dla » = 2m+1, k = m+1.

2. Zachowujac oznaczenia czeSci 1 obliczymy wartogé iloezynu

Q= [I lex+ ¢4l

=1

Mamy

0 = [ (0o b G O s By ] s LB L—1)% Y,
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Tak wige @ = 0 przy »n parzystym i @ = 2 przy = nieparzystym. Z drugiej
strony, postepujac podobnie jak przy obliczaniu P, otrzymamy
5

2n+1

Q'= 2211-}-1 ' -'
1

jou

(k—j)=

co
S ont+1

»

W iloczynie tym, po opuszezeniu znaku wartosci bezwzglednej, dodatnie
sa jedynie te czynniki, dla ktérych wskaznik j spelnia warunek —=/2 <
< (k—j)m[(2n+1) < =/[2, skad k—n <j < k+n.

Rozpatrujemy teraz dwa przypadki

1° &k <n, wtedy ilo§é naturalnych j speliajageych warunek 1 <
<j <k+n jest r6wna k- n,

2° k >n, wtedy ilosé naturalnych j spelniajacych warunek k—n <
<j <2n+1 jest réwna 2n+1—(k—n)+1 =3n—k+42,
a wiec liezba tych j, dla ktérych odpowiednie czynniki w ¢ sa ujemne
jest w przypadku 1° réwna 2n+1—(n+ k) = n+1—%k, w przypadku 2°
jest 2n+1—(3n—k+2) = k—(n+1). Tak wiec znak iloczynu @ po
opuszezeniu znaku wartoei bezwzglednej jest identyezny ze znakiem
liczby (—1)"*'"*; tozsamo$é (13) zostala wieec udowodniona. Z (13) dla

=1 otrzymujemy tozsamogé (11). Poniewaz

kr 2n+1—k)n
€08 -———— = — (08
2n+1 2n+1
wige dla £ = 1,2, ..., n, otrzymujemy
(4)  cos ——cos 2m O
2n+1  2n4+1""" 241
n+4+1 2 2
= (—1)"cos Lides )ncos(n-l_ i O Pl
2n+1 2n+1 2n+1
oraz dla k =1,3,...,2n—1
7 3n (2n—1)=
15 / - —cus Y e =
I T T )
(—1)"cos i cos o co8 e
= ({ — ) (4] e .
2n 41 2n4+1 2n+1

W lewej stronie (14) wszystkie czynniki sa dodatnie, zatem z (11) wy-
nika, ze wspolna wartosciag tych iloczynéw jest liczba 27", OtrzymaliSmy
wige réwnoséé (8). Wynika ona takze z (13) dla k = n+1.

W prawej stronie (13) ezynnikéw dodatnich jest tyle, ile wskaZni-
kow k, dla ktoryeh 2k/(2n+1) < 3, skad k < 4n. Zatem czynnikow
dodatnich jest n przy n parzystym, za§ przy = nieparzystym liczba ich
wynosi 3(n—1). Wynikaja stad rownosei (9) i (10).
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