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O rozwigzaniach réwnania @3+y*+22—1#* = 1
w liczbach naturalnych

W. Sierpinski (p. [1], str. 25, pytanie P},) wspomina miedzy innymi
o nastepujacym nie rozwiazanym zagadnienin arytmetyki: ezy réwnanie

(1) @y — 13 = 1

ma nieskoriczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych z, v, 2, ¢t

Udowodnimy, Ze odpowiedZ na powyzsze pytanie jest twierdzaca.
W tym celu oprzemy si¢ na tozsamofei A. Gérardin’a (p. Dickson [2],
str. 564):

@) (Op*—pa+¢*)9+ (9p*+ g — g2+ (6pq)*— (9p*+ pa+¢*)° =
= (9p*—pg—¢*)°.
Podstawiajge do tozsamoSei (2) p = 2b, ¢ = a— b uzyskamy
(3) ' (a*—4ab+39b2)3+ (—a2+ 4ab+ 33D2)3+[12b(a— b)]*— (a2+ 35b%)° =
= (37b%— a?)3.
Réwnanie 37b%—a? = 1, czyli
(4) a*—37h* = —1

ma, jak wiadomo, nieskorczenie wiele rozwigzan w liczbach naturalnych

a, b. Wszystkie je mozna otrzymaé rozkladajac V37 na ulamek laticu-
chowy i biorae pod uwage tylko redukty o numerach parzystych.
Wykorzystujae (4), tozsamosé (3) mozna napisaé w postaci

(5) (20*+1)*+ (4be+1)*+ (12be)* — [2¢(a+b)+1F° =1,

gdzie ¢ = a—b. Niech (a,,b,) oznacza n-te rozwiazanie réwnania (4)
w liezbach naturalnych, za§

(6) (@ny Yny 2ny tn)
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odpowiednie rozwigzanie réwnania (1). Liezby a, i b, mozna otrzymad
Z WzZoréow
2a, = (6+V37)™ '+ (6—V37)"!,
2V37b, = (6-+V37)""~'— (6—V37)""".

Na moey (5) mamy ‘

Tp = 2(an—by)*+1,  Yu = dbp(an—by)+1,

%p = 12b,(a,—by), t, = 2(ar—b2)+1.

Ponadto, liczby ., Y, #n,?, 53 dodatnie, poniewaz z (4) wynika, ze
a, >b,. Zauwazmy jeszcze, ze miedzy liczbami z,, y,, #.,%, zachodza
nastepujace zaleznodci liniowe, ktére latwo otrzymaé z (7):

(7)

oy = 3(yn_1)1 by = mn"i_yﬂ_l'

Dla n =1, 2,3 otrzymujemy

n | 1 | 2 | 3

an 6 882 128766
by, 1 145 21169
xn | 51 1086339 23154228819
yn | 21 427461 9110883563
| 60 1282380 27332650686
tn | 71 1513799 32265112381
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