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Analiza i Bourbaki*

Tytul tego artykulu budzi zapewne nadzieje, a zarazem i obawe,
ze pokusze si¢ w nim o zanalizowanie my§li wielom6zgowego tworu zna-
nego pod nazwigkiem Bourbaki.

W istocie rzeezy cheg tu raczej méwié o caloksztalcie wspoélezesnej
analizy. Bourbaki jednak odgrywa w rozwoju matematyki tak .wielka
role, a koncepcje jego osiggnely tak znaezny stopien krystalizacji, ze
mozna, jak si¢ wydaje, zastanowiwszy sie glebiej nad jego dzietami, za-
ré6wno matematyeznymi, jak i filozoficznymi, uchwycié podstawowe
tendencje rozwojowe wspoélezesnej analizy matematycznej.

Analiza Bourbakiego, ktéra chcemy tu przeprowadzié, pozwoli nam
wyciagnaé w koncu tego artykulu pewne wnioski dotyezace nauczania
analizy odpowiadajacego potrzebom chwili.

Metoda aksjomatyczna

Historia matematyki wykazuje dobitnie, ze po okresie intensywnych
badan, rozszerzajacych istotnie zakres wiedzy matematycznej, naste-
puje zawsze okres syntezy, przynoszacy nowe metody ogélne i utwier-
dzajacy w posadach gmach matematyki. Na przyklad dokonana przez
Kartezjusza synteza uwieniczyla dlugi okres poszukiwan, prowadzonych,
wydawaloby sie, w rozmaitych kicrunkach, i usunela do muzeum osobli-
wosci caly szereg starannie wypracowanych metod badania poszczegél-
nych funkeji i krzywych.

W chwili obecnej liczba matematykéw jest tak wielka, ze obie te
tendencje mogg wspdlistnieé¢ jednoeczesnie. Dzielo jednak syntezy prze-
prowadzone w ciggu ostatnich pieédziesieciu lat, mozliwe gléwnie dzieki
stworzeniu teorii mnogosci i jezyka teoriommnogosciowego, szczegdlnie
zashiguje na uwage. Specjalnie konkretny wyraz znalazla owa synteza
w tworezosel Bourbakiego i na tym przykladzie chee tutaj przeprowadzié
jej badanie.

* Odeczyt wygloszony 26 czerwca 1961 roku na Seminarium Mi¢dzynarodowej
Komisji Nauczania Matematyki (C.I. E. M.) w Lozannie. Ogloszony w jezyku fran-
cuskim w L’Enseignement Mathematique, t. VIII, fasc. 1-2, str. 109-135.
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Dla Bourbakiego istnieje obecnie tylko jedna matematyka. Ewo-
lucja matematyki prowadzaca do owej unifikacji odbywa sie prazede
wszystkim dzigki zastosowaniu metody aksjomatycine;.

Uzywajge owej metody przy badaniu pewnej teorii, matematyk
,srozdziela glowne sprezyny rozumowan w tej teorii spotykanych, a na-
stepnie, rozwaz2jac kazda z nich z osobna, podnosi ja do rangi przyczyny
absolutnej i wyprowadza z nicj wszystkie mozliwe wnioski. PoézZniej,
wracajac do badanej teorii kombinuje ze sobg owe wydziclone weze$niej
czesei skladowe i bada ich wzajemne oddziatywanie na sicbie” (Bourbaki).

W cytowanych wyzej slowach odnajdujemy, w postaci znacznie kon-
kretnicjszej, jedna z podstawowych zasad Kartezjusza: dziclenie kazde)
trudno$ci na wiele prostych czeici skladowych.

Glowne sprezyny rozumowan prowadzg do wyodrebnienia struktur.

W zbiorze liczb rzeczywistych R sa okre§lone na przyklad rozmaite
struktury: struktura grupy, struktura ciala, przestrzeni wektorowej,
porzadku, struktura przestrzeni topologicznej itd.

Na odwrdt, ta sama struktura moze byé jedna z gléwnych sprezyn
wielu teorii. Strukture grupy odnajdziemy na przyklad badajac liczby
rzcozywiste, liczby catkowite modulo p, przesunigcia przestrzeni itp.

Aby z wnioskéw otrzymanych przy badaniu jakicj§ konkretnej
struktury mozna bylo korzysta¢ w rozmaitych teoriach matematycznych,
klasa zbioréw, w ktorych rozpatrujemy owg strukture, musi byé dosta-
teeznie szeroka. W szezeg6lno§ei, charakter elementéw zbiorn, w ktérym
rozwazamy strukture, nie moze odgrywaé zadnej roli; liczyé sie moga
jedynie zwigzki miedzy tymi elementami. Natura tych zwigzkéw znajduje
precyzyjny wyraz w aksjomatach okre§lajgcych rozwazang strukture.

Na przyklad struktura porzadku w dowolnym zbiorze K jest dwu-
czlonowg relacja miedzy elementami E, oznaczang symbolem <3 i spel-
niajaca nastepujace aksjomaty:

Dla wszelkich z, %, 2 nalezacych do £ mamy:

(1) z 23 x;
(2) (z3yiy=32)>(@=19);
(3) (z=3y iy=32)>(@@=32).

Znaczenie niektorych struktur jest szezegélnie wiclkie dzigki temu,
ze odnajduje si¢ je we wszystkich prawie teoriach matematycznych.
Sa to struktury-matki: struktura relacji rownowaznosei, struktura porzadku,
struktury algebraiczne, struktury topologiczne itd.

Struktury-matki roznig si¢ miedzy sobg bogactwem: np. struktura
skoniczonej grupy abelowej lub struktura ciala sg bogatsze od struktury
grupy dowolnej.

W budowie innych struktur, juz bardziej skomplikowanych, in-
terweniuje kilka struktur-matek zwigzanych warunkami zgodnofei —
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89 to struktury zlozone. Przykladem takiej struktury jest struktura grupy
topologicznej: grupa topologiczng nazywamy bowiem zbiér, w ktérym
okre§lona jest struktura grupy i struktura przestrzeni topologicznej, spel-
niajgee warunck zgodnofci polegajacy na tym, ze operacje (z,y)— 2y
i z— o' sa ciggle. '

Algebra topologiczna i topologia algebraiczna badaja struktury zilo-
Zone. Struktury stanowiace przedmiot badan geometrii rézniczkowej
i algebry rézniczkowcej sg jeszeze bogatsze.

Na samym szezycie matematyki pojawiajg sie wreszcie struktury
rozgatezione, zlozone z bardzo wiclkiej liczby struktur. Swictnym przy-
kladem takiej struktury jest teoria potencjalu. Mnogo$é struktur-matck
sktadajacych sie na teorie tego rodzaju jest przyczyna zainteresowania,
jakim darzg je matematycy pracujacy w najrozmaitszych dzicedzinach.
Whszelki postgp dokonany w badaniu struktur skladowych odbija sie na
rozwoju takich teorii. Na przyklad postepy w rozwoju teorii potencjalu
odpowiadaja nowym wynikom otrzymanym w takich teoriach, jak
teoria ca2lki Lebesgue’a, przestrzeni topologicznych, przestrzeni wekto-
rowo-topologicznych, tecoria miar Radona, lokalnie zwartych grup abe-
lowyceh, teoria dystrybuecji itd.

Takie wlagnie struktury sa przedmiotem badan analizy. Analize
mozemy wiec okre§lié jako zbiér wszystkich struktur rozgalezionych.
Poniewaz pojecie struktury rozgalezionej mnie jest dokladnie okre§lone,
wiee liezba teorii graniezacych z analiza jest bardzo wiclka. Decfinicja
nasza ustala jedynie hierarchie: teoria A nalezy do analizy w stopniu
wigkszym niz teoria B, jeéli struktury interweniujace w A sa bogatsze
od struktur interweniujacych w B.

Analiza stanowi przeto Swiat, ktorego zlozonoéé i bogactwo przy-
pomina bogactwo i zlozono§é zycia. Algebra natomiast jest $wiatem mi-
neralnym, ktérego urode stanowia czyste, krystaliczne formy. Analiza
zaludniona jest tworami o plynnych konturach, podobnymi do morskich
alg, gabek i hydr — to bujna dzungla, ktérg badaé mozna idac rozmaitymi
drogami i gdzie kazdy nadaje polaci, ktérag karczuje, pigtno swojej oso-
bowaoéci.

Charakterystyczne wlasno$ci metody aksjomatyeznej.

1. Ostatnie dziesigciolecia rozwoju matematyki i rozwoju prze-
mysht wykazuja cickawe analogie:

Stosowanie metody aksjomatyeznej przypomina wprowadzenie w zy-
cie systemu organizacji pracy opracowanego przez Taylora; struktury-
-matki odgrywaja role obrabiarck.

Motoda aksjomatyczna przynosi znaczng oszezedno$é mysli i ozna-
czeri. Wazne fakty, z ktorych — w réznej postaci — korzysta sie w wiclu
rozmaitych dziedzinach, sa udowodnione raz na zawsze w teorii aksjo-
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matycznej dostatecznie ogélnej, aby objaé nia wszystkie szczegélne
przypadki. Dowodzae ich wybiera si¢ terminologi¢ i oznaczenia w ten
sposéb, aby mozna bylo je zuzytkowaé we wszystkich przypadkach
szezegOlnych. Picrwszenstwo majg terminy sugestywne, wywolujace
liczne rezonanse, budzace intuicje.

Dbaloéé o wybér terminéw kojarzy sie z troskg o przejrzystosé re-
dakeji. Matematycy wspolezesni piszg stylem precyzyjnym i pozbawio-
nym zbednych ozddéb. Lubia oni obnazaé szkielet swych rozumowan,
dzielac je na definicje, lematy, twierdzenia, wnioski, uwagi i zaopatrujac
miejsca trudniejsze w znaki ostrzegaweze (Z!).

2. Pierwsze systemy aksjomatyczne byly systemami jednoznacenymi
(aksjomatyka Huklidesa i Hilberta geometrii elementarnej, aksjomatyka
Peano liczb naturalnych). Aksjomatyka struktur podstawowych jest
natomiast wieloznaczna, aksjomaty tych struktur moga byé speinione
w wielu, nie koniecznie izomorficznych mielzy sobg, zbiorach.

Ta wieloznaczno§é pozwala stosowaé owe struktury w rozmaitych
sytuacjach. Trudno jest nawet czasem zdecydowaé, czy pewne twier-
dzenie nalezy do algebry, geometrii czy analizy.

Przestrzenna geometria analityczna jost po prostu algebra liniowg
w przestrzeni wektorowej tréjwymiarowej, zaopatrzonej w iloczyn ska-
larny. Badanie form kwadratowych w tej przestrzeni jest natomiast
badaniem kwadryk.

Podobnie, badaé¢ przestrzen Hilberta — znaczy bez watpienia upra-
wiaé geometrie (sfery, katy prostopadle), znaczy to jednak réwniez
uprawia¢ analize i algebre. Dla H. Cartana, na przyklad, wymiatanie
w teorii potencjalu jest po prostu rzutowaniem ortogonalnym na pewien
wypukly stozek w przestrzeni Hilberta. Ogoélniej, teoria zbioréw wypuk-
lych nalezy do geometrii, ale przy badaniu przestrzeni Wektorowo-topo—
logicznych staje sie ona podstawowym narzedziem analityka.

Wieloznaczno$é podstawowych struktur jest wige ezynnikiem jedno-
czacym, pozwalajacym rozmaitym dziedzinom matematyki na wzajemne
przenikanie i wzbogacanie si¢. Zjawisko to nie jest wcale nowe. Wy-
starczy przypomnieé reprezentacje geometryczng liczb zespolonych,
synteze miglzy geometrig i algebrs, przeprowadzong przez Kartezjusza,
czy znaczenie geometrii w badaniach analityeznych Monge’a. Dzieki
jednak algebrze zbioréw i jej uniwersalnemu jozykowi zjawisko to stalo
5i@ znacznie bardziej powszechne. Zacytujmy kilka charakterystycznych
przykladéw: topologia Zariskiego w geometrii algebraicznej, interpre-
tacja i dowody topologiczne licznych twierdzen logiki, teoria snopéw,
stworzona dla potrzeb topologii algebraicznej (J. Leray) i odgrywajaca
coraz wiekszg role w algebrze i analizie.

3. Z owej wicloznaczno$ei wynika wreszeie, Ze nie bada sie juz po-
szezegldlnyeh tworéw, ale rodziny twotdéw pozostajacych w pewnym
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zwigzku. Tak wige nie tylko twierdzenia staja sie znacznie bardziej ogélne,
ale i poszczegdlne twory sg coraz lepiej znane, ich bowiem zwigzki z in-
nymi tworami pozwalaja dostrzec ich rézne aspekty.

Nowos$é nie polega zresztg tutaj na uzyciu ,kontekstu” — polega
ona na zdaniu sobie sprawy z tego zjawiska i z jego powszechnoéei. Od
dawna przeciez styczng do krzywej definiuje si¢ za pomocy rodziny siecz-
nych, wyjasnia wlasnosci funkeji analitycznych w dziedzinie rzeczywistej
za pomocy ich wlasnodci w dziedzinie zespolonej i od dawna korzysta sie
z wlasnosei ,,rodzin normalnych’ funkeji analitycznych.

Matematyka wspélezesna jest zatem ,,relacyjna”; stad wladnie wy-
nika jej wewnetrzny dynamizm, wyrazajacy si¢ nawet w slownictwie
(przeksztalcenia, injekecje, zZrédia) i znakowaniu (strzalki i diagramy).

Dla oznaczenia przeksztalcen, relacji i dzialan znaleziono wygodna
symbolike, jak np.

z— f(2); A+H; c~yY; x3yY; AXDB; nA,-; E|R.

W rekach matematyka badane twory ulegaja ciaglym przeksztal-
ceniom — jak surowy diament w rekach szlifierza, a kazde z tych prze-
ksztalcen pokazuje — niby nowa powierzchnie szlifowanego brylantu —
nieoczekiwany aspekt badanego tworu.

Ten ,relacyjny’ charakter matematyki jest zgodny ze znang za-
sada gloszaca, ze dla dokladnego poznania jakiego$ pojecia nalezy poznaé
jego zwigzki z pojeciami bliskimi oraz pojecia przeciwne. Jest on réwniez
zgodny z zasadg, ktéra zdaje sie patronowaé wszelkim wspélezesnym
badaniom naukowym, mianowicie z zasada gloszgca, Ze nie dociecramy
nigdy do ,,esencji’”’ rzeczy, mozemy mieé jedynie nadziej¢ na poznanie
zwigzkéw migdzy nimi. Do§wiadczenie fizyczne wyjawia jedynie nature
zwigzku miedzy wszech§wiatem i przyrzadem pomiarowym. Istota in-
stalacji telefonicznej nie lezy w naturze ani ksztalcie przewodnikéw, ale
w schemacie tej instalacji — podobnie dla matematyka dwa zbiory z pewna

strukturg sg identyczne, jesli sy ze wzgledu na te strukture izomor-
ficzne.

4. Wieloznaczno§é teorii zwigksza mozliwosé stosowania matematyki
w fizyce. Przestrzen Hilberta stuzy do interpretowania kwantowej teorii
pola, geometria riemannowska i teoria zewnetrznych form rézniczkowych
jest wlaSciwym jezykiem ogélnej teorii wzglednosei. Zreszta wspélezesna
fizyka teoretyczna sama rozbudowuje si¢ uzywajac metody aksjoma-
tycznej. Operujac ta metoda przyjmuje sig za podstawe systemu aksjo-
matycznego pewne znane fakty, §wietnie sobie zreszta zdajac sprawe, ze
wybrane aksjomaty odbijaja jedynie nicktére aspekty swiata fizycznego.
Dla uzyskanych w ramach tego systemu twierdzen szuka si¢ potwier-
dzenia na drodze eksperymentu.

h. Dobra aksjomatyka jest czesto jedynym sposobem wybrniecia
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z klopotéw metafizycznych. Liczby zespolone na przykiad stracily calg
swg tejemnice i swoj ,,urojony” charakter w dniu, w ktérym okazalo sig, ze
§3 one po prostu zbiorem £ XZ z dwiema jasno okre§lonymi operacjami.
Przyklad jeszeze blizszy: podstawy rachunku prawdopodobienistwa diugo
osnute byly mgla, a sama teoria miala woéwczas jeszcze trzy oérodki:
teorie gier, teorie bledow i teorie stochastyczng. Rachunek prawdopodo-
bicnistwa zyskal mocne podstawy i jednolito§é dzieki aksjomatyce Kol
mogorowa. Okazalo sie wowezas, ze jest on galezig teorii miary, galezig
szezegllnie zreszta zywotna, posiadajgca wlasny jezyk i swoiste metody.
Metody i wyniki teorii miary przyeczynily sie do jego szybkicgo rozwoju
i z kolei on sam mégl przyczynié sie do rozwoju analizy klasycznej. Swia-
dectwem niech beds odkryte w ciggu ostatnich lat §cisle zwigzki miedzy
teorig potencjatu i teorig proceséw Markowa.

Niebezpieczenstwa metody aksjomatycznej. Skoro systemy aksjo-
matyczne sa obrabiarkami matematyki, to sg one interesujace jedynie
wtedy, gdy ich wydajno§é jest odpowiednio duza. Systemy aksjomatyczne
mozna okre§laé stosunkowo latwo, na przyklad modyfikujae jaki§ znany
system. Liczba wigkszych 1 mniejszych prac otrzymanych ta metoda jest
niestety bardzo wielka. Stworzenie opisanych w nich teorii dostarcza
zwykle ich autorom wiele przyjemnoéci, co sklania ich do przypisywania
swym systemom duzego znaczenia. Teorie te maja jednak na ogél bardzo
niewiele zastosowan, a zdarzaja sie i takie, ktére nie majg zadnych.

Narzuca si¢ wige istotne pytanie: jakie systemy aksjomatyczne sg
uzyteczne? Zapewne nie istnicje zadne absolutne kryterium pozwalajace
rozstrzygaé o uzyteeznosei teorii, mozna jednakze zgodzié si¢ z tym, ze do
zabicia muchy nie trzeba koniecznie uzywaé kamienia brukowego. Ogdlna
teoria znajdzie dla siebie uzasadnienie, jes§li odkryje ona nieoczekiwane
i otwierajgce nowe mozliwodci zwiazki miedzy teoriami uwazanymi do-
tychezas za dalckie lub je§li przyniesie rozwigzanie jakicgo$ cickawego
zagadnienia. Nawet jedli teoria ogdélna ma bardzo wicle modeli, nie po-
cigga to za soba jej uzytecznosei; moze ona bowiem rzucaé na te modele
§wiatlo zbyt slabe.

Trudne zagadnienia. Czytelnik zobaczy dalej jak skrupulatnie wy-
sortowal Bourbaki teorie, ktérym przyznal prawo obywateclstwh w swoim
traktacie dydaktycznym. Warto jednak juz teraz pokazaé, co chroni
Bourbakicgo od mechanicznego rozwijania systemoéw aksjomatycznych.

André Weil moéwi, ze ,logika jest higieng matematyka, ale jego
chlebem powszednim, §rodkiem umozliwiajacym mu Zycie, sg trudne
zagadnienia”,

Powtarza to w zasadzie za Hilbertem, ktory twierdzil, ze ,,galgz
wiedzy jest zywa tylko dopéty, dopdki jest Zrédlem wiclkioj iloci za-
gadnien; brak tych zagadnien jest znakiem bliskiej §mierei”.
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Hilbert jest dla Bourbakicgo modelem, wigcej — prawie ojeem,
warto wige moze postuchaé, co syn mowi o ojeu. Bourbakisei podziwiajy
elegancje, prostote prac Hilberta, ktora zawdzigeza on swej umicjetnosei
»wydobycia ze skorupy dla nikogo niedostrzegalnych, fundamentalnych
faktow, ktore pozwalaja wytyczyé, na prézno dotychezas poszukiwana,
droge krolewska prowadzgca do rozwigzania”. Hilbert jest mistrzem
aksjomatyki — zaré6wno jednoznacznej (geometria elementarna), jak i wiclo-
znacznej — to on nauczyl matematykow mysleé aksjomatyeznie. ,,Nigdy
nie zdarzylo mu sie¢ popasé w blad, ktérego nie unikneli niektérzy z jego
uezniéw: nie stworzyl nigdy ogromnej teorii aksjomatycznej majacej
niewiclkie zastosowania, nie wuogdlnial dla samej przyjemnosci unogol-
nienia’” (Dicudonné). Pasjonowal go zawsze problem specjalny i kon-
kretny. W celu rozwiazania takich wlasnie problemoéw, stworzyl narzedzia,
ktorych znaczenie weigz ro$nie: opartg na poélciaglodei metode bezpodred-
nig rachunku wariacyjnogo (dla rozwigzania zagadnienia Dirichleta), defi-
nicje ,,przestrzeni Hilberta” (dla rozwigzywania réwnan catkowych) itd.

Problemy, ktére przedlozyt uwadze matematykéw na Kongresie
w 1900 roku, ciggle jeszeze stanowia przedmiot owoenych badan. Mnoza
sig w szczegdlnosci proby zaatakowania zagadnienia Riemanna, dotyeza-
cego zer funkeji ((s), choé prawdziwa istota tego zagadnienia wydaje
si¢ jeszcze nieznana.

Kilka przydatnych narzedzi

Matematyk wspolezesny badajae pewng strukture czesto musi po-
shugiwaé sie strukturami pomocniczymi; dla okre§lenia ich potrzebuje
przewodnika, ktéry moze mu zapewnié wybér wlasciwych definieji.
Rozpatrzymy tutaj kilka wyprébowanych chwytéw, ktore moga spetnid
role owego przewodnika.

Morfizmy; struktury poczatkowe i koncowe. Strukture w zbio-
rze K okreslamy na ogél kilkoma aksjomatami, ktére méwia co§ o wias-
nofciach elementéow E (odwolujge sig ewentualnie do pewnych zbioréw
pomocniczych). Postaé¢ owych aksjomatéw charakteryzuje tak zwany
gatunek struktury. Ograniczymy si¢ do podania kilku przykladow.

Aksjomaty grupy charakteryzuja gatunek struktury, grapy abelowe
stanowia podgatunck. Przyklady innych gatunkéw: przestrzenie wekto-
rowe rzeczywiste, przestrzenie topologiczne zwarte, rozmaitosei réznicz-
kowalne.

Jesli w zbiorach 4 i B wprowadzone sy struktury tego samego ga-
tunku, to bijekeja (tj. przeksztalcenic wzajemne jednoznaczne) f zbioru 4
na zbiér B nazywa si¢ tzomorfizmem, jesli, co daje sie¢ bez trudnosei spre-
cyzowaé w kezdym konkretnym przypadku, zamienia ona strukture
okre§long w A na strukture okre§long w B.
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Ogéblniej, morfizmem zbiorn A w zbiér B nazywamy przeksztal-
cenie A w B, posiadajace pewne wlasnosci zwigzane z rozwazanymi struk-
turami. Definicje morfizmu wybiera si¢ zazwyczaj tak, aby superpo-
zycja dwu morfizméw byla morfizmem i aby bijekeja f zbioru A w B —
w przypadku gdy f i f~! s3 morfizmami — byla izomorfizmem. Jedli
rozwazanym gatunkiem struktur sa przestrzenie topologiczne, to pewna
klare morfizméw stanowia przeksztalcenia ciggle. Inng klase, mniej
zresztqg przydatng, stanowia przeksztalcenia otwarte, tj. takie, przy
ktérych obrazami zbioréw otwartych sg zbiory otwarte.

Rozwazmy teraz pewien zbiér A, rodzine (B;) zbioréw zaopatrzo-
nych strukturami ustalonego gatunku oraz rodzing przeksztalcen (f;),
gdzie f; jest przeksztalceniem zbioru A w B;. Nasuwa si¢ pytanie, czy
mozna w zbiorze A okre§li¢ tak strukture rozwazanego gatunku, aby
wszystkie f; staly sie morfizmami. Przy pewnych, dajacych si¢ dokladniej
sprecyzowaé zalozeniach strukture taka mozna okresli¢; co wigcej, wsréd
wszystkich struktur w 4 posiadajagcych zadang wlasnosé istnieje jedna,
wyrozniona, ktéra nazywamy strukiurq poczatkowq Wyznaczong przez
(B:, f;)- W ten whiénie sposéb, gdy rozwazanym gatunkiem struktur sa
przestrzenie topologiczne, okresla si¢ przeciwobraz topologii, topologie
podprzestrzeni oraz iloczyn kartezjanski przestrzeni topologicznych.

Je§li rozwazane f; sg przeksztalceniami zbioréow B; w A, to wyrdz-
niona struktura w 4 — o ile istnieje — nosi nazwe strukiury kovncowej.
W ten sposéb definiuje si¢ na przyklad topologie w zbiorze A klas ab-
strakeji relacji rownowazno$ci I2 okre§lonej w przestrzeni topologicznej B.

Zbiory i przeksztalcenia uniwersalne. Oto opis sytuacji o jaks
chodzi. Rozwazmy dwa gatunki struktur, powiedzmy 8§ i 7' i zbiér A
zaopatrzony w strukture gatunku S. Niech dane beda dwie rodziny
przeksztalcen, rodzina przeksztatcen zbioru A w zbiory gatunku T (prze-
ksztalcenia te bedziemy nazywaé (8 —1')-przeksztalceniami) oraz rodzina
przcksztalcenn zbioréw gatunku 7' w zbiory gatunku T, ktére bedziemy
nazywaé T-przeksztalceniami. Zakladamy, Ze rozwazane rodziny sg
przechodnie, to jest, ze superpozycja (8—T')-przeksztalcenia i T-prze-
ksztalcenia jest (8 —T')-przeksztalceniem, a superpozycja dwu 7T-prze-
ksztalcenn — T-przeksztalceniem.

W sytuacji opisanej powyzej mozna pytaé, czy istnieje zbiér # ga-
tunku 7T i (S—T')-przeksztalcenie @ zbioru A w 4, takie ze kazde (S —1')-
-przeksztalcenie ¢ zbioru A w pewien zbiér B daje si¢ zapisaé w postaci
@ = fo @, gdzie f jest T-przeksztalceniem zbioru #Z w B.

OdpowiedZ na to pytanie jest pozytywna nawet przy bardzo ogél-
nych zalozeniach. Istnieje nawet nieskonczenie wiele nicizomorficznych
zbioréw # posiadajacych zadang wlasno§é. Dla osiggniecia jednoznacz-
noéei naklada si¢ na & i @ dodatkowy warunek. Zada si¢ mianowicie,
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aby kazde dwa T-przeksztalcenia zbioru # w dowolny zbiér B gatunku 7T,
ktore sa identyczne na obrazie @(A4) zbioru A, byly identyczne na ca-
Iym B. Otrzymany zbiér # nosi nazwe zbioru uniwersalnego stowarzyszo-
nego z A, a przekszbtalcenie @ nazwe preeksztalcenia uniwersalnego sto-
warzyszonego z A.

PRzZYKEADY. a). Grupa zwarta stowarzyszona z grupg topo-
logiczng. W tym przypadku A jest ustalona grupa topologiczna, 7T —
gatunkiem grup topologicznych zwartych, a (§—T')- oraz T-przeksztal-
cenia homomorfizmami ciggtymi. Zbiér # nazywa si¢ grupa zwarta
stowarzyszong z A.

Mozna wykazaé, ze zbiér funkeji prawie okresowych na A jest iden-
tyczny ze zbiorem funkeji postaci go @, gdzie g jest dowolng funkeja
ciagla na 4.

Z powyzszego przykladu widaé, ze zbiory uniwersalne mogg mieé
duze znaczenie dla analizy.

b) Iloczyn tensorowy dwu przestrzeni wektorowych.
W tym przypadku A jest iloczynem (kartezjanskim) dwu przestrzeni
wektorowyeh (rzeczywistych) K, i FE,, T jest gatunkiem przestrzeni
wektorowych rzeczywistych, (8 —T)-przeksztalceniami sa przeksztal-
cenia dwuliniowe okre§lone na F, X l,, a T-przeksztalceniami zwyczajne
przeksztatcenia liniowe. Przestrzenn wektorows uniwersalng # nazywa sie
iloczynem tensorowym przestrzeni F, i F,. Rozpatrywanie iloczynu ten- -
sorowego pozwala sprowadzié¢ badanie przeksztalceri dwuliniowych okre-
§lonych na F, X E, do badania przeksztalcen liniowych okre§lonych na %.

Zacytujmy jeszcze kilka przykladéw zbioréw uniwersalnych:

Struktury algebraiczne wolne, pierécienie i ciala ulamkéw, uzupel-
nienie przestrzeni jednostajnej, uzwarcenie Cocha-Stone’a, grupy topo-
logiczne wolne, rozmaito$é Albanése (w geometrii algebraicznej).

Kategorie i funktory. Teoria ,kategorii” jest najmlodszym z wiel-
kich narzedzi matematyki. Nic nie §wiadezy tak silnie o jednosci mate-
matyki jak wla§nie ona. Stanowi ona nowy krok naprzéd w dziedzine
abstrakeji. Istotnie, zajmuje si¢ ona nie relacjami migdzy elementami
jakiego§ ustalonego zbioru, ale relacjami miedzy przedmiotami usta-
lonej ,,kategorii”’, a nawet relacjami miedzy réznymi kategoriami. Fakt,
zo taka ogoélno$é nie pocigga za sobg trywialnodei ani nawet ubdstwa tej
teorii, nosi znamiona cudu. A jednak tak jest, teoria ta jcst w wiclu dzie-
dzinach nieodlaeznym przewodnikiom mlodej generacji matematykdow.

Ograniczymy sie tutaj jedynie do podania kilku definicji.

Najpierw kilka przykladow kategorii: kategoria grup, kategoria
przestrzeni wektorowych, przestrzeni topologicznych, zbioréw uporzad-
kowanych i ogdlniej — kategoria zbioréw opatrzonych struktura pewnego
gatunku z wyrozniong klasg morfizmow.
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Kategoria nie jest wige zbiorem; wygodnie jest wyobrazié¢ ja sobie
jako pewna klage przedmiotéw, rozumicjac przez klase cof szerszego
niz zbiér.

Nicch wiec € bedzie klasg przedmiotow. Zalézmy, ze kazdej parze
elementéw x,ye€ odpowiada zbidr oznaczony symbolem Hom(z,y),
ktorego clementy bedziemy nazywaé homomorfizmami lub morfizmami
¢ w y, a kezdej trojce elementow x, y,2¢¥ odpowiada przeksztalcenie
(f,9) > gof zbioru Hom(z,y)x Hom(y,2z) w zbiér Hom(z,z), zwane
zloteniem.

Powiemy, ze zbiér ¥, wraz z odpowiednimi homomorfizmami i pra-
wem ich skladania, jest kategorig, jesli spelnione sa nastepujace aksjo-
maty:

K, — Tacznoéé skladania homomorfizméw: ko (gof) = (hog)of.

K, — Dla kaidego x¢¥ w zbiorze Hom/(z, ) istnicje element e,,
zwany identycznosciq na x, taki ze dla dowolnego homomorfizmu f mamy
e,of = f oraz fo e, = f (jesli te wyrazenia majg sens).

Izomorfizmem x w y (gdzie # i y naleza do kategorii %) nazywamy
kazde e Hom (z, y), dla ktorego istnieje ve Hom (y, «) takie, ze no v = e,
oraz 10 U = €.

Funlktory ustalaja relacje miedzy roznymi kategoriami. Niech €
i € teda dwiema kategoriami. Zalézmy, ze okreSlona jest regula F,
ktora kezdemu xe€ przyporzadkowuje pewne z'e%é’ — Ledziemy je
oznaczaé symbolem F(z) — a kazdej parze clementéow x, ye% i dowol-
nemu %ueHom(z,y) pewien homomorfizm «'<¢Hom(az',y’), ktory be-
dziemy oznaczaé¢ symbolem F(u).

Regule F nazywamy funktorem gdy:

1) Jesli w jest identycznoScia, to F(u) jest réwnicz identycznoscia;

2) Dla wszelkich u, v takich, ze zlozenie u o v jest okre§lone mamy:

F(uov) = F(u)o F(v). .
Opierajac sie na tych dwu podstawowych pojeciach - kategorii
i funktora — mozna okre§li¢ caly ,,algebre”, ktérej bogactwo wazrasta

w miare specjalizacji kategorii. Pokazemy, na prostym przykladzie, w jaki
8pos6b mozna uzywaé teorii kategorii za przewodnika. W oparciu o ba-
danie rozmaitych klasycznych kategorii ,konkretnych”, w ktérych ist-
nicje pojecie iloczynu kartezjanskicgo (zbiory uporzagdkowane, grupy,
przestrzenie topologiczne) wyprowadza si¢ schemat definicji iloczynu
kartezjanskicgo dajacy sie¢ opisa¢ w kategoriach ogélnych i okrefla sig
pojecic kategorii z iloczynem kartezjanskim. Odtad, spotykajac nowg
kategorie konkretna, w ktorej iloczyn kartezjanski jeszcze nie jest okre-
§lony, mozna sprawdzaé, w oparciu o ogélny schemat, czy iloczyn daje sie
w niej okredlié — definicja iloczynu jest juz gotowa.

Reasumujge: Opisali§émy kilka narzedzi o charakterze bardzo ogol-
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nym (pomineli§my zresztg bardzo wiele, zeby wspomnieé tylko o ciggach
dokladnych i diagramach, z ktérych korzysta si¢ stale w algebrze i topo-
logii algebraicznej). Stosowanie tych narzedzi lgczy sie §cisle z uzyciem
pewnej, bardzo precyzyjnej symboliki, ktérej zakres zastosowan stale
si¢ rozszerza. Powstaje w ten sposéb nowy jezyk, niedostepny dla pro-
fanow, jasny i sugestywny dla wtajemniczonych.

Jest rzeczg oczywista, ze narzedzia o ktorych mowa nie sg czyms§
w rodzaju kamienia filozoficznego. Nic potrafia one zastapié sit twoérczych
i warte sg tylko tyle, ile wart jost rzemicélnik.

Metody odkrywania nowych faktéow zwiazane z aksjomatyka

Najwspanialsza metoda i najdoskonalsze narzedzia nie potrafia
zastgpié zdolnosei tworezej, potrafia one jednak znacznie zwigkszyé wy-
dajno§¢é tworezosci. Po wyliczeniu kilku przydatnych narzedzi uzywa-
nych przy badaniu teorii aksjomatycznych poddamy analizic kilka metod
odkrywania nowych faktéow. Metody te mogg mie¢ znaczenie jedynie przy
badaniu wicloznacznych teorii aksjomatycznych., Choé prawdag jost, Ze
kazdy powazny badacz odkrywa te metody na nowo, to wyliczenie ich
tutaj moze nie jest jednak calkiem pozbawione znaczenia.

1. Metoda oslabiania aksjomatéw. Pewicn analityk wierzy w praw-
dziwosé zdania F dotyczacego struktury rozgalezionej 8, okre§lonej przez
znaczng liczbe aksjomatow. Zdanie F zachowuje sens w pewnym systemie
aksjomatycznym S’, zlozonym z mnicjszej liczby aksjomatoéw, co weale
zresztg nie znaczy, ze E jest w 8§’ prawdziwe. Analityk nasz moze sie
postuzyé metods polegajaca na oslabianiu badanego systemu aksjomatycz-
nego 8 do systemu §’. Sprobuje on mianowicie udowodnié E w systemic 8.
Mnicjsza liczba aksjomatow w S8’ moze mu nawet ulatwié znalezicnie do-
wodu. Jesli jego starania uwieniczy sukees, to albo udowodni on E w sy-
stemie S’, a wige i w 8, albo znajdzic w S’ ,,kontrprzyklad” € na zdanic E,
tj. pokaze, ze F nie jest prawdziwe w 8’. Staranne badanie € pozwoli mu
byé moze na sformulowanie wlasnosei P, ktora dolaczona do aksjomatéow
systemu 8’ gwarantowalaby prawdziwo§é K. Wraca on wowezas do sy-
stemu 8§ i stara si¢ w nim udowodnié P; jesli mu si¢ to uda, ma gotowy
dowdd zdania E.

2. Metoda wzmacniania aksjomatéw. Poprzednia metoda pole-
gata na chwilowym usunigeiun pownej liczby aksjomatéw systemu 8.
Druga metoda badawcza, o ktorej chcemy tu wspomnieé, polega na do-
daniu nowych aksjomatéw, tj. na badaniu przypadkéw szezegdlnych.

Dodatkowe aksjomaty pozwalaja na uzycie frodkéw, ktérymi nie
rozporzadzali§my w systemie §. Przy ich pomocy mozna otrzymaé zu-
pelnie nieoczekiwane dowody, mogs one réwniez nasungé ciekawe hipo-
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tezy. Na zakonczenie rozwazai nalezy wrécié do 8 i sprébowaé zmody-
fikowaé w odpowiedni sposéb uzyskane wyniki.

Dobrze znanym szczegdélnym przypadkiem tej metody jest badanie
modeli dyskretnych i skonezonych. Teoria proceséw Markowa, stanowigca
cze$é rachunku prawdopodobienstwa, zawdzigeza na przyklad bardzo
wiele badaniom proceséw na zbiorach dyskretnych i skonczonych. Po-
dobnie w teorii potencjatu: przeprowadzajac badanie jader na zbiorach
skonczonych, odkrywamy zjawiska, ktérych istnienia nie mogliby$my
nawet podejrzewaé znajac jedynie przypadek ogdélny.

3. Badanie struktur sasiednich. Czesto zdarza sie, ze nie udaje sie
nam udowodnié¢ w strukturze rozgaltezionej § zdania F, o ktérym wiemy,
ze jest prawdziwe w strukturze S8’, réznigcej sie niewiele od S. Nalezy
zbadaé wowezas dokladnie dowéd E w S§'. Wiekszo§é stanowiacych go
lematéow zachowa w 8 swa warto$é. Trzeba zbadaé pozostale, sformulowaé
je nieco inaczej, postaraé si¢ otrzymaé z nich zdania prawdziwe w 8.

Obecnie na przyklad, poniewaz nie potrafimy jeszcze udowodnié
hipotezy Riemanna, badamy zagadnienia pokrewne dotyczace ciat skon-
czonych., Mamy nadzieje badZ to przenie§é cze$é uzyskanych wynikéow
ne- przypadek- klasyezny, badZ nawet zamknaé przypadek klasyezny ze
wszystkimi przypadkami szezegélnymi w ramach jednego zagadnienia
arytmetyczno-algebraicznego. Byé moze nawet takie ogélne zagadnienie
okaze si@ latwiejsze do rozwigzania. Historia matematyki zna bowiem
wicle przykladéw na to, ze nadanie zagadnieniu wladciwej ogdlnosei
laczy sie z wyzwoleniem pewnej jego gietkoei i odkrywa czesto nowe
drogi dowodowe.

Nalezy jednak strzec sie przed do§é popularnym bledem polegajacym
na tym, ze gdy nie potrafi sie rozwiazaé pewnego trudnego zagadnienia,
to rozwigzuje sie latwe zagadnienia sasiednie i rozwigzanie ich liczy sie
sobie za postep w badaniu zagadnienia zasadniczego. Prace tego typu
83 $wietng metoda przygotowania si¢ do rozwiazania zagadnienia, ale
na ogoél nie nalezy zmuszaé bliZnich do ich ezytania.

4. Tworzenie struktur odpowiadajacych danym wymaganiom.
Przemyst potrafi skonstruowaé teraz na zgdanie obrabiarki wykonujace
najrozmaitsze skomplikowane prace. Bliscy jesteSmy dnia, gdy chemia
potrafi zsyntetyzowaé wlékna odpowiadajace najbardziej wyspecjalizo-
wanym potrzebom odbiorey. Podobnie w matematyce — teoria kategorii
pozwala obecnie konstruowaé struktury odpowiadajace dokladnie wy-
mogom rozwazanego zagadnienia. Nastawienie umyslhi wspoélezesnego
mlodego matematyka nie przypomina w niczym nastawienia konstruk-
tora zwalczajacego op6r materiatu. Matematyk nie buduje juz potrzebnych
mu skomplikowanych tworéw metoda kolejnych przyblizen, wychodzge
z czedci, ktérymi rozporzadza. Tworom tym narzuca tylko pewne wzajemne
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zwigzki (nie prowadzace do sprzecznogci) i robi z nich kategorie. Kate-
gori¢ t@ moze juz badaé za pomocy calego aparatu, ktérym rozporzadza.
Realizacja obiektéw tej kategorii przez konkretne zbiory zaopatrzone
w strukture pewnego typu jest jednym 2z ostatnich etapéw jego poszu-
kiwan.

Kilka wlasnoéci charakterystycznych badan Bourbakiegoe w zakresie analizy

ZrobiliSmy krotki przeglagd narzedzi i metod rozumowania. Zobacz-
my obecnie ich dzialanie na przykladzie badan — zbiorowych lub indy-
widualnyech — prowadzonych przez Bourbakistéw.

1. Aksjomatyka i wieloznaczno$é. Zgodnie ze swymi zasadami
Bourbaki wykazuje sklonno§é do struktur wieloznacznych., Bardzo lubi
on sformulowania ogélne: ,Je§li nie trzeba za to zbyt drogo placié,
warto budowaé teorie w sposéb jak najbardziej ogélny”. Wynika stad
oczywiscie duza oszezedno§é myslenia, a czasami i konieczno§é zmuszenia
czytelnika do bardziej abstrakcyjnego myélenia.

Nie tylko wiec rozwaza si¢ przestrzenie wektorowe nad dowolnym
cialem, ale wszedzie, gdzie tylko mozna, zastepuje sie¢ je modulami nad
pier§cieniem z jednoscig (co pocigga za sobg oczywifcie potrzebe przyjecia
odpowiednich dla przypadku ogdélnego definicji, a wiec na przyklad de-
finicji iloczynu tensorowego). Podobnie, réwnan rézniczkowych postaci
o = f(x, t) nie bada si¢ w przypadku skonezenie wymiarowym, ale w og6l-
nych przestrzeniach liniowych. O funkeji f(z, ) zaklada sie jedynie, ze
jest lipschitzowska ze wzgledu na =z, ze wzgledu za§ na ¢ jest granicag
jednostajnie zbieznego eciggu funkeji schodkowych (tj. przedzialami
stalych).

2. Bourbaki jest przede wszystkim algebraikiem. Ci, ktérzy
powolali go do zycia, odkrywali algebre u wielkich algebraikéw niemiec-
kich, w czasach gdy we Francji nic jeszeze nie wiedziano o algebrze nowo-
czesnej. Ich prace z zakresu analizy sg przesycone algebra i symbolika
algebraiczng. Jest to oczywifcie nie tylko algebra zbioréw, ale i teoria
grup, algebra liniowa i wicloliniowa, dwoisto§é. Smakuja oni w przeksztal-
ceniach, we wlasno§ciach dajacych sie wyrazié w postaci zwigzkéw alge-
braicznych.

Jesli jaka§ teoria nalezagca z dawien dawna do analizy daje sie zal-
gebraizowad, calkowicie lub tylko cze$ciowo, zaden Bourbakista nie oprze
sig pokusie zalgebraizowania jej.

Kiedy§ analiza polegala w zasadzie na badaniu funkeji okre§lonych
na R lub R" i tamze przyjmujgcych wartosei, oraz na badaniu operacji
pochodnej i calki. Dzi§ dla Bourbakisty R jest przede wszystkim cizlem
przemiennym o charakterystyce zero i to mu na ogétl wystarcza. Jesli
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naprawde potrzebuje R, to wie doskonale, ze bedzie korzystal tylko
z lokalnej zwartosei i z wlasnoéei porzadku.

W rekach C. Chevalleya tecoria grup i algebr Licgo pozbywa sie swego
pierwotnego charakteru. Analiza odgrywa w nicj bardzo ograniczong
role: sthuzy do dowodu istnicnia tworu o takich to a takich wlasno$ciach
lub do zdefiniowania pewnych operacji. Roézniczkowanie na przyklad
ze swych wlasnosci zachowuje jedynie te, ze jest przeksztalceniem linio-
wym pewnej algebry w siebie, speliajacym warunek D(zy) = «D(y)+
+D(x)y.

Podobnie H. Cartan oczyszcza teorie funkeji wielu zmiennych ze-
spolonych. Calkowanie pozostaje wprawdzie nadal podstawowym na-
rzedziem tej teorii, jego wlasnosciom jednak — po gruntownym ich zba-
daniu — mozna, jak sie okazuje, nadaé charakter algcbraiczny i pdiniej
odwolywaé sie jedynie do owych algebraicznych wlasnosei calkowania.
W swej ksigzce ,,Elementarna teoria funkeji analitycznych jednej i wiclu
zmiennych zespolonych” staje raczej na stanowisku Weierstrassa niz
Cauchy’ego — w pierwszym rozdziale bada algebraiczne wlasnosei sze-
regdw formalnych (reguly ich mnozenia, odwracania, rézniczkowania)
i z wlasnosci tych stara sie wyciggnaé maksimum informacji majacych
znaczenie dla rozwazanej teorii. Przy przedstawieniu teorii potencjalu
korzysta przede wszystkim z pojeé algebraicznych: wzér na splot jader,
interpretacja wymiatania jako rzutu ortogonalnego w pewnej przestrzeni
Hilberta.

3. Stale odnawianie traktatu. Traktat Bourbakicgo nie jest by-
najmnicj bilansem przeszlosci; to dzielo mlodych, zywa konstrukeja
podlegajaca nieustannej ewolucji, konstrukeja dazaca w przyszlo§é.
Bourbaki weiela do swego traktatu najnowsze nawet osiagniecia, jeéli
tylko dowioda one swej wartogei. Rozwijajac kazda strukture przeglada,
szukajage powigzan, wszystkie najwazniejsze galezie matematyki (znaj-
dujage nicjednokrotnie niezwykle soczyste owoce o mniespodzicwanym
smaku). Dawniej wydane zeszyty traktatu poddawane sg przerébkom;
w nowym ujeciu korzysta sie — w mnicj lub bardziej jawnej postaci —
z jezyka i wynikow teorii katogorii. W nowym wydaniu topologii przy-
wrécono na przyklad prawo obywatelstwa przestrzeniom nichausdorffow-
gkim, okazalo si¢ bowiem, ze odgrywaja one nicpo§lednig role w wiclu
dziedzinach matematyki, np. w geometrii algebraicznej. Poprawiony
wyklad rownan czastkowych liniowyeh ma byé przedstawiony w jezyku
dystrybucji; bedzie si¢ w nim szeroko korzystaé z pojecia splotu, z trans-
formacji Fouriera i Laplace’a itp.

Trzeba tu jednak przyznaé, ze Bourbaki — mimo niemalej liczby
mo6zgéw — cierpi na pewne irracjonalne fobie. Swiadcezy o tym na przyklad
jego podejscie do teorii-miary, niewatpliwie interesnjace, lecz zbyt sztywne
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w swym ograniczeniu si¢ do przestrzeni lokalnie zwartych i topologii
Tichonowa (tj. topologii zbiezno§eci punktowej). Przez oddanie pojecia
miary abstrakeyjnej do muzeum osobliwosei zamknat on swym ueczniom
drzwi do rachunku prawdopodobieristwa, ktéry, choé nie wypracowat
sobie jeszcze najlepszych narzedzi, okazuje ciagle wielka Zywotnogé.

4. Wyboér definicji. Wyszukiwanie wlasciwych definicji stanowi
zasadnicza cze$é pracy bourbakistéw. Dzielu Bourbakiego zarzuca sie
niekiedy zbytni formalizm i przerost metody dedukcyjnej. Powiada
sig, ze podaje on jedynie aksjomaty i wyeciagga z nich wnioski, nie
troszczac sig wcale o uzasadnienie doboru aksjomatéw i twierdzen.
Robi on tak po prostu dlatego, ze historia owych rozlicznych wyboréw
bylaby zbyt dluga. Ktokolwiek prébowal zaksjomatyzowaé jaka$ teorie,
w chwili podjecia owej proby dosé jeszcze metna, wie §wietnie, ze wladciwe
aksjomaty odnajduje si¢ dopiero po wielu nieudanych prébach. Wie on
réwniez $wietnie, ze lepiej nie opisywaé pdzniej swych nieudanych prob,
owej mnogosci pokrewnych aksjomatyk, bo umyst ezytelnika podzielony
pomiegdzy nie wszystkie, traci jedynie sw6j dynamizm i napiecie.

Prawdziwym uzasadnieniem wladciwej aksjomatyki jest jej po-
wodzenie.

Przyjrzyjmy si¢, w jaki sposéb Bourbaki wybiera definicje. Analiza
klasyczna wychodzila zawsze z definicji ,,naturalnych” — umotywowa-
nych danym kontekstem historycznym. Z owych definicji wyprowadzono
kluczowe twierdzenia, pdzniej kontynuowano rozwijanie teorii, zacho-
wujac oczywiscie poczatkowe definicje.

U Bourbakiego odkryecie kluczowego twierdzenia pociaga za soba
zmiane definicji. Méwige obrazowo (choé niedci§le), przyjmuje on owe klu-
czowe twierdzenia za dofinicje. Na tym wlasnie polega jedna z podsta-
wowych cech ,,bourbakizacji” teorii.

Mowige Scislej, jesli z pewnego twierdzenia wynika, Ze obiekty klasy
E, okre§lonej za pomoca definicji D, posiadaja wlasno§é wyrazong zda-
niem P i jesli latwiej jest poshugiwaé si¢ zdaniem P lub zdanie to ma sens
w dziedzinie szerszej niz D, to Bourbaki podstawia P w miejsce D. Otrzy-
muje on w ten sposob albo rownowazng, ale wygodniejsza definicje klasy E,
albo rozszerza zakres obiecktéw opisywanych przez rozwazana teorie
do klasy E' zawierajacej E.

Oto kilka przykladéw tej owocnej metody:

a) Miary Radona. Z pewnego twierdzenia F. Riesza wynika, ze
na prostej R pojecie calki Sticltjesa (ze wzgledu na pewng funkeje o wa-
haniu lokalnie skonczonym) jest identyczne z pojeciem funkecjonahlu
liniowego i ciaglego na przestrzeni & (R) cigglych funkeji rzeczywistych
znikajgeych poza pewnym zbiorem zwartym.

Druga z tych definicji ma znaczna przewage nad pierwsza. Daje sie

Roczniki PTM — Wiadomo$ei Matematyczne VIIL | ]
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ona natychmiast uogélnié i to nie tylko na R", ale na wszelkie przestrzenie
lokalnie zwarte; jost bardzo wygodna przy badaniu operacji na miarach
(iloczyn miar, obraz miary itp.), nie méwiac juz o tym, ze §wietnie nadaje
gig do definicji topologii Tichonowa w przestrzeni miar, jak pokazuje
doswiadczenie najbardziej wygodnej z topologii.

Tymi wzgledami podyktowany jest wybor definicji miary Radona.
Historia wykazala, ze wybor ten byl szezesliwy nie tylko dla teorii catki.
Szybko zorientowano si¢ w zaletach podobnego postepowania. Miara
Radona byla po prostu ciaglay formg liniows na pewnej przestrzeni wek-
torowo-topologicznej. Wystarczylo nczynié jeden krok, aby rozporzadzaé
natychmiast plodna metods definiowania nowych obiektéw. Niech V
bedzie dowolng przestrzenia wektorowo-topologiczng; zbiér eciaglych
form liniowych okre§lonych na V stanowi nowa przestrzen wektorowa V',
dwoistag do ¥V — elementy tej przestrzeni stanowia nows, interesujaca
klase obiektéw. Teoria dwoistoSci, obecnie dostatecznie rozwinieta, po-
zwala okre§laé w V'’ rozmaite topologie, ktére ulatwiaja badanie prze-
strzeni V'. Przestrzeri V' mozna przyporzadkowaé dowolnej przestrzeni
V — jakie bogactwo mozliwosei otrzymuje sig w ten sposéb! Zauwazymy
tylko, ze prady de Rhama, dystrybucje L. Schwartza i uogdlnione po-
wierzchnie L. C. Younga podpadaja pod ten ogélny schemat.

b) Miary niezmiennicze na grupie. Calke (Lebesgue’a) na
prostej B mozna okre§lié wychodzac z pojecia calki dla funkeji cigglych
o nognikach zwartych, za pomoca powszechnie znanego procesu przediu-
zania. Calka na 4 (R) jest funkcjonalem liniowym I, dodatnim (tj. ta-
kim, ze I(f) > 0 dla funkeji f > 0) i niezmienniczym wzgledem przesu-
nieé (tj. spelniajacym warunek I(f) = I(g) dla kazdej pary funkeji f, g,
takiej ze f powstaje z g przez przesuniecie).

Jak sie okazuje, mozna udowodnié, ze kazdy posiadajacy te dwie
wlasnofci funkejonal liniowy I na X (R) rézni sie od calki Lebesgue’a
jedynie stalym eczynnikiem. Wynika stad mozliwo§é aksjomatycznego
okreflenia calki Lebesgue’a (z dokladnofcig do pewnego czynnika): jest
to funkcjonat liniowy na % (R), dodatni i niezmienniczy wzgledem prze-
sunigé prostej. Ta nowa definicja jest uzyteczna nie tylko dlatego, ze —
wyzwolona z balastu konstrukeji efektywnej — pokazuje dobitnie, ktore
wlasnofci calki sa istotne i uzyteczne, ale rowniez i dlatego, ze jest ona
dostosowana do ogodlniejszego przypadku dowolnych grup lokalnie
zwartych.

¢) Funkc¢je mierzalne. Klasyczna definicja przeksztalcenia mie-
rzalnego przestrzeni R" w R powiada, ze

f jest mierzalne, jedli dla kazdej liczby rzeczywistej 4 zbiér tych
z-6w, ze f(x) < A, jest mierzalny (w sensie Lebesgue’a).

Twicrdzenie Xuzina powiada, ze definicja ta ré6wnowazna jest na-
stepujacej definicji:
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f jest mierzalna, jesli dla kazdego zbioru zwartego K< R™ i do-
wolnej liczby & > 0 istnicje zbiér zwarty K'< K, taki ze 1) miara réz-
nicy symetrycznej (K--K') jest mniejsza od e; 2) funkcja f obcieta do
K' jest ciagla.

Wiasno$é interweniujgea w drugiej definieji jest bardzo sugestywna
i wygodna w wiclu zastosowaniach. Z drugiej strony, zachowuje cna cens
i pozostaje cickawa po zastgpieniu miary bardziej ogélnymi funkcjami
zbioru, na przyklad rozwazanag w teorii potencjalu pojemnoscig. Pozwala
ona wreszcie zdefiniowaé natychmiast pojecie przeksztalcenia mierzelnego
przestrzeni lokalnie zwartej (z miarg Radona) w dowolng przestrzen
topologiczng. Z tych wlasnie powodéw Bourbaki wybierze druga defi-
nicje, a nie definicje klasyczng.

5. Wybér materialu i twierdzen. Opracowujac swoéj traktat
Bourbaki musi bez przerwy wybieraé. PokazaliSmy juz, czym sie kieruje
przy wyborze definicji; material, ktéory ma zamiar wlaczyé do swojego
dzicla, wybicra z réwng pieczolowitoscia.

Obchodzg go przede wszystkim narzedziz, i to tylko te, ktére wy-
kazaly swa uzytecznofé. Wyniki ,,eleganckie’”, a nawet glebokie, nie
zatrzymuja jego uwagi, je€li koneza tylko jaka§ tcorie albo prowadza
w §lepe uliczki. Bez wyrzutéw sumienia eliminuje pojecia bliskie tym,
ktére uznal za podstawowe dla swego dziela. Jefli, jego zdaniem, jaka$
teoria nie dojrzala jeszeze dostatecznie, aby wybraé pomiedzy kilku
opisujacymi ja aksjomatykami, to zwykle czeka do momentu jej doj-
rzalodci. Nie lubi upiekszen, przystawek, drobnych teoryjek bez zwigzku
z caloksztaltem matematyki.

Buduje bardzo solidnie, podobnie jak starozytni Rzymianie. Je§li
jego dziclo okazuje sie czasem piekne, zawdzigeza to jedynie urodzie
swojej wewnetrznej struktury. Autora obchodzi przede wszystkim pro-
stota, solidnogé, uzytecznosé i wydajnosé.

W topologii ogélnej, pierwszy po Hausdorffie, dokonal trzezwego
wyboru w dzungli rozmaitych pojeé: dobral wygodne aksjomaty ogdl-
nych przestrzeni topologicznych, wlasciwe pojecie zwartosei. Wprowa-
dzenie pojecia filtru (H. Cartan) pomoglo uproécié zagadnienie zwigzane
ze zbiczno$cig. Pojecie przestrzeni jednostajnej wykazalo pokrewny
charakter kilku pojeé traktowanych dotychezas jako istotnie rézne.
Zwigzki przestrzeni jednostajnych z przestrzeniami zwartymi potwier-
dzily znaczenie tej teorii.

W analizie funkejonalnej Bourbaki podnosi znaczenie pojeé i narzedzi
majacych znaczenie praktyezne: lokalnej wypuklogei przestrzeni wekto-
rowo-topologicznych, dwoistoéci twicrdzenia o zamknietym wykresie,
twierdzenia o oddzielanin zbioréw wypuklveh, twierdzern Kreina i Mil-
mana, Stone’a i Weierstrassa itp.
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W teorii calki rozpatruje — jak juz wspominaliSmy — wylacznie
miary Radona na przestrzeniach lokalnie zwartyeh. Trzeba zaznaczyé,
7e w jego rekach staly sie one narzedziem zadziwiajaco sprawnym.

W Dbardziej ,elementarnych” czeSciach swego dziela rozpatruje
zagadnienia klasyczne niezwykle ogélnie i z wielky oszezednoSecig Srod-
kow. Twierdzenie o przyrostach skonczonych formuluje dla funkeji
przyjmujacych wartosci w przestrzeni unormowanej. Przeprowadza
elementarng wprawdzie, ale wyczerpujaca analize wlasnoSei funkeji wy-
puklych; rozwaza wszystkie ich wlasno§ci mogace mieé znaczenie dla
analizy. Funkeje pierwotne okreflone s3 w zakresie funkeji bedacych
jednostajnymi granicami ciggéw funkeji schodkowych. MowiliSmy juz
o ogoélnosci jego ,elementarnego” przedstawienia réwnan roézniczko-
wych.

Analiza wspolczesna w Swiecie

Stwierdzilem na poczatku tej pracy, ze zbadanie twoérczosei Bour-
bakiego i jego uczniéw pozwoli nam wyrobié sobie wlasciwy poglad na
tendencje wspolezesne] analizy.

Teraz, poddawszy pobieznej analizie najbardziej charakterystyczne
cechy dzicla Bourbakiego, mozemy proébowaé sprawdzié, ezy zdanie to
bylo stuszne. Otwérzmy w tym celu Mathematical Reviews. Kilkakrot-
ne zanurzenie sondy pokazuje, Ze co najmniej dwie trzecie tego co robi
sig dzi§ mogloby byé zrobione za pomoca narzedzi, ktérymi rozporzg-
dzano trzydziesci lat temu. Bardzo wiele prac tego rodzaju zastuguje na
uznanie. Niektore z nich rozwazaja bardzo subtelne i trudne zagadnienia
analizy. Wprowadza sie¢ w nich wazne pojecia, tworzy i wyprébowuje
nowe metody, ale zakres tych rozwazan jest zawsze ograniczony.

Szkoda wielka, ze ciagle jeszcze wielu autoréw nie wie nic o istnieniu
calego szeregu podstawowych narzedzi, ktérych sprawno$§é potwierdzila
praktyka. 7 wielkim nakladem pracy i pomystowo$ci odkrywaja oni
bowiem ciggle na nowo szczegélne przypadki znanych twierdzen ogélnych.

Autorzy pozostalej trzcciej czeSei prac korzystajg ze wspolezesnych
narzedzi i metod. Miglzy tymi pracami mozna oczywiScie znaleié —
odpadki nicuniknione przy wszelkiej produkeji nankowej — prace po-
zbawione treéei, ktore bynajmniej nie przyczyniaja sig do budowy ,,§wig-
tyni matematycznej”. W najlepszych jednak pracach nowe narzedzia
wykazuja niezwykla wydajno$é. Kazdy rok przynosi rozwigzanie zagadnien
powszechnie uwazanych za niedostepne. Kazdego roku powstaja nowe
mosty pomiedzy odleglymi teoriami.

Oto lista najbardzicj rozwijajacych sie dziedzin analizy i jej pogra-
nicza: grupy topologiczne i teoria Liego, algebra topologiczna, teoria
miary i catki, funkcje wielu zmiennych zespolonych i rozmaito§eci anali-
tyczne (liezne narzedzia algebraiczne, snopy, przestrzenie wlokniste),
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réwnania czgstkowe (uzycie dystrybucji i innych funkeji nogoélnionych,
przypadek nieliniowy), teoria potencjalu (ogélne jadra, badanie aksjo-
matéw, zwiagzek z teoriag prawdopodobienstwa), analiza harmoniczna
w grupach ogélnych, funkcje typu dodatniego, analiza funkecjonalna
(przestrzenie wektorowo-topologiczne lokalnie wypukle, wypuklosé, spek-
tralna teoria operator6w), topologia ogélna, geometria rézniczkowa,
topologia rézniczkowa, teoria prawdopodobienstwa.

Wszystkie te dyseypliny, znajdujace sie w stanie bujnej aktywnosei,
rozwijaja sie zgodnie z tymi samymi prawami, ktére rzadza tworezoseia
Bourbakiego. Uzywaja tego samego jezyka. Na specjalnych kollokwiach,
po§wieconych réznym dyseyplinom, najwybitniejsi specjaliSci uzywaja
tych samych metod, tego samego jezyka, interesujg si¢ tym samym.
Rozwéj najbardziej dynamicznych dziedzin analizy wspolezesnej Swiadezy
zatem o jej wielkiej jednofei.

C6z wynika stad dla nauczania

Od dawien dawna nauczanie dostosowuje sie do postepéw nauki,
czesto jednak nastepuje to ze znacznym opdéZnieniem. Cierpi na tym za-
réwno nauczanie, jak i nauka. Ostatnie pieédziesigt lat przyniosto w szcze-
gélnosei tak szybki rozwdéj nauki, ze opéznienie bylo niemal nie do unik-
niecia. Dotyezy to réwniez matematyki, ktérej oblicze, dzigki rozwojowi
teorii mnogosei i stosowaniu metody aksjomatycznej, uleglo calkowitej
zmianie. Mamy wiele powodéw do przeprowadzenia radykalnej i szybkiej
odnowy na wszystkich szezeblach nauczania: uniwersyteckim, frednim
i powszechnym.

Pierwszym z tych powoddéw jest troska o przyszlo§é matematyki.
Rzeczy wielkich w matematyce dokonuja nie starcy, nawet nie ludzie
dojrzali — trzeba wiee przygotowaé teren dla mlodych. Aby umozliwié
im asymilacje, trzeba ich zapoznaé¢ z wielkimi ideami, ktére upraszezaja
matematyke. Aby ich nauczyé wychodzenia z trudnych sytaacji, trzeba
ich zapoznaé¢ z teoriami unifikujgeymi nasza nauke, z teoriami, ktoére
przerzucajg mosty pomiedzy réznymi dyscyplinami. OczywiScie nie obej-
dzie si¢ bez poswigcen. Trzeba bedzie zrezygnowaé z nauczania niejednej
ladnej, polerowanej starannie cale wieki teorii, jesli stanowi ona tylko
izolowang galaZz matematyki.

Drugi wzglad, to (coraz licznicjsze) zastosowania matematyki. Z jed-
nej strony, liczne pojecia matematyczne staly si¢ pozyteczne, lub nawet
niezbedne, w pracy fizyka i technika, np. macierze, transformacje Fouriera
i Laplace’a, réwnania czgstkowe, dystrybucje, pojecie przestrzeni Hil-
berta itd., z drugiej za$ strony, nowa matematyka wniosla we wszystkie
dziedziny wielkie uproszezenia i wielkg oszezedno§é mysli, ktéra nau-
czyé moze czegos réwnie dobrze fizyka i technika, jak i przyszlego ma-
tematyka.
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Bez watpienia ciggle jeszcze brak ksiazek niezbednych do doko-
nania tej odnowy. Matematycy po$wiecili si¢ calkowicie pracom badaw-
czym i pozwolili na to, by miedzy nauks i nauczaniem powstala szeroka
fosa. Od dziesigciu lat mniej wigcej, przerazeni szerokofcig owej fosy,
zaczeli reagowaé. Z poczgtku zreformowali uniwersyteckie nauczanie
matematyki, pézniej zwrécili sig w strone swych kolegéw — nauczycieli
szko6l §rednich i nawigzali z nimi owocna dyskusje. Przyszedl czas, aby
nabrali odwagi i przystapili natychmiast do zasadniczej pracy; mingt
juz czas krytykowania i udzielania ogélnikowych wskazéwek. Musza oni
przystapié teraz do pisania ksigzek, albo w pisaniu ich pomée swym ko-
legom nauczycielom ze szkoél technicznyeh i §rednich. Nie idzie tu oczy-
widcie o kalkowanie traktatu Bourbakiego, pisancgo z mys$la o zaawanso-
wanym czytelniku, ale o przedstawienie w sposéb dostosowany do kaz-
dego poziomu metod i pojeé wspélezesnej matematyki.

Nawet dla tych, ktérzy nie beda w przyszlofei matematykami, ani
nie bedy w swej pracy z matematyki korzystaé, nauczanie matematyki
ma zasadnicze znaczenie. Dawno juz stwierdzono zgodnie, ze matematyka
odgrywa wiclka rolg przy ksztaltowaniu umystu. Matematyka wspolezosna
ma tu do odcgrania jeszcze wiekszg role niz klasyczna. Tceoria mnogosei
wykladana w powigzaniu z logika jest bardzo ksztalcgca i potrafi zachwy-
¢ié ucznia. Prostota wicloznacznych systeméw aksjomatycznych pozwala
na studiowanie ich bez posiadania specjalnej wiedzy, zastosowania ich
g2 dostatecznie szerokie, aby nie wydaly sig one uczniom czczg rozrywks.

Nie jest moim celem proponowanie tutaj jakiego§ programu, czy
nawet szkicowanie jego gléwnych zaryséw, ogranicze si¢ jedynie do wy-
tuszezenia kilku wnioskow, do ktérych zdaje sie prowadzié wszystko co
powiedzialem wyzej.

Nalezy jak najweze$niej przyzwyczajaé uczniéw do myslenia w ter-
minach zbioréw i operacji. Od wezesnej mlodogei powinni oni uzywadé
jezyka algebry i teorii mnogosei. Jezyk ten i zwigzane z nim znakowanie
83 proste i przejrzyste. Liczne do§wiadezenia pokazaly, ze dzicci lubig
sig nim poshugiwaé.

Roéwnolegle z algebra zbioréw trzeba uczyé clementéw logiki, w po-
wigzaniu z gramatyks jezyka ojczystego. Nicstety nawet 19-letni ueznio-
wie rozumuja bardzo niewprawnie. Nie umicja oni znaleZé zaprzeczenia
dancgo zdania ani sformulowaé poprawnie twierdzenia czy definicji.
Nauke takich rzcezy nalezy oczywiScie zaczynaé znacznie wezeénicj.

Roéwnie wezednie uczniowie powinni rozumicé jasno pojecie funkeji.
W tym cclu muszg nauczyé si¢ znajdowaé wszedzie rozmaite przyklady
funkeji: w algebrze, arytmetyce, geometrii, fizyce, zyciu codziennym
itd. Musza zbadaé podane przez sichic przyklady. Powinni réwnicz umieé
superponowa¢ funkeje, znajdowaé funkeje odwrotng do dancj funkeji
réznowarto$ciowej, rozpoznawaé przeksztaleenia i grupy przeksztalcen.
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Trzeba zapoznaé ich stopniowo z zasadniczymi strukturami: réwno-
waznofci, porzadku, przestrzeni topologicznej, ze strukturami algebraicz-
nymi. Struktury te moga byé badane, oczywiscie w odpowiednim zakresie,
od samego poczatku nauczania na poziomie $rednim.

Nie nalezy oczywi§cie zapominaé o tym, Ze cclem nauczania jest
przede wszystkim dostarczenie uezniom pewnych narzedzi i nauczenie
ich poslugiwania si¢ nimi. Dlatego nie wolno gubié si¢ w rozwazaniach
zbyt ogdlnych — przeciwnie, trzeba i§é najprostsza drogg do kluczowych
twierdzen zawierajacych w sobie wiele twierdzen specjalnych, majacych
bezposérednie zastosowania.

W geometrii elementarnej na przyklad trzeba szybko pokazaé struk-
ture afiniczng plaszezyzny i przestrzeni i zaczgé stosowaé algebre wek-
tor6w. Pézniej nalezy, w taki czy inny sposéb, wprowadzié iloczyn ska-
larny, ktéry pozwoli sprowadzié zasadnicza tre$¢ geometrii metrycznej
do kilkun rachunkéw.

Podobnie na poziomie uniwersyteckim, trzeba daé studentowi pod-
stawowe narzedzia, wyposazyé go w twicrdzenia o przestrzeniach zwar-
tych, w metryke zbiczno§ci jednostajnej, w twierdzenie Stone-Weier-
strassa, metode kolejnych przyblizen itd. Nalezy réwnicz przyzwyczaié
studentéw do wyszukiwania struktur interweniujacych w danym twier-
dzeniu. Wymaga to oczywiscie odpowiednicgo wyboru definicji i doboru
sformutowan podkre§lajacych te struktury. Calka Lebesgue’a na R"
powinna staé¢ si¢ dla nich (w pewnym stadium nauczania) dodatnim

niezmienniczym wzgledem przesunigé funkejonalem liniowym na
oA (R™). Laplasjan powinicn byé dla nich jedynym operatorem réznicz-
kowym drugiego stopnia niezmienniczym wzgledem przesunieé, itd.

Miejsce analizy w nauczaniu

Mowilem w tej pracy bardzo wiele o matematyce w ogdlnosci, & mato
o samej analizie. Wynika to stad, Ze nic mozna juz, jak zauwazylom zreszta
wyzej, dzielié nmauczania matematyki na algebre, gecometri¢ i analize.

Podstawe analizy stanowig, nawet przy nauczaniu na poziomie
§rednim, algcebra (algebra zbioréw, badanie ciala R, algebra liniowa,
teoria grup) i topologia. Ta sama baza algebraiczna jest niezbedna w naucza-
niu geometrii (ktéra na tym poziomie sprowadza si¢ do badania dwu-
lub tréjwymiarowej przestrzeni wektorowej z iloczynem skalarnym).

Powinno si¢ wige pomysleé o nauezanin, ktérego niémi przewodnimi
bylyby podstawowe struktury. Algebra i geometria wspieralyby sie
nawzajem. Algebra databy swoja symbolike i rozmaite operacje, gcometria
za§ joryk przesycony znaczeniami intuicyjnymi. Geometria dostarczy
analizio podstaw topologicznych, waznego pojecia wypukloéei, prostych in-
terpretacji calkowania i rézniczkowania. Analiza natomiast zaopatrzy
algecbre w bogaty kolekeje grup i przestrzeni wektorowych.
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Myslenie matematyczne

Méwilem tutaj prawie wylacznie o zbudowanych juz teoriach ma-
tematyeznych, troche wspomnialem réwniez o metodach pracy badaw-
czej. Nie cheialbym jednak konczyé tej rozprawy majacej stuzyé celom
nauczania matematyki, nie pofwiecajac kilku nawet sléw pewnym
wlasnodciom my§lenia matematycznego.

Wiszelkie mys§lenie matematyczne sklada sie z cykléw, wiekszych
lub mniejszych; w kazdym z nich mozna wyr6znié z grubsza biorge na-
stepujagce stadia: obserwacja, matematyzacja, dedukeja, zastosowanie.

Te cztery stadia s bardzo istotne, w szczegélnodei nie uwzgledniajace
ich, czysto dedukeyjne nauczanie byloby jatowe i krzywdziloby ucznia.

Kazdy z duzych cyklow odpowiada przyswojeniu sobie nowego
‘pojecia. Jego cztery etapy sg niezbedne dla umyshi, pozwalaja mu przejsé
z jednego stanu do drugiego. Dotyczy to zaréwno badacza, jak i ucznia,
ktéry nigdy nie rozwinie dzialalnofei twoirczej, jesli nie pomozemy mu
na trudnej drodze prowadzacej do poznania.
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