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Jozet Marcinkiewicz

Jozef Marcinkiewicz urodzil sie dnia 30 marca 1910 r. w Sokolece
w wojewodztwie biatostoekim. Zakonezyl zycie w okoliezno$ciach blizej
nieznanyech, w czasie nieokre§lonym, prawdopodobnie wiosng 1940 r.
Pierwsza jego praca naukowa ukazala sie w roku 1933, ostatnia latem
1939 r. Bardzo krétka — bo tylko szedcioletnia — dzialalno§é naukowa
zostawila jednak wyrazny §lad w matematyce i gdyby nie przedwezesny
zgon, bylby on prawdopodobnie jednym 2z czolowyeh matematykéow
w skali §wiatowej. Biorge pod uwage to co zdazyl on osiggnaé w ciagu
swego krétkiego zycia i co moglby osiagnaé w warunkach normalnych,
nalezy uwazaé¢ jego przedwezesng Smieré za wielki cios dla matematyki
polskiej i moze najciezszg indywidualng jej strate w okresie drugiej wojny
swiatowej.

W artykule niniejszym checialbym podaé opis dzialalnosei matema-
tycznej Marcinkiewicza i wynikow przez niego otrzymanyeh. Bylem
jego profesorem na uniwersytecie wilenskim, wprowadzilem go do pracy
badawczej w matematyce, zainteresowalem zagadnieniami, ktore wiowezas
bardzo mnie obchodzily. Pdzniej wspdlpracowaliSmy naukowo, napisa-
lismy szereg wspolnych prae, lecz jego rozwdj naukowy byl tak szybki,
a oryginalno§¢ pomystéow tak wielka, ze w niektérych dziatach mojej
wlasnej specjalnoéei moge sie tylko uwazaé za jego ueznia i kontynua-
tora.

Juz pierwsze wyniki otrzymane przez Marcinkiewicza byly powazne
i zwroecily na niego uwage wybitnych speecjalistow naukowyech za granics.
W okresie powojennym, gdy z biegiem czasu wigksza ilo§¢ matematykow
zaznajomila sie z jego pracami, w szezegdlnofei gdy zajeto sie pracami
przej§ciowo przeoczonymi, wysoka opinia o Marcinkiewiezu jeszeze
bardziej wzrosla. Okazalo sie bowiem, Ze prace te zawieraja owocne po-
mysty umozliwiajace dalszy postep. Proces ten nie jest jeszeze zakori-
czony, gdyz niektére z prac Marcinkiewicza zawieraja tylko sformulo-
wania twierdzen, bez dowodéw, i trzeba bedzie pewnego ezasu, zanim
zawarte tam pomysly zostana wchlonigte i zasymilowane. Juz teraz
mozna jednak uwazaé, ze Marcinkiewiez byl jedna z najwybitniejszych
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postaci w matematyce polskiej i moze, obok Stanistawa Zaremby, Leona
Lichtensteina i Juliusza Schaudera, najwybitniejszym w tzw. analizie
klasycznej.

Spotkatem sie z Marcinkiewiczem po raz pierwszy jesienia 1930 roku,
gdy wstapil on na wydzial Matematyczno-Przyrodniczy Uniwersytetu
Stefana Batorego w Wilnie. Bylo tam woéwezas trzech profesoréw mate-
matyki: Juliusz Rudnicki, Stefan Kempisty (obaj dzi§ juz nie zyjacy)
i ja. Wszysey od razu zwréciliSmy uwage na Marcinkiewicza jako wy-
jatkowo utalentowanego i gérujacego swa umyslowoscia nad kolegami.
W tej chwili, po latach prawie trzydziestu, trudno pamieta¢ wiele
szezegolow z owego okresu, ale jeden utkwil mi wyraZnie w pamieci.
Pierwszy rok studiéw uniwersyteckich zawieral tylko wyklady elemen-
tarne, jak rachunek rézniczkowy i calkowy, wykladany przez prof. Kem-
pistego, algebre wyzsza, wykladang przez prof. Rudnickiego, i geometrie
analityezng — przeze mnie. Na rok akademicki 1931/32, ktéry byl drugim
rokiem studiéw Marcinkiewicza, oglosilem wyktad z teorii szeregéw try-
gonometrycznych poprzedzony wstepem do teorii calki Lebesgue’a.
Bylem wtedy poczatkujacym profesorem (drugi rok mojej profesury),
szeregi trygonometryezne byly moja specjalnocia i bardzo mi zalezato
na zainteresowaniu kogo§ mlodego tym tematem. Wyklad, planowany
ambitnie, byt stanowezo za trudny dla przecietnego studenta drugiego
roku, ale bylem pewien, ze nie bedzie zbyt trudny dla Marcinkiewicza.
Dla uczeszezania na ten wyklad, ze wzgledu na dosé sztywny program
studiéw, Marcinkiewicz musial sie zwréci¢ do mnie o pozwolenie. Bardzo
mi zalezalo na tym, aby to zrobil, ale sam nie mialem odwagi mu tego
zaproponowaé¢. Ku memu glebokiemu zadowoleniu, Marcinkiewicz sam
jednak zglosit sie do mnie. Byl to poczatek naszej wspolpracy naukowej.

W przedwojennym prowincjonalnym Wilnie bliski kontakt miedzy
studentem i profesorem byl naturalny i latwy, a wiec spedzaliSmy wiele
czasu na dyskusjach matematycznych. Poza Marcinkiewiczem bylo
w Wilnie kilku innych mlodych matematykow, jego kolegéw. Jeden
z nich, Konstanty Sokol-Sokolowski, pézniej doktor matematyki i star-
szy asystent U. S. B., stal sie, jak i Marcinkiewicz, jedna z ofiar wojny.
Szereg innych zyje jednak i ich osobiste wspomnienia z tego okresu
moglyby byé ciekawe dla ofwietlenia postaci Marcinkiewicza. 7Z natury
rzeczy, kontakt osobisty tych ludzi z Marcinkiewiczem, zblizonych do
niegd wiekiem, musial by¢ blizszy niz mdj.

Gdy wspominam Marcinkiewicza, widze w mej wyobrazni wysokiego
przystojnego chlopea, zywego, wrazliwego, serdecznego, ambitnego,
z duzym poczuciem honoru. Byl towarzyski i nie unikal zabawy;
w szezegolnodei bardzo lubil tance i gre w brydza. Stan jego zdrowia
nie byl najlepszy; miat stabe pluca i musial dbaé o siebie. Interesowat
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sie sportem (moze ze Wzgledu na stan zdrowia) i byl dobrym plywakiem
i narciarzem. Mial rowniez inne zainteresowania intelektualne poza mate-
matyka: powiedzial mi pewnego razu, ze wst¢pujac na uniwersytet wahat
sie czy wybra¢ matematyke, czy tez literature polskg. Pochodzit ze wsi
z rodziny niezamoznej. Wnoszac z tego co mowil, zdaje sie, ze silny wplyw
na jego rozwoéj i charakter miala matka.

Marcinkiewicz otrzymal magisterium z matematyki w 1933 roku,
po trzech latach studiéw. Juz jego praca magisterska zawierala ciekawe
i oryginalne wyniki; w szezegdlnosei zawierala dow6d nowego i waznego
twierdzenia, Ze istnieje ciagla funkecja okresowa, ktorej trygonometryczne
wielomiany interpolacyjne odpowiadajagce réwno odleglym punktom
wezlowym s3 rozbiezne prawie wszedzie. Praca ta, w postaci nieco zmie-
nionej, zostala pozniej przedstawiona jako praca doktorska. Po zdaniu
magisterium, Marcinkiewicz spedzil rok na odbyciu stuzby wojskowej,
po ezym wréeil do Wilna na stanowisko mlodszego asystenta przy kate-
drach matematyki. Doktoryzowal sie¢ w roku 1935, habilitowal w roku
1937, réwniez w Wilnie. Rok akademicki 1935/36 spedzit we Lwowie
na stypendium Funduszu Kultury Narodowej. Wspélpracowal tam
z Kaezmarzem i Schauderem. W szezegblnosei wplyw Schaudera byt
tu bardzo owoeny i doprowadzilby prawdopodobnie do pieknych wyni-
kow, gdyby czas na to pozwolil. Marcinkiewicz mial -bowiem w dziedzinie
funkeji zmiennej rzeczywistej wyjatkowa intuicje i technike, a wyniki,
ktore otrzymal w teorii tzw. funkcji sprzezonych (ezasami nazywanych
catkami Hilberta), gdyby byly rozszerzone na funkeje wielu zmiennych,
dalyby byly, jak to widzimy teraz, moeny impuls w teorii réwnan roéz-
niezkowyech czgstkowych. Jedyny €lad wplywu Schaudera to piekna
praca Marcinkiewicza o multyplikatorach szeregéw Fouriera, ktora
powstala w zwigzku z zagadnieniem postawionym przez Schaudera,
praca czesto cytowana w literaturze. Prawdopodobnie pod wplywem
Kaczmarza Marcinkiewicz zainteresowal sie ogdlnymi szeregami orto-
gonalnymi, o ktérych napisal szereg prac.

Jesienig 1936 roku Marcinkiewicz wroécit do Wilna, gdzie otrzymal
starsza asystenture. Wiosng 1939 roku otrzymal stypendium Funduszu
Kultury Narodowej na wyjazd za granice i wyjechal do Paryza. W tym
samym mniej wigcej czasie uniwersytet poznanski ofiarowal mu katedre
nadzwyezajng matematyki i oczekiwano, ze nominacja bedzie zatwier-
dzona na poczatek nowego roku akademickiego. W drugiej polowie
sierpnia tegoz roku, pod wplywem wiadomosei o grozacej wojnie i mobi-
lizacji w kraju, Marcinkiewicz postanowil wrécié. Nie musial tego robié
i koledzy w -Anglii, gdzie wtedy przebywal, namawiali go, by pozostal
dluzej, ale poczucie obowigzku moralnego, ktore zawsze bylo moene
u niego, przewazylto. Dnia drugiego wrzeénia 1939 r. spotkalem go przy-



14 A. Zygmund

padkowo na ulicy w Wilnie, juz w mundurze wojskowym (byl oficerem
rezerwy). UmowiliSmy sie spotkaé¢ tego samego dnia wieczorem, ale
widoeznie okolieznosei mu na to nie pozwolity, gdyz nie zjawil sie w umé-
wionym miejseu. W kilka miesigcy po kampanii wrzedniowej przyszly
wiadomosei, ze jest w niewoli i ze prosi o ksigzki matematyczne. To byly
zdaje si¢ ostatnie wiadomo$ci o Marcinkiewiczu.

Wedlug informaecji rodziny Marcinkiewicza, po powrocie z zagranicy
przywiozt on ze soba plik rekopiséw matematycznych, ktore, odchodzae
do wojska, oddal rodzicom na przechowanie. W czasie zawieruchy wojennej
rodzice zmarli i §lad po rekopisach zaginal.

Chciatlbym teraz omoéwié szcezegolowiej wyniki otrzymane przez
Marcinkiewicza. Bibliografia, zdaje si¢ kompletna, prac Marcinkiewicza
podana jest na konecu artykulu; zawdzieczam ja p. doe. Starkowi. Towa-
rzyszy jej lista, znacznie mniej zupelna, prac, ktére badz majg punkty
wspolne z wynikami Marcinkiewicza, badz tez sa ich kontynuacja. Po-
zycje pierwszej listy drukowane beda kursywa, drugiej antykwa. Przy
omawianiu prac pomine kilka o mniejszym znaczeniu, badz tez doty-
czgce tematow, na ktorych sie mato znam. Moze niniejszy artykul skloni
mlodych matematykéw polskich do zajecia sie blizej pracami Marcin-
kiewicza; na pewno tego nie pozaluja!

Glownym polem dziatalnosei Marcinkiewicza byly: a) funkeje zmiennej
rzeczywistej, b) szeregi trygonometryczne, c¢) interpolacja i teoria wielo-
mianéw trygonometrycznych, d) operacje funkeyjne, e) szeregi orto-
gonalne, f) funkcje zmiennej zespolonej, g) rachunek prawdopodobien-
stwa. Tematy te omodwie po kolei.

Funkcje zmiennej rzeczywistej

Niech P bedzie zbiorem liniowym domknietym miary dodatniej,
zawartym w przedziale skonczonym (a, b), i niech ¢(x) oznacza odleglosé
punktu # od zbioru P. Przyjmijmy dla prostoty, ze a i b sa koricami P.
Funkeja ¢(x) jest wiec réwna zeru w zbiorze P, liniowa dla =z <a
oraz x > b, i w kazdym przedziale przyleglym do P i majacym dlugosé
d ma za wykres dwa ramiona tréjkata rownoramiennego o wysokofci id.
Jednym z najciekawszych wynikéw Marcinkiewicza jest twierdzenie, ze
dla dowolnego 2 > 0 calka (nieraz nazywana calkq Marcinkiewicza)

b 2
@" (1)

J o
@

(1)

jest skorczona dla prawie wszystkich punktow x zbioru P.
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Marcinkiewicz udowodnil to twierdzenie w nieco innej postaci roz-
wazajac w (1) zamiast ¢(x) funkeje w(z) réwna zeru na P i réwng d
w kazdym przedziale przyleglym do P i majacym dlugosé d, ale dowody
w obu przypadkach sg analogiczne, a funkecja ¢ jest latwiejsza do uzycia
niz y, zwlaszeza gdy rozwazamy odpowiednik twierdzenia w przestrzeni
n-wymiarowej. Dowod twierdzenia nie jest specjalnie trudny, a suma
podobna do calki (1) w przypadku 1 = 2 wystepuje nawet we wezesniej-
szej pracy Bezikowicza przy dowodzie istnienia funkeji sprzezonej
(p. [1]); jest prawdopodobne, ze Marcinkiewicz znat te prace. Zasluga
Marcinkiewicza jest, ze zrozumial znaczenie tego wyniku, znacznie prze-
kraczajace indywidualne zastosowanie, i przez systematyczne uzycie go
potrafil otrzymaé szereg pieknych twierdzen z teorii szeregéw trygono-
metryeznych, o czym nizej. Wynik ten pozostaje malo znany nawet
teraz, a w wersji n-wymiarowej jest waznym narzedziem w teorii tzw.
calek mocno osobliwych (calek Hilberta), a podrednio w teorii réwnan
rézniczkowych czastkowyeh typu eliptycznego.

W przypadku granicznym A = 0 nalezy (1) zastapi¢ przez calke

b 1 —1
@) fi_ﬂ}__glkp(t)} it
le—1|

Jatka (1) omawiana jest przez Marcinkiewicza w pracach [§], [9],
[32], [48]; calka (2) wystepuje w pracy [§]. Co do wynikéw nawiazuja-
eych do calek Marcinkiewicza oraz dalszyeh uogélnien, poréwnaj [25;,
str. 129], [18], [17], [13], [24], [3].

W pracy [9], w zwiagzku z zagadnieniami teorii szeregdéw trygono-
metrycznych, rozwazane sa tzw. pochodne Riemanna. Moéwimy, ze
funkeja f(x), okreslona w otoczeniu punktu x,, ma w tym punkecie k-tq
pochodng Riemanna, jezeli iloraz

o S (@0t KR)—(5) f(@o+ (k—2)R)+(2) f (w0 (k— 4) B) —...+ (—1)"f (wy— kh)
(3) et R S e B i e G S 2 ),
(2h)*
zmierza do granicy, gdy h — 0; granice te nazywamy k-ta pochodna
Riemanna i oznaczamy D,f(x,). Szezegélnie znany jest wypadek k = 2;
granica D,f(x,) nazywa sie czesto pochodng Schwarza. Gléwnym wynikiem
pracy [9] jest twierdzenie, ze jezeli w kaidym punkcie x, zbioru E miary
dodatniej pochodna Df(x,) istnieje — ogdlniej, jezeli w kaidym punkcie
xge B} iloraz (3) pozostaje ogramiczony, gdy h —> 0 — to w prawie kaidym
punkcie xyell funkeja f(x) ma k-tq rééniczke, tzn. ze dla h — 0, f(w,+ h)
jest réwne pewnemu wielomianowi stopnia k zmiennej h, z bledem, ktory
jest o(h").
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Dowéd twierdzenia nie jest latwy i rozpada si¢ na dwie czesei.
W pierwszej dowodzi sie, ze jezeli iloraz (3) jest ograniczony dla x,eE,
h — 0 (ograniczono$¢ nie musi byé jednostajna), to dla prawie kazdego
2, H mamy rozwinigcie
' k—1 -

I3 ’
(1) faoth) = D) .\ +OH).

=0

W drugiej cze$ei dowodu wykazuje sie, ze jezeli dla kazdego punktu x,
zbioru E mamy relacje (4), to istnieje funkeja a,(x,) okreflona dla prawie
wszystkich z,¢F 1 taka ze dla prawie kazdego x,¢F

% i

5
(5) faokh) = D aylan) 5 +o(h").

F=0

W pracy [9] ta druga czed$é, ktéra ma duze zastosowania niezaleznie od
ogélnego twierdzenia, udowodniona jest w sposéb bardzo skomplikowany;
w szezegblnofei dowéd opiera sie na glebokich twierdzeniach o zacho-
waniu sie funkeji analitycznych na brzegu obszaru istnienia. Uproszezony
dowdéd, uzywajacy wylacznie metod zmiennej rzeczywistej podany jest
w [8], i opiera sie z kolei na ciekawym i waznym dla dalszych zastosowan
nastepujacym twierdzeniu:

Przypusémy, ze w kazdym punkcie zbioru E miary dodatniej funkeja f
spelnia relacje (4). Wowczas dla kazdego ¢ > 0 istnieje zbior doskonaty
P C E réénigey sie w mierze od I o mmniej niz e oraz pewna funkeja g(x)
klasy Cj (tzn. ciagla wraz z pochodnymi az do rzedu k wlgcznie) taka,
2e oznaczajgc przez @(x) odleglo$é punktu x od zbioru P mamy wszedzie,
z wyjatkiem moze skovczonej liczby przedziatow przyleglych do P, nieréwnosé

f(@)—g(@) < C{p@)
gdzie C jest niezaleéne od wx.
W szezegélnoei f(x) = g(x) na P. Przyjmujac wiec f—¢g = h mamy
rozklad
(6) f(x) = g(@)+ h(x),

gdzie g(w) jest klasy Oy, a h(x) jest, poza skonczong liczbg przedzialow
przylegtych do P, majoryzowana przez Cl¢(z)}*; a wige, uzywajac twier-
dzenia o calce (1) w przypadku A =k, catka

h(t)
(7) f |Cﬂ t1k+l
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jest skonezona prawie wszedzie na P. Rozklad (6) i zbiezno$é calki (7)
sg Zrédlem ciekawyeh wynikow.

Moze nalezy tu jeszeze wspomnieé, Ze podane wyzej twierdzenie
o pochodnych riemannowskich nasuwa podobne zagadnienie dla ogél-
niejszej definicji. Ograniczajac sie dla prostoty do wypadku k = 2 mo-
zemy okresli¢é drugg pochodna uogélniong funkeji f jako ewentualng gra-
nice dla h — 0 ilorazn

af (x+ ah)+ bf (x+ ph)+ cf (x+ yh)
h? !

(8)

gdzie a, b, ¢, a,f,y sa dowolnymi liezbami spelniajacymi warunki:
a+bte=0, aat+bf+cy=0, ad+bf+cy’=1,

(warunki te gwarantuja, ze jezeli f ma zwyklay druga pochodng f'(z),
to iloraz (8) dazy do f'(x), gdy h — 0). W pracy [51] jest pokazane, ze
jezeli f ma w kazdym punkeie zbioru E drugg pochodng uogdlniong w tym
sensie, to druga roézniczka f istnieje prawie wszedzie w FE. Dla k > 2
zagadnienie pozostaje jednak otwarte.

7 innych wynikow pracy [9] mozna tu wspomnieé¢ o nowej definicji
i wlasnogciach tzw. calki trygonometrycznej. Przez catke trygonometryczna
rozumie si¢ zazwyczaj taka definicje T catki (musi byé ona ogélniejsza niz
calka Lebesgue’a), ze kazdy szereg trygonometryezny, o ktorym zakla-
damy tylko, ze jest zbiezny wszedzie, ma sume f(x) calkowalng w sensie
T na (0,2x), na tymze przedziale sa catkowalne wszystkie iloczyny
f(x)coske i f(z)sinkx (k= 1,2,...) i wspolezynniki szeregu wyrazaja
sie przez klasyezne wzory Eulera- Fouriera. Istnieje kilka definicji calek T';
nie sg one prawdopodobnie réwnowazne, ale malo wiemy o tym. Naj-
wezeSniejsze i najwazniejsze wyniki w tej dziedzinie naleza do Denjoy.
Definicja podana w (9] jest typu perronowskiego, to znaczy opiera sie
na pojeciu funkeji zwyzszajacych i znizszajacych, ale pochodng bierze
sie tu symetryeznag i w sensie Borela.

Podam teraz gléwny wynik pracy [7]. Niech f(x,, x,, ..., x,) bedzie
funkeja lokalnie calkowalna. Klasyczne twierdzenie Lebesgue’a mowi,
ze prawie kazdy punkt (af, 23, ..., 2)) ma nastepujaca whasnosé: Jezeli I
jest dowolnym przedzialem n-wymiarowym (prostopadlo$cianem o bo-
kach réwnoleglych do osi) zawierajacym punkt (2}, a3, ..., 23), to iloraz

Iff($1= Loy vnny $n)dxldx2...d£”

9 7 ;

gdzie [I| oznacza miare I, dazy do f(x}, a3, ..., 2)), gdy wymiary I daza
do zera w sposdb regularny, przez co rozumiemy, ze iloraz dwu dowol-

Roczniki PTM — Wiadomo$ci Matematyczne IV. 2
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nych bokéw I pozostaje ograniczony. Okazuje sie (p. [7]), ze jezeli o f
zalodymy nieco wigeej niz zwykla catkowalnos$é, a mianowicie zalozymy,
ze funkcja |f|(log™ [f1)* ™" jest lokalnie calkowalna (ma to miejsce w szezegdl-
nosei, gdy felI”, p > 1), to w powysszym twierdzeniu Lebesgue’a zaloienie
regularnosei moina opudcié¢. MoOwimy wtedy -ze calka f jest mocno rdz-
niczkowalna w punkcie (2}, 23, ..., x5).

Okazuje sie tez, ze jezeli y(u) jest funkeja dodatnia, monotonicznie
rosnaca, gdy u — oo, ale slabiej niz (logu)" ', to catkowalno§é funkeji
Ifl 2(1f1) juz na ogél nie wystarcza dla mocnej rézniczkowalnosei catki
funkeji f; w szezegélnosei twierdzenie o mocnej rézniczkowalnosei calki
jest falszywe dla funkeji feL (udowodnit to Saks, p. [15]). Gdy »n =1,
czynnik (log*f)"~! mozna oczywidcie odrzuci¢, i w przestrzeni jedno-
wymiarowej nie mamy przy rézniczkowaniu calek tego zjawiska, co wy-
stepuje przy n = 2.

W pracy [63] omawiana jest kwestia aproksymacji calki Lebesgue’a
przez sumy riemannowskie odpowiadajace rozbiciu przedzialu podsta-
wowego na réwne czeSci; ten sani temat jest poruszony w [I7].

Z drobniejszych ale ciekawych wynikéw wspomne tylko o naste-
pujacym uogoélnieniu znanego twierdzenia Luzina o tym, ze kazda funkcja
mierzalna jest prawie wszedzie pochodng funkeji ciaglej. W pracy [3]
wykazuje Marcinkiewicz istnienie funkeji ciaglej F(x), ktorag by mozna
nazwaé uniwersalng pierwotng, a ktéra ma nastepujacg wlasnosé: Jakq-
kolwiek weémiemy funkcje mierzalng f(x), moina znaleZé¢ ciqg liczb |h,
dazaqey do 0 © taki, ze

i P @+ ) —F (@) _

f—00 h‘n

f(@)

prawie wszedzie.

Wreszcie w pracy [2] autor podaje kilka twierdzen o funkcjach f(x)
majacych w przedziale (a, b) skoviczonag p-ta wariacje. Rozumiemy przez
to, ze jakikolwiek weimiemy podzial a =g, <z, <@, < ... <o, =0,
to sumy D'|f(@;)—f(w-,)" sa ograniczone.

7

Szeregi trygonometryczne

Wyprowadzimy dla krétkosei nastepujace systematyczne znakowanie.
Szereg trygonometryczny

(10) a5+ ) (a,c08n@-+- by sinna)

=1
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oznacza¢ bedziemy przez ZA.,;(m), szereg ,sprzezony”

(11) 2 (@, Sinnx — b, cosnx)
n=1
przez > B,(x). Sumy czastkowe szeregéw (10) i (11) oznaczaé bedziemy
odpowiednio przez S,(z) i S,(x), a jezeli (10) jest szeregiem Fouriera
funkeji f, to réwniez przez S,(z,f) i 8,(z,f).
Powréémy teraz do pracy [7]. Jako zastosowania wspomnianego
wyzej twierdzenia o moenej rézniczkowalnodei catek do szeregéw Fouriera

+00 +co
e (Mg +..,+ My,
(12) Z e Z Cmy..my, € (my2y n®n)

?H,‘E——QO mn= —00
udowodniony jest nastepujacy wynik: Jezeli (12) jest szeregiem Fouriera
funkeji f(wy, @y, ..., ®,) takiej, e |fl(log™|f))*"" jest calkowalne, to szereg
ten jest prawie wszedzie sumowalny do f metodq pierwszej sredniej arytme-
tycznej, ten. wyrazenie ;
Ny

Ny .
\ | fm,| |m, ! Ly 2y + .. iy )
(13) E s Z (1-— E;Jr 1) (l—"m) Ciny..omy, ©

my=—Ny My =—Ny,

ymierza prowie wszedzie do f(ey, ®yy ..., 2,), gdy Ny Ny, ..., N, dazq do
-+ oo niezaleénie od siebie. Przy tym samym zatozeniu co do f $rednie Abela

+oo “+00
My =—0o0 'mﬂm-—m
dazaq prawie wszedzie do f(@y, gy ..., 2,)y gAY 71, 7sy ..., 7, datq do 1 nie-

zaleinie od siebie.

Oba twierdzenia sg jednak falszywe, gdy oslabimy zalozenie calko-
walnodei funkeji |f](log* [fl)"™, a w szezegélnofei gdy zalozymy tylko
zwykly calkowalno§é funkeji f. W pracy [46] udowodnione jest jednak,
ze w tym ostatnim przypadku mamy jednak prawie wszedzie sumowalnodd
metodq pierwszej sredniej arytmetycznej, jezeli wskainiki N,, N,, ..., N,
dazq do -+ oo w sposdb regularny, przez co rozumiemy, ze kazdy z ilorazéw
N;|N,. pozostaje ograniczony. Podobnie pozostaje stuszne twierdzenie
0 sumowalno$ei Abela, jezeli zalozymy, ze ilorazy (1—r;)/(1—17;) pozo-
staja ograniczone. Twierdzenia te sa odpowiednikami wspomnianego
wyzej twierdzenia Lebesgue’a o regularnej rézniczkowalno$ei calek, ale
dowody tu sa mniej latwe i wykorzystuja inne pomysty. Por. tez [22].

Powréémy réowniez do pracy [9]. Czesé jej poswiecona szeregom try-
gonometrycznym nawigzuje do dwoéch tematéw: a) twierdzenia Kutt-
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nera, ktoére bylo wtedy swiezo udowodnione i ktore mowi, ze jezeli szereg
trygonometryczny > A,(x) jest zbiezny w zbiorze E miary dodatniej,
a szereg sprzezony > B, (x) jest sumowalny (C,1) (tzn. metoda pierwszej
$redniej arytmetycznej) w B, to szereg >' B, () jest zbieiny prawie wszedzie
w E (Poniewaz szereg Fouriera i szereg don sprzezony sa prawie wszedzie
sumowalne metoda (C, 1), wynika stad w szezegdlnoéei, Ze zbiory punk-
tow zbieznogei dla obu szeregéw sg te same z dokladnodecia do zbiorn
miary zero.); b) twierdzenia Plessnera zakomunikowanego autorom przez
prof. Kolmogorowa listownie, bez dowodu (szkic dowodu oglosil Plessner
nieco pozniej p. [14]), a ktorego istota jest, ze w twierdzeniu Kuttnera
warunek sumowalnofei (C, 1) szeregu » B, (x) mozna opuseié.

W pracy [9] twierdzenie Plessnera uogdlnione jest jak nastepuje:

Przypusémy, e szereg trygonometryceny ' A, (2) jest sumowalny w zbio-
rze E metodg (C, a), a > —1. Wiedy szereg D) B, (x) jest sumowalny (C, a)
w prawie kazdym punkeie zbioru FE. Ogélniej,

Jezeli $rednie Cesaro rzedu a> —1 szereqgu D) A, (x) (oznacemy je przez
on(®)) majqg skoinczone oscylacje w kaidym punkcie zbioru E, tzn. jezeli
funkeje

oy (2) = liminfol(x), o (x) = limsup o} ()
T—r00 —00
sq skonczone dla xeE, to w prawie kaédym punkcie zbioru E:
a) szereg sprzetony D B,(x) ma réwniez skoviczone oscylacje metodq
(C, a), ten. funkecje
o4 () = liminf o5 (z), o*(x) = limsupof(z),
Nn—o0 F ]
saq skoiczone (o saq tu $rednimi (C, a) dla szeregu > B,(x));

b) szeregi > A, () i D B,(2) sa sumowalne (C,a+¢) dla kazdego e > 0;

¢) oznaczajqc uogolnione sumy szeregow ZA“(:B) ) Z B, (x) odpowiednio
przez o(x) i o(x), mamy

o(x) = $ox(@)+ " (@)], @) = Houl@)+o*(@)],
o* (&) — 04 (1) = & (x)— T4 ().

Jezeli zamiast szeregéw trygonometrycznych »'A,(x) rozwazymy
szeregi potegowe na kole zbieznosci, tj. szeregi postaci

(15) DR R adt TN B 0 o R
to twierdzenia o granicach nieoznaczonogci sum czgstkowych i §rednich
Cesaro przybieraja postaé geometrycznie bardziej ciekawa. Bedziemy

mowili, ze zbiér Z punktéw na plaszezyznie zmiennej zespolonej ma
budowe kotowa o $rodku w punkcie z,, jezeli Z sklada sie z kot (w liezbie
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skonczonej, przeliczalnej lub nieprzeliczalnej) o wspllnym Srodku z,.
Oznaczmy przez s,(0) sumy czastkowe szeregu (15), przez L(0) za$§ zbidr
wszystkich punktéw skupienia ciagu $,(0), s.(0), ..., 8,(0), ...; L(6)
jest, jak latwo widzieé¢, zbiorem domknietym. Jednym z gléwnyeh wy-
nikow pracy [54] (przygotowanej do druku przez wspélautora, juz zdaje
sie po $mierci Marcinkiewicza) jest nastepujace twierdzenie:

Jezeli szereg (15) jest sumowalny metoda Abela w kazdym punkcie
zbioru E do sumy skoiczonej $(0), to w prawie kazdym punkcie 0eE zbidr
L(0) ma budowe kolowa o $rodku w punkeie s(0).

7 grubsza wiee mowige, dla prawie kazdego punktu 6¢E sumy czgst-
kowe s,(0) jak gdyby biegly tylko po pewnych orbitach; mogg przeska-
kiwaé z jednej orbity na druga, ale wypelniaja wszystkie orbity. Gdy
wspolezynniki ¢, daza do zera, wtedy 8,(0)—s,_,(0) — 0 i jezeli L(6)
ma budowe kolowa, to musi byé tarcza kolowa; ma to miejsce
w szezegdlnosei, gdy cze§é rzeczywista szeregu (15) jest szeregiem Fou-
riera.

Dobrg ilustracja twierdzenia jest tu szereg geometryczny 1424
+2*4..., ktéry na kole jednostkowym przyjmuje postaé

(16) y B L L I B
W tym przypadku
l_ei{n-i-l)e 1
sﬂ(8}=“t;}g_s 8(9)=1T'€é‘!

a ze Wzoru
|8(0) —8,,(6)] = |1—¢”|™" = |2sin $6| "

widaé, ze dla kazdego 0 = 0, mod2x, sumy czastkowe s,(0) znajduja sie
na kole o §rodku 1—¢ i promieniu |1—¢°|™!, Jezeli 6 jest niewymierne
(a wiec w szezegdlnodel dla prawie wszystkich 0), punkty skupienia ciggu
{s.} wypelniaja caly okreg kola. Wychodzac z szeregu (16) mozna otrzy-
maé przyklady, gdy budowa zbioru L(6) jest bardziej ztozona.

Wspomne jeszeze o innym twierdzeniu pracy [9]; dotyczy ono tzw.
funkeji sprzezonej (calki Hilberta) danej funkeji calkowalnej f(),
—0o0 < & < 400, okre§lonej przez wzor

- . 1 7 5 N AR 1)
(17) f(m)=;lo $_tdt=a]£1+10;(_i +2L)mﬂtfu.

WiasnoSei tej funkeji sa ciekawe nie tylko same przez sig; sg one tez pro-
totypami wlasnogei, ktére posiadaja tzw. calki moeno osobliwe w prze-
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strzeni n-wymiarowej, a ktére maja podstawowe znaczenie dla réownan
rézniczkowych czastkowych typu eliptyecznego. Dowody w przestrzeni
n-wymiarowej sg trudniejsze, ale dla ich przeprowadzenia musimy dobrze
zrozumieé, co sie dzieje na linii prostej. Ze dla dowolnego calkowalnego f
funkeja j istnieje prawie wszedzie, jest podstawowym twierdzeniem
Priwalowa (prosty dowod istnienia funkeji f(x) podaje Marcinkiewicz
w pracy [8]). Otéz przypusémy, ze f ma k-tg rézniczke w kazdym punkecie
zbioru E. Nie jest prawdziwe, ze f ma k-ta rézniczke w prawie kazdym
punkeie zbioru E, gdyz f moze byé nieograniczone w kazdym przedziale.
Okazuje si¢ jednak, ze calka mieoznaczona funkeji f (mozna wykazaé,
ze f jest calkowalna w kazdym skonczonym przedziale) ma w prawie
kazdym punkcie zbioru E roiniczke rzeduw k--1.

Dow6d tego twierdzenia opiera sie bardzo istotnie na skonczonosci
caltki (1). Jak wazna jest ta calka w zagadnieniach funkeji zmiennej rze-
ezywistej, wida¢ na przykladzie innego twierdzenia udowodnionego
przez Marcinkiewicza (p. [38], [48]), a mianowicie, ze jezeli s,(x) sa
sumami czastkowymi szeregu Fouriera dowolnej funkeji catkowalnej f,
to prawie wszedzie mamy

(So—f)"+ (81— fF'+...+ (8 —f)°

(18) lim - a0
N—+00 n+1

(jezeli zamienimy tu kwadraty na znak wartosei bezwzglednej, to otrzy-
mamy znacznie stabsze a bardzo dobrze znane twierdzenie, zZe szereg
Fouriera funkeji calkowalnej f jest prawie wszedzie sumowalny do f
metodg (C, 1)). Dla f nalezgeych do dowolnej klasy L, p > 1, twierdzenie
to bylo juz dawno znane. Wielu matematykéw probowalo rozeiggnaé
ten wynik na przypadek p = 1, ale bezskutecznie. Metody klasyeczne
teorii szeregéw Fouriera, a w szezegdlnogei twierdzenie Lebesgue’a (wzmoce-
niona forma twierdzenia, Ze funkcja podealkowa jest prawie wszedzie
pochodng calki nieoznaczonej) jest tu niewystarczajace, jak wykazali
Hardy i Littlewood w swej pracy [7]. Ten negatywny wynik sklonil
ich nawet do wyrazenia przypuszezenia, ze twierdzenie jest falszywe
dla p =1 (p.[7], str. 187). Wynik Marcinkiewicza byl wige tu niespo-
dziankg i wyraznie uwydatnil znaczenie calki (1) w teorii funkeji zmiennej
rzeczywistej i szeregéw trygonometrycznych.

Catka (2), graniczny przypadek calki (1), wystepuje we wczesnej
i bardzo pieknej nocie [5]. Udowadnia tam autor, ze jezeli funkcja okre-
sowa i catkowalna f(x) spetnia w kazdym punkcie x 2bioru E warunek

} (h— +0),

h
1 _ l
(19) = f a0 ~f@) = 0\
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to szereq Fouriera funkcji f jest zbieiny w prawie kazdym punkcie zbioru E.
Nieco pozniej, w pracy [8], udowadnia Marcinkiewicz, ze wynik ten nie
da sie wzmocnié i ze otrzymujemy twierdzenie falszywe, gdy w prawej
stronie warunku (19) zastapimy funkcje (logl/h)™' przez jakakolwiek
inng funkecje dazaca do zera powolniej niz (log1/k)~'. Pozostaje jednak
otwarte zagadnienie, ezy w warunku (19) mozemy opuseci¢ znak wartosei
bezwzglednej pod znakiem ecalki.

7 wynikow pracy [7] nalezy tez wspomnieé o twierdzeniu, ze istnieje
funkeja catkowalna f, kiorej szereq Fouriera jest rozbiezny prawie wszedzie,
ale ciqg {S,(x,f)} jest ograniczony (nie jednostajnie) w prawie kazdym
punkeie. Marcinkiewicz otrzymal ten wynik przez modyfikacje znanej
konstrukeji Kolmogorowa [8], w ktérej ciag {S,(z, f)} jest nieograni-
czony w prawie kazdym punkeie. Niezbedna tu modyfikacja weale nie
jest oezywista. Znaczenie wyniku polega przede wszystkim na tym,
ze wskazuje on wyrazuie na istotna rdéznice miedzy zachowaniem sie
sum ezgstkowych szeregu Fouriera a zachowaniem sie ilorazu réznicowego
funkeji. Znane bowiem twierdzenie Denjoy mowi, ze jezeli iloraz
{F(x+h)—F(2)}/h pozostaje ograniczony (niekoniecznie jednostajnie),
gdy « nalezy do zbiorn E miary dodatniej a h — 0, to iloraz ten posiada
granice prawie wszedzie w E. Nasuwa sie tu tez naturalne pytanie, czy
metoda nie da funkeji f, dla ktérej ciag {8, (x, f)} bylby rozbieiny w kaz-
dym punkcie i w kaidym punkcie ograniczony, gdyz w tym przypadku,
ze wzgledu na klasyezne twierdzenie Baire’a sumy {S, (v, f)}] musialyby
byé jednostajnie ograniczone w jakims$ przedziale, f bylaby ograniczona
w tym przedziale, a stad juz latwo otrzymalibyémy funkeje wszedzie
ograniczona, o sumach czastkowych wszedzie ograniczonyech (nawet jedno-
stajnie), a jednak wszedzie rozbieznych. Czy taka funkecja istnieje, nie-
wiadomo, ale jezeli istnieje, to nie mozna skonstruowaé jej metodg Kot-
mogorowa, gdyz funkeja otrzymana ta metoda moze mieé ciag {S,, (2, f)}
rozbiezny dla dowolnego przepisanego ciagn wskaznikéw n;, podezas
gdy wiadomo, ze dla funkeji ograniczonyeh np. ciag {8, (2, f)} musi byé
zbiezny prawie wszedzie.

Omawiajae zyciorys Marcinkiewicza wspomnialem o pracy powstalej
W zwigzku z zagadnieniem postawionym przez Schaudera. Glowne wyniki
tej pracy [40] sa dwa. Przypusémy, ze mamy szereg Fouriera dowolnej
funkeji f klasy I?, gdzie p > 1. Jakie warunki musi speliaé ciag liczbowy
Moy 1y -vy iny ..., Dy szereg > u,A,(x) byt réwniez szeregiem Fouriera
funkeji tej samej klasy LP? W przypadku p = 1 warunek konieczny
I wystarczajacy jest znany: szereg 3 u,(sinnx)/n musi byé szeregiem
Fouriera funkeji o wahaniu skoriczonym. Dla p > 1 zagadnienie to jest
jednak znacznie trudniejsze i dotychezas nie rozwigzane. Marcinkiewicz
podaje warunek wystarczajacy, ktory dotychezas jest najlepszy: Jezeli
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ciag {p.} jest ograniczony i sumy

an41

(20) > =l (n=0,1,2,..)

k=211

sq tez ograniczone, to ilekroé Y A, (x) jest szeregiem Fouriera funkeji klasy L”,
p >1, to to samo zachodzi dla szeregu D p, A,(x). Wazniejszym jednak dla
zastosowan jest odpowiednik tego twierdzenia dla szeregéw wielokrotnych.
Twierdzenie to jest zbyt dlugie, aby go tu podawacé (odpowiednik warunku
(20) zawiera réznice wyzszych rzedéw) ale ma, jak sie dopiero teraz oka-
zuje, wazne konsekwencje. Rozszerzenie twierdzenia na calki Fouriera
rozwazane jest w niedawnej praecy [12]. Nastepujace twierdzenie jest
zawarte w ogélnym wyniku Marcinkiewieza i jest odpowiedzia na py-
tanie postawione przez Schaudera: Jezeli (12) jest szeregiem Fouriera
funkeji klasy L, p > 1, to to samo mozna powiedzie¢ o szeregu

mlz—m n=—20
gdzie pm, o, jest jednym z wyrazen

L— “—MIL_“"”_' (J,0=1,2 n)
(m1+m2+ "f"mn) {m1+m2+ i mn) b g Ly aaeg ).

Praca [18] zawiera dwa niezalezne wyniki: a) Jezeli E jest zbiorem
jednoznacznosct dla szeregow trygonometrycznych (tzn. jezeli K ma te wia-
snosé, ze kazdy szereg D' A,(x) zbieiny do zera wszedzie procz moze
zbioru F musi mieé wszystkie wspdlezynniki réwne zeru), to kazdy zbidr
homotetyceny z E jest tez zbiorem jednoznacznosci. b) Istnieje metoda liniowa
M sumowania szeregow, spetniajqca znane warunki Toeplitza, oraz szereq
trygonometryczny o wspolczynnikach daiacych do zera, wszedzie sumowalny
metodq M do zera, ale nie toZsamosciowo réwny zeru.

W pracy [43] Marcinkiewicz rozwaza sumowalno$é metoda (C, 1)
sum czastkowych  kwadratowych  szeregéw podwéjnyeh  Fouriera
eyt tj. granice dla n — oo §rednich

lem(x,y), glzie (@, y)= ) cud i,

om0 18], 16| <k

Dowody uzywaja do§é subtelnych oszacowan i jest prawdopodobne, ze
pomysly tej pracy nie sa calkowicie wyczerpane i moga byé uzyte dla
otrzymania dalszych wynikéw.
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7 drobniejszych wynik6w wspomne o krociutkiej noeie [ 7], pierwszej
drukowanej pracy Marcinkiewicza, gdzie podany jest bardzo prosty
dowéd twierdzenia Kolmogorowa o tym, ze jezeli feL®, wskazniki {n;}
za§ wzrastaja przynajmniej tak szybko jak postep geometryczny (do-
kladniej, jezeli my,,/n; > ¢ > 1), to ciag {8, (@,f)] jest zbieiny prawie
wszedzie (klasyezne zagadnienie, czy ciag wszystkich sum czastkowych
S, (x, f) jest zbiezny prawie wszedzie, jest dotychczas nierozwiazane).
W nocie [50] podane jest nowe kryterium zbieznosci prawie wszedzie dla
szeregbw Fouriera funkeji klasy L7, 1 < p < 2. Wreszcie w pracy [6]
rozwazane jest zagadnienie mozliwej inkluzji miedzy dwiema metodami
sumowalno$ci Riemanna; jedna z tych metod definiuje sume szeregu > u,
jako ewentualng granice wyrazenia

>‘1 sinnh\?
=
dla h — 0, druga definiuje granice ciqgu {s,} jako ewentualng granice

wyrazenia
o0 -
2h sinnh\*
PP 81; ——

7 nh
n=0

dla h — +0. Marcinkiewicz udowadnia, ze te dwie metody sq nieporéowny-
walne. Do wynikéw tych nawiazuje praca [10].

Interpolacja trygonometryczna

Zanim przejde do omoéwienia wynikéw Marcinkiewicza w teorii
interpolacji, przypomne pewne podstawowe fakty i okreSlenia. Niech
beda dane 2n-+41 punktéw x,, #,,..., %, Na osi rzeczywistej, roine
mod 2x, oraz 2n-+ 1 dowolnych liezb rzeczywistyeh yq, ¥y, ..., Y, - Istnieje
wtedy wielomian trygonometryczny

(21) T(x) = }a,+ Z (aycos kx+ bysinkx)
k=1
rzedu n (ma wiee 2n+ 1 wspolezynnikow), taki ze
T(xg) =y (k=0,1,...,2n)
i przy tym wielomian ten jest jedyny. Najciekawszy dla zastosowan jest

przypadek, gdy punkty €%, ..., ¢"n gq réwno rozlosone na kole
Jednostkowym, to znaczy gdy, powiedzmy,

2nk
22 Ty = Lyt ——
(22) Tp = Xy o1’
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a wartosei Yo, Y1,y ---y Yon 58 odpowiednio wartosciami funkeji cigglej f(x)
w punktach z,, 2,, ..., @y, . Wielomian T'(z) = T,(x, f) nazywa sie wtedy
wielomianem interpolacyjnym Lagrange’a dla funkeji f; zalezy on réwniez
od z,, ale dla prostoty mozemy sobie ustali¢ x,, przyjmujac raz na zawsze
1, = 0. Wielomiany T sa, jak to latwo udowodnié, dane przez wzory

1 sin(etd) (@)
(23) ln(-’f”af) = l f .f(”"ﬁm‘ d“’zn-:-l(t):

gdzie w,,,,(t) jest funkeja schodkowg majgeq skoki 2w /(2n+ 1) w punk-
tach @, a poza tym ciggla. Gdy zastapimy tu do,, () przez di, otrzy-
mamy klasyczny wzér na n-ta sume czgstkowa S, (z, f) szeregu Fouriera
funkeji f, a poniewaz gdy n -> oo wykres w,, (1) zbliza sie, po odjeciu
stalej, do granicy t, nasuwa sie przypuszezenie, ze zachowanie sie ciagu
{T} przy n — oo jest podobne do zachowania si¢ ciggun {S,).

Tak jest istotnie w pewnym stopniu; ale ze tak nie jest calkowicie,
bylo wiadome juz dofé¢ dawno. Tak np. jeszeze Faber wykazal istnienie
funkeji ciaglych f takich, ze ciag {S,(wx, f)] jest zbieiny jednostajnie,
podezas gdy ciag {T,(x, f)} jest rozbiezny w pewnych indywidualnych
punktach, albo tez jest -zbiezny wszedzie, ale nie jednostajnie w kazdym
przedziale. W swej pracy magisterskiej napisanej w 1933 roku, a pézniej
przedstawionej jako praca doktorska, Marcinkiewicz idzie znacznie dalej
w tym kierunku, budujac funkeje ciagla f taks, ze ciag {S,(z, f)} jest
zbieiny jednostajnie, podczas gdy ciag {T,(x,f)} jest rozbieiny prawie
wszedzie.

Praca doktorska Marcinkiewicza ukazala sie w druku w 1935 r.
(p- [4]), 1 w tym samym czasie ukazala sie praca matematyka wegier-
skiego Griinwalda (p. [B]) zawierajaca podobny wynik dla tzw. inter-
polacji czebyszewowskiej, ktora tylko formalnie rézni sie od interpolacji
Lagrange’a. Ciekawe jest, ze w rok pdzniej obaj autorowie mogli wzmocnié,
niezaleznie od siebie, swe przyklady, konstruujaec funkcje f ciaggle takie,
ze ich wielomiany interpolacyjne czebyszewowskie 83 rozbiezne wsze-
dzie; p. [14], [6].

Nalezy zauwazy¢, ze zagadnienie, czy istnieje funkcja ciagla f taka,
ze je] szereg Fouriera jest rozbiezny wszedzie, czy choéby prawie wszedzie,
jest dotychezas otwarte i wydaje sie bardzo trudne. Juz to samo wskazuje
na istotng réznice miedzy bardziej subtelnymi wlasno$ciami wielomianéw
Sp(@, f) i Ty (2, f). Réznica ta uwydatnia sie jeszcze bardziej, gdy rozwa-
#zymy nastepujace wyniki pracy magisterskiej Marcinkiewicza.

a) Funkcja ciqgla f, dla ktorej ciag {T,(x, f)} jest rozbieiny prawie
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wszedzie (a nawet wszedzie), moze spetniaé warunek

1\-1
(24) ﬂx+M—JWM=OKMgI)}-

Jest klasyczne twierdzenie, ze jezeli zastagpimy tu O przez o, to ciag
[T, (z,f)} jest zbieiny jednostajnie. W teorii interpolacji natrafiamy
wiec na bardzo wyrazng granice, wyrazong w terminach modulu ciaglosei
funkeji, miedzy zbieznoScig i rozbieznodeia. Z drugiej strony, dla szeregow
Fouriera warunek (24) gwarantuje zbieznos¢ prawie wszedzie; wystarcza
nawet stabszy warunek

Fl@+h)—f(@) = O{(log })—al a>}
i h lg 9.

b) Dla dowolnego ciagu {e,} malejgcego do zera istnieje taka funkeja
ciqgla f, ze w prawie kazdym punkecie x mamy

(25) ' Tu(@, f) # O(e,logn).

7 drugiej strony podstawowy wynik Kolmogorowa-Seliwerstowa - Pless-
nera moéwi, ze S,(x,f) = o{(logn)'*} prawie wszedzie dla dowolnego
ciaglego f.

Tytul pracy doktorskiej Marcinkiewicza jest: Wielomiany interpo-
lacyjne funkeji bezwzglednie ciqgtych. Autor bowiem rozwazal tam réowniez
nastepujacy temat. Niech bedzie dana funkeja f okresowa i calkowalna
w sensie Lebesgue’a, i niech F(z) bedzie calka nieoznaczong f; przy-
puszezamy dla prostoty, ze F(x) jest funkeja okresowa, co zawsze moina
osiggnaé odejmujac od f staly. Rozwazmy pochodng T, (z, F) wielomianu
interpolacyjnego T, (x, F). Nasuwa sie przypuszezenie, ze gdy n —» oo,
pochodna ta moze w jaki§ sposéb dazyé do f. Ze tak jest istotnie, jest
jednym z wynikéw pracy, i okazuje sie, ze wielomiany T, (x, F) znacznie
lepiej nafladuja zachowanie si¢ S,(x,f) niz wielomiany T, (x,f); por.

Czesé tezy doktorskiej Marcinkiewicza ukazala si¢ pozZniej po fran-
cusku w pracach [11]1 [I2]. Te ostatnie zawieraja jednak i szereg innych
ciekawych wynikow, z ktorych wspomnimy nastepujacy. Niech 7'()
bedzie dowolnym wielomianem trygonometrycznym rzedu n, za§ 1 <
< p < co. Wtedy

1/p

(26) {iflﬂmwﬁwgd4fwmemﬂm},

to znaczy, ze érednia rzedu p wielomianu 7 na przedziale (0, 2%) jest
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zmajoryzowana przez wielokrotno$é sredniej rzedu p w 2n-41 réwno
odlegltych punktach. Stala 4, zalezy tu tylko od p, ale nie od f. Nierow-
nosé jest falszywa dla p =1 i p = oo. Natomiast nieréwnosé przeciwna

2n 1y 2n 1y
(27) {f |T(w)1"dwm+l(m)} éA{ f 1T(w)i”dw} ;

gdzie A jest stata absolutng, zachodzi dla 1 < p < co. Dalsze podobne
wyniki znajdujemy w pracy [17].

Na zakoneczenie wspomne jeszcze o dwoch twierdzeniach z teorii
interpolacji. W pracy [II] pokazane jest, ze a) [stnieje funkcja ciagla f
taka, e $rednie aryimetyczne

To({.l'},f)—{—fl(;l},f)--}-...4—'11”(3?, f)
n+1

sq rozbieine w pewnych punktach; inaczej mowige, nie mamy tu odpowied-
nika klasycznego twierdzenia Fejéra o §rednich arytmetycznych sum
czastkowych szeregdéw Fouriera. Odpowiednik taki da sie jednak otrzy-
maé rozwazajac Srednie arytmetyczne sum czastkowyeh dla kazdego
poszczegolnego T, (x,f); por. [11]. b) Jezeli wielomiany interpolacyjne
Czebyszewa funkeji f sa zbietne w jakims punkeie x,, to granica musi byé
fla,). Wynik ten jest ciekawy i z tego powodu, ze ze wzgledu na nega-
tywny wynik a) nie mozemy tu (inaczej niz w teorii szeregéw Fouriera)
uzywaé przy dowodzie Srednich (28).

(28)

Operacje funkcyjne

Najwazniejszg praca Marcinkiewicza jest tu [44]. Jest to zdaje sie
ostatnia praca zlozona do druku przez Marcinkiewicza; ukazala sie latem
1939 r. w Comptes Rendus paryskiej Akademii. Nie zawiera wecale dowo-
déw. Dowod gléownego twierdzenia zakomunikowal mi Marcinkiewicz
listownie; kompletny dowdéd twierdzenia Marcinkiewicza mozna znaleié
w pracy [23]. Twierdzenie to jest bardzo wazne, ale by go zrozumied,
nalezy przypomnieé¢ tzw. twierdzenie Riesza-Thorina o interpolacji
operacji liniowych.

Przypuéémy, ze mamy operacje addytywna

9= Tf ’
gdzie f i g sa okre§lone odpowiednio w przestrzeniach euklidesowych
R, i R,. Normy w tych przestrzeniach sa okre§lone przy pomocy miar
iy 1 pg Przez wzory

(20)  Wlewy = ( S )"y Nglhosy =  [loF )", (1 <7< o0).
By Ry
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Mowimy, Ze operacja T jest typu (p, q), jezeli istnieje taka stala M, ze
(30) 19llg,ue < MIIfllppy -

Najmniejsza wartosé stalej M bedziemy nazywaé normeq (p, q) operacji.
Twierdzenie Riesza-Thorina mowi, ze jezeli T jest jednoczeénie typu
(p1, q1) z norma M, i typu (p,, ¢,) z normg M,, to jest réwniez typu
(p, q) dla dowolnego (p, q) takiego, ze punkt A o wspoélrzednych prosto-
katnyeh (1/p,1/q) lezy na odeinku Ilaezacym punkty A,(1/p,,1/q;)
oraz A,(1/ps, 1/q,), i norma M dla (p, q) spelnia nieréwnosé

(31) M < MM,
gdzie t jest okreflone przez jedna z réwnofei
1 1—1 t 1 1—1

1 t
(32) ——— e —y, = +— (0<t<).
P P P q U qs

Twierdzenie to ma podstawowe znaczenie i daje nie tylko szereg
pieknych wynikéw, ale ogélny i sugestywny punkt widzenia. Nie zawsze
go jednak mozna stosowaé, gdyz jakkolwiek operacja T moze byé typu
(p,q) dla kazdego punktu wewnetrznego odeinka 4,4,, nie musi byé
tego typu w punktach A, i 4,, a wiec twierdzenie Riesza-Thorina nie da
sig wtedy zastosowaé. Marcinkiewicz zauwazyl, ze skonezono§é norm
M, i M, mozna tu zastapi¢ przez zalozenie slabsze (podsuniete prawdo-
podobnie przez dawny wynik Kolmogorowa [9] o wlasnosciach funkeji
sprzezonych z teorii szeregéw Fouriera). Zauwazmy mianowicie, ze jezeli
oznaczymy przez E(y, g) zbiér tych punktéw przestrzeni R,, gdzie |g| >
=y >0, to oznaczajac norme |gll.,, przez M otrzymamy z drugiej
rownosei (29) oszacowanie

(33) ud B(y, 9)) < (V)

Wobec tego, w zwigzku z (30), bedziemy moéwili, ze operacja T jest slabego
typu (p, q), jezeli dla kazdej funkeji f o skonczonej normie 1fllp,u, Tunkeja
g = Tf jest okre§lona prawie wszedzie (ze wzgledu na miare u,) w R,
L przy pewnym M mamy nieréwnosé

M[fllp |

(34) ul By, 9)) < {
Yy

Najmniejszg warto§é M mozemy tn nazywaé stabq norma (p, q). Operacje
typu (p, q) jest czasem wygodnie nazywaé, dla emfazy, operacjami
moenego typu (p, q). Kazda operacja moenego typu (p, q) jest jednoczesnie
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operacja stabego typu (p, ¢), ale nie odwrotnie; tak np. operacja f = 17,
gdzie f jest podane przez wzér (17), jest slabego typu (1, 1) jakkolwiek
nie jest mocnego typu (1, 1).

Glowny wynik pracy [44) jest, ze, z pewnymi zastrzezeniami, twier-
dzenie Riesza-Thorina pozostaje stuszne, jezeli dla krasicow (1/py,1/q,)
oraz (1/p., 1/q,) zastapimy wymaganie mocnego typu przez staby typ;
konkluzja co do moenego typu w punkeie (1/p, 1/q) pozostaje niezmieniona.

Poprawki, ktére nalezy tu wprowadzié, sg dwie. Pierwsza, ze w kon-
kluzji twierdzenia mamy zamiast (31) nieréwno$é

(35) M < KEM\-'ME,

gdzie stala K zalezy od p,q,t i na ogdl daiy do oo, gdy ¢t — 0 lub
t -1, nawet gdy T jest (przypadkowo) mocnego typu (p,, q;) i (ps, G2).
Podczas gdy wprowadzenie stalej K jest nieszkodliwe dla zastosowan, fakt
jej nieograniezono$ei dla t — 0, 1, gdy ze wzgledu na twierdzenie Riesza-
Thorina wiemy, ze powinna byé ograniczona, jest niewygodny. Niedawno
Cotlar i Bruschi (w pracy [4]; por. tez [16]) wykazali jednak, rozwijajgc
pomyst Marcinkiewicza, ze stala K jest ograniczona, gdy ¢ — 0 i gdy T
jest mocnego typu w punkeie A,; analogicznie dla punktu 4,. Druga
poprawka: gdy w twierdzeniu Riesza-Thorina zakladamy, Ze p i g 83
dowolnymi liczbami miedzy 1 i oo, Marcinkiewicz zaklada dodatkowo,
7e q = p. Zalozenie to jest mato szkodliwe, gdyZ nie ma ciekawych ope-
racji typu (p,q) przy ¢ < p. Ponadto Cotlar (wynik jeszcze nie oglo-
szony) potrafil usungé i to ograniczenie.

A teraz o stosowalnofci twierdzenia Marcinkiewicza. Wydaje sieg,
ze staby typ (p, q) wystepujacy w przypadku p = ¢ =1 w pracy Kol-
mogorowa [9], a explicite w wypadku ogélnym u Marcinkiewicza, jest
bardzo waznym pojeciem, ktorego znaczenie jest dotychczas niedoce-
niane. Narzuca si¢ ono w sposob naturalny w teorii funkeji sprzezonych
i ich odpowiedniké6w n-wymiarowych, w teorii calkowania rzedu ulam-
kowego, w teorii wspolezynnikéw Fouriera. Poza tym, gdy dowdd twier-
dzenia Riesza-Thorina opiera si¢ na teorii funkeji analityeznych, Marcin-
kiewicz uzywa w swym dowodzie bardzo elementarnych pojeé z teorii
funkeji zmiennej rzeczywistej. W konsekwencji, gdy w twierdzeniu
Riesza-Thorina musimy si¢ ograniczyé¢ do interpolacji w przestrzeniach
I?, dowéd Marcinkiewicza pozwala na interpolacje w przestrzeniach
Orlicza, co ma znaczenie dla zastosowan. Poza tym, zamiast addytywnosei
operacji T mozemy zalozyé slabszy warunek: |T(f,4fo)| < k(|Tf:l+
+ | Tfa)).

Operacjom liniowym pogwigecona jest tez wezesniejsza praca [24].
Jej glownym wynikiem jest, ze jezeli mamy ciqg operacji liniowych T,
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»y =1,2,..., zupelnie ciaglych © majgeych mocne normy typu (p, q) ogra-
niczone, 1 < p < oo, 1< q< oo, to moina znaleédé ciag wskainikow

Ny < Ny < ng < ... takich, Ze Srednie
o
1
(36) v Z Twf
feaml

sq zbieine prawie wszedzie dla kaidej funkeji feL”. Praca zawiera réwniez
zastosowania do ukladéw ortogonalnych funkeji.

Wspomne wreszeie o krétkiej pracy [45], ktéra troche juz wkracza
w rachunek prawdopodobienstwa. Niech 0 < s < 2. Rozwazmy jaka$
liniowg podprzestrzenn P przestrzeni L”, przy czym 0 < p < s. Niech
g = Tf bedzie operacjq lintowaq typu (p,p) okreslong w P, przy ezym za
miare preyjmujemy zwykle miare Lebesque’a. Przypusémy, ze dla wszyst-
kich fe P mamy |g|, < M|lfll,. Oznaczmy dla skoriczonego ciggu {f,},

F= (a0 ¢= (3" @="1Th
Wiedy
(80 Gl < MI|F,,

z tym samym M co wyzej. Jezeli s = 2, to warunek p < s moze byé odrzu-
cony i twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego skoiczonego p.

Dowdd jest bardzo krotki, ale opiera sig na wlasnodciach tzw. praw
wyjatkowyeh Lévy’ego. Dla s = 2 wystarczy tu stosowaé gaussowski
rozklad prawdopodobienstwa; w tym szezegélnym przypadku istnieje
tez i prosty dowodd geometryczny (por. [25;, str.224]), ktéry niestety
nie da sie rozciagnaé¢ na przypadek s < 2.

Uklady ortogonalne

Rozwazmy uklad ortogonalny i normalny ¢, (x), ¢2(®), ..., ¢,(®)...,
powiedzmy rzeczywisty, na odeinku (0, 1). Zatem calka

1

| 9u(@)g, (@) do

jest réwna zeru przy p # v i jednoei — gdy u = ». Szeregi ortogonalne

oo

(38) Y euga

fi=1

mozna rozwazaé badz w klasie funkeji feL?, badz w dowolnej klasie L',
* # 2. Pierwsze podejécie jest bardziej naturalne, gdyz, jak to wynika
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z same]j definicji, uklady ortogonalne specjalnie ,pasuja” do funkeji
kwadratowo catkowalnych. Uwaga ta dotyczy jednak tylko ogélnych
ukladéw ortogonalnych, gdyz w klasyeznych przykladach (uklad trygo-
nometryczny, wielomiany Legendre’a, funkeje Bessela etc.) rozwazanie
klas L" prowadzi do ciekawych wynikéw. W ogdélnym wypadku sytuacja
komplikuje sie rowniez przez fakt, ze podezas gdy definicja ukladu orto-
gonalnego nie porzadkuje funkeji w ukladzie, nalezy z goéry oczekiwaé, ze
zachowanie si¢ szeregu (38) zalezy w sposéb istotny od porzadku wyrazow.
W pracy [10] udowadnia Marcinkiewicz ciekawe twierdzenie, ze
dla kazdego uporzqdkowanego ukladu ortogonalnego @), gy, ..., @y, ... 2Zna-
lezé mosna cigg wskatnikow n, < ny, < my < ... taki, ze ilekroé¢ suma fol
jest skornczona, to sumy czqstkowe rzedu ny dla szerequ D) c,p, sq zbieine
prawie wszedzie. Twierdzenie to bylo znane dla ukladu trygonometry-
cznego, gdzie mozna wziaé np. n; = 2° (jest to twierdzenie Kolmogorowa
cytowane wyzej); twierdzenie ogélne otrzymuje Marcinkiewicz przez
aproksymacje funkeji ¢, przez szeregi trygonometryczne. Twierdzenie
to nie jest prawdziwe, gdy rozwazamy klasy L', r # 2. Tak np. szereg
N'nl¢ cosna, ktory jest szeregiem Fouriera funkeji klasy L7, » < 6/5,
mozna, jak pokazuje Marcinkiewicz, tak przeporzadkowac¢, ze w nowym
szeregu kazdy podeiag sum czastkowych jest rozbiezny prawie wszedzie.
Przyklad ten ilustruje dobrze fakt, ze w teorii rozwinie¢ ortogonalnych
funkeji klas L', r # 2, napotykamy na ogol na wyniki negatywne, chyba
ze zrobimy bardzo mocne zalozenia co do ukiadu ortogonalnego.
Rozwazmy szereg trygonometryczny

(39) Ya,+ Z{aﬂcosnw-l— b,sinna).
n=1

Szereg taki nazywa sie lakunarnym, jezeli ma wszystkie wspoélezynniki
réwne zeru z wyjatkiem miejse ny, gdzie n, rosnie tak szybko, ze ng,[n. >
> q > 1. Szereg (39) mozemy oczywiScie napisaé¢ jako ZA,%{:G). Szeregi
lakunarne maja bardzo wyraznie zarysowane wlasnoSci, nasladujgee
w duzym stopniu wlasnofei szeregéw zmiennych przypadkowych nieza-
leznych w rachunku prawdopodobienstwa. Np. jezeli taki szereg jest
szeregiem Fouriera funkeji ograniczonej, a choc¢by tylko jednostronnie
ograniczonej, to musi byé bezwzglednie zbiezny; jezeli jest zbiezny, lub
choéby tylko sumowalny jakakolwiek metoda liniowg w zbiorze miary
dodatniej, to musi byé klasy L* (tzn. jest szeregiem Fouriera funkeji
klasy L*); jezeli jest klasy L to jest klasy L', jakiekolwiek wezZmiemy 7,
przy czym suma jego f spelnia nierownosei

1/2

2r
. 12 1 1yr =
(10)  A,] Y@+ ) g(g | |fr’d:v] < B\ M@0l
0



Jozef Marcinkiewicz 33

gdzie stale 4, i B, zalezg tylko od r i q. Gléwne wyniki prac [20] i [29]
to wykazanie, ze w kazdym ukladzie ortogonalnym g¢,, @,, ... (na ktory
w konkretnych twierdzeniach musimy nalozyé dodatkowe ograniczenia),
mozna znalezé podeiag g s ¢n,, ..., ktory posiada wilasnosei analogiczne
do podeiggu lakunarnego w ukladzie trygonometrycznym. Np. szereg
D ¢xpa, bedzie zbiezny prawie wszedzie wtedy i tylko wtedy, gdy S < oo
jezeli szereg Y cypn, jest klasy L*, to jest réwniez klasy L” dla kazdego
skonezonego r; mamy nieréwno$ci analogiczne do (40) ete. Nie podaje
wszystkich twierdzenn ani tez bardziej precyzyjnego ich sformulowania,
gdyz zalezy mi raczej na uwydatnieniu typu zagadnienia niz na kon-
kretnych wynikach. Praca [20] zawiera jednak poza tym ciekawe uwagi
o tzw. ukladzie ortogonalnym Haara.

W pracy [I5] mamy rozszerzenie twierdzenn Hausdorffa- Younga,
Paley’a i innych z przypadku, gdy uklad ortogonalny {¢,} jest jednostajnie
ograniczony, na przypadek, gdy tylko poszczegélne funkeje ukladu sg
ograniczone, albo, ogdlniej, maja tylko calki

22
J- !(Pn:;rd"r
0
skonezone dla pewnego » > 2.

Funkeje zmiennej zespolonej

Do tej dziedziny naleza omoéwione juz wyzej twierdzenia o zachowaniu
sie sum czgstkowych szeregéw postaci (15).

Glowny wynik pracy (31] jest nastepujaey.

Niech f(2) bedzie funkecjq analityczng w kole |z| < 1, © przypusémy,
Ze w kasdym punkcie zbioru E miary dodatniej polozonego na okregu (2| = 1
funkeja f(2) ma granice skoviczong po drogach nie stycznych do kota. Wow-
czas w prawie kaidym punkcie 0eH, jezeli A(0) jest dowolnym tréjkqtem
0 wierzchotku €° a poza tym zawartym calkowicie wewnatrz kola |2| < 1,
catka powierzehniowa

(41) [[f@Pdeay (2 =a+iy)
4(8)
jest skoiiczona.

W kilka lat pozniej Spencer [16], udowodnil twierdzenie odwrotne:
skofiezonogé calki (41) w kazdym punkeie zbioru K, przy czym trojkat
A(0) moze si¢ zmienia¢ wraz z 0, pociaga za soba istnienie granicy
funkeji f(2) po drogach nie styeznyeh w prawie kazdym punkeie zbioru E.
Zespol tych dwu twierdzen ma wazne znaczenie dla badania zachowania

Roczniki PTM — Wiadomosci Matematyczne IV. 3
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sie funkeji analitycznych na brzegu obszaru istnienia, ale nie mozemy
tu wchodzi¢ w dalsze szczegoly.

W pracy [42] (identyeznej z [55]) badane jest zachowanie sie¢ funkeji
analityeznej f(2,,#,) dwu zmiennych zespolonych w do&é ogdlnych
obszarach. Idzie tu o rozciggniecie na wypadek dwu zmiennych i dowolne
obszary znanych twierdzen F. Riesza, oraz Hardy’ego i Littlewooda
o tzw. klasach H, funkeji analityeznych jednej zmiennej okreflonych
w kole Jednostkowym

W pracy [34] rozwazane jest zagadnienie, kiedy ze zbieznosci poqugu
wszystkich sum czastkowych szeregu potegowego

Co+ €2+ o2t +...

w jakim§ zbiorze wynika, ze szereg ten ma promien zbieznogei dodatni.

Temat pracy [32] jest na pograniczu zmiennej rzeczywistej i zespo-
lonej. W pracach Littlewooda i Paley’a, przy rozwazaniu zachowania
sie brzegowego funkeji f(2) analitycznej w kole [2| < 1, wprowadzona
jest funkeja zmiennej rzeczywistej

1
(42) 9(0) = ([ (1— o) If (0€®)*dg) "™,
BT 0

ktora odgrywa wazng role. Marcinkiewicz, jak i inni przed nim, rozwaza
zagadnienie znalezienia odpowiednika funkeji g bez uwéywania zmiennej
zespolonej. Na pierwszy rzut oka mogloby si¢ wydawaé, ze gdy h jest
dowolng funkejg okresows i klasy L*, odpowiednikiem takim mogloby
byé np. wyrazenie

(13) (J [h(z+1)— h(a“ r—1) ] dt)m,

ale juz bardzo proste przykiady funkeji cigglych h wykazuja, ze catka
taka moze by¢ rozbiezna wszedzie. Marcinkiewicz mial trafny pomyst
rozwazaé zamiast (43) wyrazenie

R ——2 2 \12
(44) (ILEE?:F t)+H{a: ) .,_H;(m_)]_ dt)I ,

s {
gdzie H(z) jest calka nieoznaczong dla h(z), i udowodnil nastepujace
twierdzenie ogdlne:

Niech H(z) bedzie dowolnq funkcjq o okresie 2w, klasy L*. Jezeli H (x)

jest roéniczkowalne w kazdym punkecie zbioru E, to catka (43) jest skorczona
w prawie kazdym punkcie zbioru H.
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Pewne zagadnienia postawione w pracy [32] sa rozwiazane w [21];
uogodlnienia na przestrzen n-wymiarowsa mozna znalezé¢ w [18].

Rachunek prawdopodobienstwa

Rozpoezniemy od najweze$niejszych prae [16] 1 [25]. Niech «,, ,, ..
bedzie ciagiem zmiennych losowych niezaleznych o nadziejach matema-
tyeznyeh réwnych zeru. Mozemy zmienne te interpretowaé jako funkcje

niezalezne w,(t), (1), ... okreslone na odeinku 0 <7 <1 i spelniajgece
warunek

1
(45) fmﬂ(t)dt:() (n=1,2,..).

0

Rozwazmy sumy czastkowe s,(?) szeregu

(46)" 1 (8)+ By (8) -+ T () ...
oraz funkeje

(47) s*(t) = sup|s, (?),

" ktora, poczynajae zwlaszeza od prac Chinezyna i Kolmogorowa, odgrywa
w rachunku prawdopodobienstwa duzg role. Gléwnym pomyslem pracy
[16] jest wykorzystanie do oceny funkeji s*(f) twierdzenia Hardy’ego
i Littlewooda (por. 25;, str.29 sqq.), ktéora moéwi, ze jezeli f(¢) jest
dowolng funkeja nienjemng klasy LP na odcinku (0, 1), za$

1 z+h
@ =sw [ o,
w o ho,
to ffel” i

»
(48) 1Wma2&mem (1 <p <o)

Twierdzenie to zastosowane do funkeji s(¢) = lims,(t) i s*() daje

) ’ »
(19) i <2(2f, (1 <p <o

Czynnik p/(p—1) po prawej stronie jest nieskoniezony dla p = 1, ale

W pracy [25] jest wykazane, ze twierdzenie da sie uratowaé i dla p = 1;
dokladniej, mamy

(50) Is*l, < Allsl, (1 <p < o),
gdzie A jest stala absolutng.
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Z innyeh wynikéw pracy [16] mozna wspomnieé o warunku wystar-
czajaeym na zbiezno§é prawie wszedzie szeregu ) w,(t), gdzie funkeje nie-
zalezne m,(t) majg t¢ samg dystrybuante oraz skoneczony absolutny p-ty
moment dla jakiego§ 0 < p < 2.

Podamy jeszcze nastepujace twierdzenia zawarte w pracy [25].

a) Jezeli {2, (1)} jest ciqgiem funkeji niezaleinych o wartosciach srednich
rownych zeru, to istnieja stale A, i B, zaleine tylko od p i takie, Ze

(51) Apfl (D" ar < fliZm ®dt gﬁpfl(gmf)”’”dt.
0 o ;

b) Jezeli szereg Y w,(t) funkeji niezaleinych jest sumowalny prawie
wszedzie jakas metodq liniowq, to jest zbieiny prawie wszedzie.

Pozycje [22], [23], [27] bibliografii to trzy czelei tej samej pracy.
Zawieraja one szereg nowych i ciekawych wynikéw, jak réwniez nowe
dowody znanych twierdzen. Wiekszodé twierdzen tu rozwazanych -jest
nastepujacego typu. Przypusémy ze dla kazdego naturalnego n» mamy
zmienne losowe niezalezne ,,,%ns, ¥n3,... Przyjmujemy S, = >u,,

i pytamy, jakie warunki konieczne i wystarczajace muszg speliaé zmienne
Zy,, aby dystrybuanta graniczna dla dystrybuant sum 8§, istniala i miala
funkeje charakterystyczng posiadajaca okredlone wlasnosei w dziedzinie
zespolonej. Np. kiedy ta funkeja charakterystyczna

+oo

(52) g@ = [ é=av ()

—00

jest wartodeiag brzegowsg funkeji analityeznej w prostokacie
ol < B, O0<y<R (2=uwx41y)?

Kiedy ¢(z) da sie rozszerzyé¢ jako funkeja analityezna na pas —R <
<y < R? Kiedy ¢(x) jest regularna w poblizu 2 = 0? Do tej kategorii
nalezg tez pytania: kiedy ¢(z) jest z géry przepisana funkeja, w szczegol-
nofci np. kiedy sumy 8, zdazajs, w prawdopodobienstwie, do zmiennej
gaussowskiej, Poissona ete. W pracy [49] podane sg warunki na to, by
granica S, podlegala jednemu z praw wyjatkowych Lévy’ego.

Praca [35] podaje nowa wlasnofé prawa Gaussa: Jezeli x,, a,, ...
sq zmiennymi losowymi niezaleznymi, majgeymi te samq dystrybuante
oraz skonczone momenty wszystkich rzedéw i jezeli przy pewnych statych
a, i b, sumy > a,x, © D)'b,w, istniejq 1 majq te same dystrybuanty, to albo
ciqgi {|a,|} ¢ {|b,|} rosniq sie tylko porzqdkiem wyrazéw, albo x, sq zmien-
nymi gaussowskimi.

Praca [35] zawiera inne wazne dla zastosowan twierdzenie, zwane
czesto twierdzeniem Marcinkiewicza: Niech P, (t) bedzie wielomianem
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stopnia m > 2. Wowczas funkcja f(t) = exp P, (t) nie jest funkejq cha-
rakterystycznq. Marcinkiewicz otrzymuje to twierdzenie jako szczegélny
przypadek ogélniejszego twierdzenia, a mianowicie, ze funkcja calkowita
skoviczonego rzedu o, kiorej wykladnik zbieinosci jest mniejszy miz o, nie
moze byé funkcja charakterystycana.

Przechodze teraz do ostatniej pracy, [19]. Tematem jej jest pytanie,
czy w twierdzeniu Kolmogorowa o iterowanym logarytmie mozna osltabié
zalozenie o rzedzie wielkosci zmiennych losowych. Twierdzenie Kolmo-
gorowa moéwi, ze jezeli ®,,®,,... 83 zmiennymi losowymi niezaleznymi
o nadziejach matematycznych réwnych zeru, drugich momentach
byy by, ..., 1 jezeli polozymy B, = b;+b,+...+b,, to z prawdopodobier-
stwem réownym jednosei mamy
>
r=1

53 i il
o) S Toglog B~

jezeli tylko liczby B, i M, = maxz, spelniaja warunki

. B 12
(54) B, o0, M,= o{(-—-—ﬂ—) 8
loglogB, | |

Okazuje sie, ze drugi warunek (b4) nie da si¢ ostabié, i jezeli zastqpimy tu
o przez O, to konkluzja (53) moze byé falszywa. W konkretnie podanym
przykladzie lewa strona (53) jest, z prawdopodobienstwem 1, mniejsza od 1.

Moze wypada tu wspomnieé o dwu uwagach, ktére zawdzigezam Mar-
cinkiewiczowi, a ktére nie znalazly miejsca w pracy [19], jakkolwiek sa
latwymi i ciekawymi konsekwencjami otrzymanych tam twierdzen.

Pierwsza uwaga jest jak nastepuje. Niech @y, @, ..., T, ... bedzie
ciqgiem zmiennych losowych niezaleinych przyjmujaeyeh tylko wartoset
+1 4 —1, kagdq z prawdopodobieristwem % (zmmienne Bernoulliego), ¢ niech
Ay oy ovny Oy, ... bedzie dowolnym eciqgiem liczb rzeczywistych. Wowezas,
jezeli B, = aj+ay+...-+a; — oo, to z prawdopodobierstwem 1 mamy
nierdwnosé

mn
| a,a,
(55) lim su 1 = 1
n_mop (2B,loglog B,)'*

Dowdd jest powtérzeniem tej czedei klasyeznego rozumowania Kolmogo-
rowa, ktére daje znak < zamiast — w ogélnym twierdzeniu (53); wy-
starezy tylko zauwazyé ze zmienna Bernoulliego # ma te wlasnosé, ze

przy kaidym a nadzieja matematyczna dla €® nie przekracza &P
(por. [19], str. 216).
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Twierdzenie to mozna réwniez wypowiedzieé w sposéb nastepujacy:
Jezeli »(t), ry(t), ..., 7a(t), ... 83 funkecjami Rademachera (tzn. »,(f) =
= gignsin2"nt), to dla prawie wszystkich punktéw przedzialu 0 <t <1
mamy

f’ a,1,(t)

< = Y
(2B, loglog B,)'® 1 (Ba 21: ),

(56) ].un sup

jakiekolwiek bylyby liczby a,, a,, ... spelniajace warunek B, — co.

Druga uwaga jest latwa konsekwencja pierwszej. Jezeli x,, x,, ..
sq dowolnymi zmiennymi losowymi niezaleinymi ¢ symetrycznymi (to osta-
tnie oznacza, ée x, oraz —ux, majq te same dystrybuanty), i jezeli z prawdo-
podobienistwem 1 mamy

(87) Xn=mi+m§+—--'+‘w§;_')‘mr
to z prawdopodobienstwem 1 mamy tez nierdwnosé
Zm
=1
(2X, lcn,t.j;log'X,,,]”2 =

(58) lim Sup

Dla dowodu potraktujmy zmienne losowe z, jako funkeje niezaleine
o, (w) okreflone w przestrzeni miarowej (2 i rozwazmy funkeje nieza-
lezne w,(w)r,(t) zalezne od parametru t,0 <t <1, t # p2~% W mysl
(56) i (58) dla dowolnego w, dla ktorego X, — oo i dla prawie wszystkich ¢
mamy

Dz (w)r,(t)

. . =] g 1
(59) P B (w)loglog Xy (@) ™

W my¢l twierdzenia Fubiniego, istnieje takie #, (prawie wszystkie ¢, maja
te wlasnosé), ze dla t = t, i dla prawie wszystkich we zachodzi (59).
Wystarezy teraz zauwazyé, ze ze wzgledu na 'symetrie zmiennych z,,
mozemy tu w liczniku zastapié x,(w)r,(t,) przez z,(w).
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