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Matematyka wspélczesna a nauczanie

Artykul ten stanowi streszczenie odezytéw wygloszonych 27. 9. 58 w Bazylei
w Szwajearskim Towarzystwie Naueczyecieli Matematyki i Fizyki oraz 18. 11. 58
w Sévres w czasie miedzynarodowego kursu nauczyeieli matematyki zorganizowanego
przez Europejska-Organizacje Wspélpracy Ekonomicznej.

Latwiej bedzie zrozumieé palaca potrzebe i powszechne znaczenie
rozwazan, ktérym poswiecony jest ten artykul, udwiadomiwszy sobie
rozmach podobnych badan rozwijajacych sie w ostatnim dziesigcioleciu
na calym $wiecie, w Europie, w Azji badz w Ameryce. Swiat przezywa
wielka rewolucje, stara sie dostosowaé do nowych warunkéw ekonomi-
cznych i demografieznych, chce zrozumieé¢ nowe pojecia.

Matematycy z réznych powoddéw znajduja sie¢ w centrum tego ruchu.
Wiszedzie poszukuje si¢ technikéow, inzynieréw, tezonych, a ciggle brak
profesorow do ich ksztalcenia. Od szko6l wszystkich stopni zada sie roz-
szerzenia i ulepszenia programu studium matematyki.

Profesorowie wyzszych uczelni i licedw otrzasaja sie wladnie ze zbyt
dhugiego bezwladu. Pierwsi stwierdzaja, Ze mlodzi studenci przybywa-
jacy na uniwersytet maja umyst przecigzony zdewaluowanymi wiado-
moseiami i przestarzalymi sposobami myslenia. Gdy otwieraja podrecz-
niki szkolne, sa przerazeni brakiem precyzji jezyka, niedostatecznym
rozbudowaniem podstaw, zbednymi czesto komplikacjami, zlo§liwymi
nowotworami, ktére narosly na konstrukeji Euklidesa. Drudzy spostrze-
gaja, otworzywszy jakakolwiek niedawno wydana publikacje matema-
tyezng z algebry, analizy czy geometrii, ze nie rozumieja nawet jej jezyka;
Pytaja sie wowezas, czy to jest jeszeze matematyka i jesli tak, to na co
moze si¢ przydaé¢ ich praca pedagogiezna. Tak we wszystkich krajach
rozpoczyna si¢ rozmowa miedzy uczonymi i nauczycielami,

Narzuea sie wowezas wazne pytanie: czego uczyé, jak uczyé i kogo
uczy¢? Jakie wyksztalcenie daé przysztym nauczycielom szko6t §rednich?

_ Nie mozna na nie odpowiedzieé prosto ani jednoznacznie; nie bu-
‘1‘_-‘J9 si¢ bez fundamentéw — odpowiedz musi uwzgledniaé specyfike
historyezng i ekonomiczng kazdego kraju oraz jego zasoby w ludziach.
Jednakze szybkogé, zasieg komunikaecji i informacji prowadza do tego,
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ze $wiat, mimo podzialdw, staje si¢ z kazdym dniem bardziej §wiadomy
swej jednodci; okazuje sie, ze umyst ludzki, nieuformowany jeszcze
wyksztalceniem ani nie sklerotyzowany wiekiem, ma wszedzie ten sam
kréj. Mozna wiec spodziewad sie wytyczenia powszechnych linii obeenych
przemian i ogoélnyech zasad mogacyeh doprowadzié do zadowalajacych
rozwigzan naszego problemu.

Jaki jest cel nauczania?

Przeciwstawia sie czesto nastepujace dwie koncepcje nauczania
matematyki:

Koncepcja A. Jest pewien zaséb wiadomosci, ktére kazdy przyszly
inzynier, technik, uczony powinien posiadac¢; celem naszego nauczania
jest wyposazenie w nie ueznidéw, a pedagogika jest sztuka znalezienia
najlepszej drogi do celu.

Oto punkt widzenia czesei ludzi stosujacych matematyke — inzy-
nieréw, fizykéw czy chemikoéw.

Koncepcja B. Nauczanie matematyki jest szkolag poprawnego,
logicznego myslenia. Niewazne, co sie w miynku matematycznym miele
— idzie o to, by nauczyé sie mle¢ wedlug regul.

Taki jest punkt widzenia pewnych logikéw, filozoféw i huma-
nigtéw.

Bez watpienia oba te poglady sa rzadko wypowiadane w tak ostrej
formie, ale mozna je znalezé u podstawy dyskusji przeciwstawiajacych
sobie codziennie stronnikéw rozmaitych wariantéw reformy nauczania;
nie sa one oczywiscie nowe i stanowiag tylko jeden aspekt klasycznej
dyskusji tak barwnie zilustrowanej przez Rabelais’go.

Rosngee znaczenie maszyn w naszej cywilizacji moze naim dopomoe
do dokladniejszej oceny wartosci tych pogladéw. Maszyny wziely na
siebie, w trakcie swej ewolucji, zadania coraz to bardziej zlozone i zaste-
puja powoli czlowieka w dziedzinach sily fizyeznej, komunikacji, stowa,
pamieci, rachunku; niektére beda mogly wkrétee tlumaczyé, podejmowaé
decyzje na podstawie duzego zasobu informacji, & nawet w takich sytua-
cjach uwzglednia¢ swoje dodwiadczenie. Sg wiee zdolne do czynnosci,
ktore wedlug dotychezasowych mnieman wymagaly ludzkiej inteligencji:
rachowanie, prowadzenie ksiegowosci, tlumaczenie. Stawiaja przed nami
pytanie: co odréznia umyst czlowieczy od maszyny?

Czlowiek uwaza si¢ za wyzszego od maszyny dlatego, ze to on jg
skongtruowat, rozumie ja, moze ona robié¢ tylko to, do czego jest prze-
znaczona; on za$, przeciwnie, bez przerwy buduje sie na nowo, staje si¢
coraz bardziej zlozony: ezuje mozno§é przekroczenia kazdej z gory za-
danej granicy.
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Czlowiek jest twdrcq: celem nauczenia powinno wiee byé przede
wszystkim budzenie i rozwijanie zdolno$ci twoérezych uezniow.

Koncepeja A jest wiee obecnie nie do utrzymania: ,zaséb wiado-
mosci” ma swe miejsee w tablicach, ksigzkach, w pamieci maszyn; jednym
z naszych celow bedzie zreszta pokazanie uczniom, jak nalezy sie postu-
giwaé¢ tablicami i ksigzkami, jak zdobywaé informacje. Ale i druga kon-
cepeja nie wytrzymuje krytyki: aktywno$é matematyczna nie polega
na umiejetno$ei wyprowadzania z pewnych przestanek dlugich laricu-
chow poprawnych wnioskow, to potrafia robié¢ maszyny, przeciez to juz
dawno Turing wymys$lit maszyne logiczna umiejaeca wypisywaé twierdze-
nia logiki formalnej.

Matematyka nie rozwija sie w sposéb prosty; matematyk nie tylko
obiera jako podstawowe aksjomaty zdania piekne i ciekawe — dwa po-
jecia bardzo ludzkie — ale w kazdej chwili musi wybieraé swg droge,
wybiera¢ dobre definicje, interesujace pojecia. Twoérca musi umieé obser-
wowad, wybieraé, wntoskowad i dzialaé: kazdy etap budowanej teorii wy-
maga od niego tych umiejetnosei.

Rolg nauezyciela staje sie pokazywanie uezniowi mechanizmu two-
rzenia i dlatego nie moze on postugiwaé sie lepszym modelem niz praca
uczonego, tworey ; nie wypelni on zreszta swego zadania, jefli sam choéby
w najskromniejszym zakresie nie wykaze aktywnogei twérezej, na przy-
ktad zastanawiajac sie, bez zadnych danych, bez pomocy ksigzek, nad
swymi wykladami. ZauwazyliSmy wszyscy, Zze w dniu, w ktérym zasta-
nawialiSmy sie gleboko i pogodnie nad wykladem, uczniowie byli bardziej
uwazni, bardziej inteligentni. Latwiej nam przeprowadzi¢ uczniéow z je-
dnego poziomu umyslowego na drugi, gdy sami dopiero co odbyli§my
te droge. Tak samo jak powstajacy tlen jest bardziej aktywny, nasze
Swieze odkryeie na nowo pewnych partii matematyki budzi zZywsze echo
wsrod uezniow.

Obie koncepcje A i B zawieraja czastke prawdy: kazdy organizm
zywy sklada sie z pierwiastkow chemicznyech, ktérymi rzadza okreslone
prawa fizyczne. Ale wspolistnienie pierwiastkéw chemieznych i praw
fizycznych nie wystarcza jeszeze do stworzenia istoty zyjacej.

Model, ktérego szukamy, znajdziemy w dzialalnosei fizyka: on
obserwuje i wybiera; rozmysla nad swymi obserwacjami i wyeiaga z nich
konsekwencje praktyezne (schematy nowych doswiadezen, konstrukeje
aparatur itd.).”

Tak wige doszliémy do rozréznienia trzech aspektéw nauczania mate-
matyki.

1. W pierwszej fazie matematyk jest obserwatorem. Rozporzadza
On — podano mu go, lub wyszukal go sobie sam — pewnym materialem
(fizyeznym Iub umyslowym, gdy ma juz pewne doswiadczenie), ekspe-
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rymentuje na tym materiale, wyzwala prawa i naturalne pojecia (beda
to aksjomaty i w bardziej zaawansowanym stadium — definicje).

Na przyklad Desargues postugujace sie materialem zlozonym z kartek
papieru, linijek, olowkow wyzwala aksjomaty geometrii rzutowej. Mate-
“matyk manipulujae kartkami papieru, ktére moze zginaé, linijka, cyrklem,
oléwkiem wyzwoli aksjomaty geometrii plaszezyzny oparte na pojeciu
symetrii wzgledem prostej.

2. Wychodzae z tak wyzwolonych praw i pojeé¢, wyprowadza sie,
przestrzegajac zasad rozumowania logicznego, twierdzenia. To jest okres
dedukeji.

3. Twierdzenia dostarczaja nowego materiatu; zanotuje sie je w ksiaz-
kach, moze poshuza z kolei jako material, ktorego studinm zapewni dalszy
postep, moze wreszcie stana sie narzedziem fizyka czy chemika.

Te trzy okresy, ktére upodabniaja prace matematyka do pracy fizyka
zajmujacego sie rzeezywistodcia matematyczng, stanowia rodzaj cyklu.
Zauwazylidmy juz zreszta, ze kazdy duzy eykl jest zlozony z bez liku cykli
mniejszych; kazdy krok badacza rozklada sie w istocie na trzy okresy,
ktére rozwazaliémy. Okresy 3 i 2 odpowiadajg doé§é dokladnie dwu kon-
cepejom klasyeznym A i B ktoryeh niedostatecznodé skrytykowali§my
przed chwila; bedziemy sie wiec starali obecnie przede wszystkim podkre-
§lié znaczenie pierwszego okresu dla pedagogiki.

Jedli dziecko powinno umieé obserwowaé, wybieraé, wyzwalaé prawa
i pojecia, trzeba mu stworzyé warunki sprzyjajace tej dzialalnosei. Kon-
kretny material jest zbyt czesto w pogardzie u nauezycieli, ktorzy ogra-
niczaja si¢ do nauki dedukeyjnego myélenia (to wlasnie ci twierdza, ze
istniejg nezniowie calkowicie niezdolni do matematyki); ale kazdy, kto
w mniejszym lub wiekszym stopniu uzywat w swej praktyce sznurkow,
gumek, kawaltkow plastiku, zegarka, cienia, ustawienia drzew w sadzie
itp., zna cale bogactwo sytuacji matematycznych, ktore przedmioty te
narzucaja lub sugeruja.

Kino moze tworzy¢ sytuacje, ktorych nie dostarczy zaden inny
material (filmy Nicoleta, Fletchera i in.), pelne dynamiki wladciwej samej
jego istocie: w dobrym filmie nie ma figur izolowanych, przeksztalcaja sie
one, lagcza w rodziny podobnych sobie; film stanowi wiec material
szezegolnie dobrze przystosowany do ilustrowania tej strony matema-
tyki wspoélczesnej, ktora nazwaliémy przed chwila dynamizmem. Istnieje
wreszcie material abstrakeyjny: u ueznia z pewnym doswiadezeniem
istnieje caly skarbiec wyobrazenn wywolanych przez dobrze przyswojone
sytuacje matematyczne, ktore to wyobrazenia staly sie dla niego réwno-
wazne materiatlowi konkretnemu. Nauczyciel moze czerpaé z tego skarbea
— powinien zna¢ jego zawarto$¢ — kombinowaé¢ w miare potrzeby kilka
takich wyobrazen, aby stworzyé sytuacje prosta leez plodng, o zawar-
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toéci intuicyjnej zdolnej doprowadzi¢ do przyswojenia sobie nowego
pojecia. W kazdym wypadku wybér i badanie dobrze dobranej sytuacji
matematycznej bedzie istotnym etapem, wladnie w trakeie jej badania
nauczyciel z radofciag zaobserwuje jak uczniowie kolejno rozjasniajg sie
i mowig: ,teraz zrozumialem?”.

Zmaczenie tego pierwszego okresu wymaga dobrej znajomosci psycho-
logii dziecka. Poniewaz nie idzie tylko o nauczenie go pewnych rzeczy,
o umiejetnosé stosowania pewnych regul (upraszezanie ulamkéw, prze-
noszenie wyrazow z jednej strony réwnania na drugg itd.), ale o zaape-
lowanie do jego wyzszych zdolnoSeci, jest wazne abysmy wiedzieli, jaki
wiek sprzyja najbardziej przyswojeniu takiego czy innego pojecia, jakie
powstaja trudnofei, jakie sytuacje nalezy uezniowi przedstawié, aby nie
pomylil réznych struktur (dzielenie zamiast odejmowania itp.).

Ciggle zbyt malo uwagi po§wiecajg psychologowie tym problemom.
Wszysey powinni§my wspoélpracowaé w tym dziele, pasjonowad sie py-
taniem, jak funkecjonuje mozg naszego dziecka. Jedli nie bedziemy tego
robié¢, zawsze zostanie miedzy nim i nami bariera, a jezyk, ktérym mo-
wimy, bedzie dlaii najmniej zrozumialym z jezykoéw obeych.

Gdy przestajemy widzieé w matematyce §wieta konstrukeje oparta
na wieeznych przestankach, z niezachwianym porzadkiem twierdzen
i gdy akcentujemy dzialalnoéé tworeza, rozszerzamy zadziwiajaco zakres
naszego nauczania. Rzeezywisto§é, konkretna eczy abstrakeyjna jest
bogata w ukryte struktury, trudno przyjmowaé¢ jedne z nich odrzucajac
inne. Stowo ,geometria” nabiera wowczas szerszego znaczenia, geometria
staje si¢ na nowo badaniem zjawisk matematycznyeh, ktore przedstawia
nam §wiat; nie ma wowczas powodu ograniczaé¢ sie do badania grupy
przesunie¢ czy podobienstw. Cienie, perspektywy narzucaja nam geo-
metrig¢ rzutows, kauczuk, tkaniny prowadza nas do ogdlniejszych jeszcze
przeksztaleen. Figury tréjwymiarowe staja sie wazniejsze od plaskich;
Swiat wspélezesny sugeruje nam uklady osi wspolrzednych. Symetria
zajmuje znowu swe podstawowe miejsce. Przypadek narzuca sie jako
Przedmiot badania.

Jedli checemy wyprowadzié¢ z matematyki reguly dziatania w §wiecie,
trzeba, zeby tkwila ona w tym $wiecie swymi korzeniami, powinni§my
Wwiee zaprzesta¢ odrzucania z zakresu naszego nauczania pewnych pojeé
podstawowych dla rozwijania wyrafinowanej doktryny, ktérej liczne
czeSci, zachowujac pewng elegancje, sa moecno podstarzale.

Jakiej matematyki nalezy uczyé

ZobaczyliSmy dopiero co, ze chcge uszanowad i rozwinaé dzialalnosé
tworeza ucznidw, zmuszeni jestesmy, studiujac material dostarczany
Przez rzeczywisto$é, rozszerzyé zbior pojeé, ktore powinni sobie oni
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przyswoi¢. Druga konieczno$é dyktuje nam psychologia dziecka: mate-
matyka, ktérej bedziemy je uczy¢, musi byé dostosowana do ksztaltuja-
cych sie struktur umystowych.

Zadaniem naszym jest takze stworzenie mocnej wiezi miedzy naucza-
niem i badaniem naukowym; powinni§my wiec w miare moznosci uczyé
matematyki, ktéra zadowolilaby badacza, zaréwno swoim jezykiem
i §cislodeig jak i doborem rozwazanych poje¢ — niech beda to te pojecia,
ktore badaecz uzna za podstawowe.

Chcemy rowniez, aby matematyka, ktorej bedziemy uczydé, reali-
zowala zasady ekonomii my§lenia. Matematycy znaleZli sie w sytuacji
analogicznej do tej, w jakiej byl przemys! na poeczatku naszego stulecia:
od czasu zastosowania maszyn na wielkg skale fabryki rozrastaly sie,
stawaly coraz ciasniejsze, produkcja komplikowala sie, mozna bylo oba-
wiaé sie, czy ta komplikacja nie zahamuje dalszego postepu. Jednak
znaleziono rozwigzanie; zburzono stare fabryki, a na ich miejsce wznie-
siono nowe, pelne §wiatla, doskonale zorganizowane, produkujace wiecej
z mniejszym halasem i wysilkiem. Nasze programy matematyeczne réwniez
cierpia na hipertrofi¢; jesli chcemy zadowolié technikéw, fizykéow czy
statystykow, musimy budowaé od nowa, w tym klebowisku zaulkdéw
przebié¢ szerokie aleje, ktére prowadzityby szybko do wszystkich waznych
poje¢ obecnie uzywanych i stanowily dobre podioze do powstawania
i rozwoju poje¢ nowych.

Checemy wreszcie, aby matematyka, ktorej bedziemy uczyé, byla
przyjemna, by porywala umysty — bylby to wlasnie nasz najwiekszy atut.

Wymagania do$é duze, ale rozwigzanie istnieje; to matematyka
wspolezesna, powstala dzieki wysilkom wielu nezonyeh w eiggu ostatnich
pieciu dziesiatkow lat. Zreszta by¢ moze istnienie rozwigzania spelnia-
jacego wszystkie zgdane warunki nie jest az tak dziwne, trzeba przyjaé
tylko, ze umysl ludzki — a umyst dziecka jest gotéw przeksztalcié sie
w umysl uczonego — jest w pelni zadowolony jedynie z konstrukeji
prostych, wydajnych i przystosowanyeh do warunkéw, w ktorych

zyjemy.
Rzut oka na matematyke¢ wspolezesna

Matematyka wspoélezesna powstata z chwilag, gdy zdobyla odpo-
wiedni jezyki — jezyk teorii mnogodci stworzony przez Cantora — i gdy
zaawansowany rozw6j poje¢ matematyeznyeh pozwolil odezué brak
teorii ogélnych. Nowa matematyka jest corag Kartezjusza, bo on to
zbudowal droge syntezie tworzac potezne narzedzie geometrii analitycz-
nej. Korzysta ona rowniez z jego rady: ,nalezy dzieli¢ zawsze trud-
no$ci na tak male cze$ci, aby kazda z nich dawala sie osobno roz-
wiazacé”.
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Przyklad pomoze nam zrozumieé jedna z jej cech charakterystyecz-
nych; zbiér R liczb rzeczywistych posiada liczne wlasnodei: istnienie
dodawania, mnozenia, porzgdku, pojecia granicy. Oczywidcie, w pewnych
wypowiedziach o zbiorze R interweniuje tylko jedna, lub dwie takie wia-
snodei; na przyklad pojecie wielomianu korzysta tylko z dodawania
i mnozenia; pojecie funkeji rzeczywiste] rosngeej — tylko z pojecia
porzadku. Kazda z tych podstawowych wlasnodei odpowiada temu, co
nazywamy obecnie strukturq. W naszym przykladzie mamy do czynienia
ze strukturg ciala, strukturg porzadku i struktura topologiczng.

Takie wlasnie struktury sa narzedziem matematyki; kazda z nich
jest prosta i odbija jedna tylko strone badanego zjawiska. Dlatego nie-
trudno jest je studiowaé osobno, a poniewaz wystepuja one w calej mate-
matyce, warto badaé¢ je gleboko i skrupulatnie. Najwazniejsze z tych
struktur to:

1. struktury zdefiniowane przez relacje réwnowaznosei, .

2. struktury czesciowego porzadku, w szczegdélnosei struktura po-
rzadku,

3. struktury algebraiczne, w szezegdélnosei grupy, pierscienie, ciata,
przestrzenie wektorowe,

4. struktury topologiczne, pozwalajace sprecyzowaé pojecia cia-
glosei i deformac;ji.

Dodwiadezony matematyk spostrzega szybko, jakie struktury trzeba
rozpatrywaé badajac dany problem i moze natychmiast dysponowaé
calym arsenalem twierdzen o tych strukturach. Praca jego jest zreszta
uproszezona przez przeprowadzone juz badania pewnych struktur, nazy-
wanych_ztozonymi, ktére wynikaja z jednoczesnego istnienia dwu czy
wigeej struktur podstawowych, powigzanych zreszta pewnymi warun-
kami zgodnosei.

Przyktad struktury zlozonej: grupa topologiczna. Jest to zbidr,
W ktérym okreflona jest struktura grupy i struktura przestrzeni topo-
logicznej. Obie one sa zwiazane ze sobg: mmnozenie i branie elementu
odwrotnego w grupie sa funkejami cigglymi. Mozna przytoczyé réwniez
inne przyklady: przestrzenn wektorowa topologiezna, grupa uporzadko-
wana itp.

W pewnych zagadnieniach interweniuje jednoczesnie bardzo wiele
E“‘:I‘llktur. Taka jest sytuacja w teorii potencjalu, rozmaitodciach réz-
niezkowalnych i réwnaniach rézniczkowyeh czgstkowych.

Badanie struktury matematycznej podstawowej (pokazemy to na
pm}’kladach) opiera si¢ na malej liczbie aksjomatéw. Nie zakladajac
ni¢ ¢ badanych przedmiotach, zajmujemy si¢ tylko zwigzkami, jakie
miedzy nimi zachodza. Wynika stad wielka og6lnosé. Twierdzenia mate-
matyki wspolczesnej dotycza niemal zawsze nie jednego, ale obszernej
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klasy przedmiotéw. Badacz jest zadowolony dopiero wowezas, gdy udalo
mu sie dobraé definicje tak, ze klasa przedmiotéw spelniajacych twier-
dzenia rozwazanej teorii nie moze by¢ powigkszona bez gruntownej jej
przebudowy. Ogélnosé ta ma dwie zalety: z jednej strony, oczywis-
cie, pozwala ona zamknaé¢ w jednym twierdzeniu wiele przypadkéw
szczegdlnych, znanych lub nie, z drugiej za$§ strony mnogo$§é¢ badanych
przedmiotéw ulatwia badanie kazdego z osobna; kaidy jest w pewnym
sensie wyjasniany przez pozostale. To wlasnie mialem na mysli mowige
wyzej o dynamizmie matematyki wspolczesnej. Dynamizm ten jest
zreszta bardziej dostepny dzigki wygodnemu operowaniu dzialaniami
teorii mnogofci i formalizmowi, ktéry powolata ona do zycia. Liczne
dowody polegaja na stosowaniu dzialan do jakiej§ rodziny zbioréw:
bierze si¢ obraz, iloczyn, sume, domknigcie, grupe generowang itd. Pod
tym wzgledem matematyka nowoczesna stosuje si¢ doskonale do wska-
z6wki pedagogiki gloszacej, ze aby zrozumie¢ dobrze jakas wiasnosé,
nalezy poréwnaé¢ ja z wlasnofeiami sgsiednimi, zbadaé jej zaprzeczenie
itp. Szezegélowe i skrupulatne studium struktur podstawowych dostar-
czylo wreszeie matematykom pewnego, gietkiego i obrazowego jezyka,
przyzwyeczailo ich do precyzji i zwiezlosei nie znanej ich poprzednikom.
Praktyka teorii aksjomatyeznych nauczyla ich, jak nalezy formulowadé
definicje, uczy, ze dow6d nie jest plynnym rozwazaniem, lecz ma byé
podzielony harmonijnie na czesci (lematy i twierdzenia) o jasno okre-
§lonych zwigzkach logicznych.

Kilka struktur podstawowych. Przypomnimy teraz dobrze
znane definicje kilku struktur wybranych dla ich wagi i prostoty: relacja
réwnowaznosci, relacja porzadku, grupa.

Psychologowie, w szczegolnosei Piaget, podkreslaja, ze odpowiadaja
one strukturom umyslowym u dziecka. Nie jest to zresztyg zaskakujgce,
przeciez matematycy byli réwniez dzieémi, tylko urofli, mozemy wiec
znalezé w zarodku u dzieci struktury, ktére pozniej wydadzg si¢ im naj-
bardziej] wazne i ktorych uzycie dostarczy im najwiecej zadowolenia.

Ogoélnie, relacjq dwuczlonowq w zbiorze E nazywamy podzbior S
zbioru ExE (zbioru par uporzadkowanych (w,y) elementow K). Mo-
wimy woéwezas, ze x i y pozostajq w relacji 8, gdy (x, y)eS; zapisuje sie
to rowniez xSy. Na przyklad gdy S jest przekatna A4 zbioru EX E (zbio-
rem par (z,x)), relacja S jest po prostu réwnoseig.

Relacja rownowaznosci w E. Nazywamy tak relacje (oznaczana
czesto ~) posiadajaca nastepujace wlasnosei:

a) dla kazdego weF zachodzi x ~ z (zwrotnoc),

b) (z ~ y) pociaga (y ~ @) (symetria),

¢) (¢ ~y) i (y ~2) pociaga (¢~ 2) (przechodniosé).
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Przyklady. 1. E = zbiér ksiazek bliblioteki szkolnej; przyjmu-
jemy @ ~ y, gdy # i ¥ maja ten sam kolor okladki.

2. E = zbiér uezniow jakiej§ szkoly; przyjmujemy x~ vy, gdy 2 iy
§3 neczniami tej samej klasy.

3. E = zbiér wielokatéw plaskich; przyjmujemy z ~ y, gdy = i ¥
majg rowne pole powierzchni.

4. B = zbiér liczb calkowitych; przyjmujemy z ~y, gdy z—y
jest podzielne przez 5.

5. B = zbiér prostych plaszezyzny euklidesowej; przyjmujemy
x~ 1y, gy # 1 y sq identyczne lub nie maja punktéw wspélnych.

6. E = zbiér par liczb catkowitych > 1; kladziemy (p, ¢)~(p’, ¢'),
gdy pg' =p'q.

7. E = zbiér ciagéw @ = (2, @y ..., &y, ...) liczb wymiernych ta-
kich, ze (x,—x,) dazy do 0, gdy p i ¢ daza do nieskonczonosei; przyjmu-
jemy @ ~ y, gdy lim (z,—y,) = 0.

T—p00

Kazdej relacji rownowaznofei 8 okreflonej w E odpowiada podziat E
na klasy réwnowaznosci, klasa elementu « jest zbiér wszystkich y réwno-
waznych .

Klasy te (kazde dwie sposrod nich sa rozlaczne lub identyezne)
tworzg nowy zbior E/S nazywany ilorazem E przez S.

Pojecie zbioru ilorazowego jest poteznym grodkiem pomagajacym
w poprawnym definiowaniu nowyech obiektéw matematycznych. Na
przyklad w przykladach 4, 5, 6, 7 elementy E/S sa odpowiednio elemen-
tami ciala przemiennego rzedu 5, kierunkami prostych na plaszezyznie,
liczbami wymiernymi > 0, dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Relacja cze$ciowego porzadku w E jest to relacja (oznaczona przez =3 )
taka, ze

a) dla kazdego x<E zachodzi x 3z (zwrotno$é),

b) (#x 2 y) i (y 3 x) pociaga = = y (antysymetria),

¢) (#3y) i (y 32) pociaga x < z (przechodnio$é).

Przyklady. 1. E = zbiér liezb calkowitych > 1; przyjmujemy
=3y, gdy ® =y lub y—az<k.

2. FE = zbiér liczb calkowitych > 1; przyjmujemy z 3y, gdy
* jest dzielnikiem .

3. E = zbiér wszystkich podzbioréw danego zbioru 4 ; przyjmujemy
=y (pisze sie raczej x C y), gdy « jest podzbiorem y.

4 B = zbiér wielomianéw zmiennej ¢ o wspélezynnikach rzeczy-
wistyeh; przyjmujemy x <3y, gdy ¢ =y lub gdy w wielomianie y—u=
wspllezynnik przy najnizszej potedze t jest > 0.

5. E = zbi6r tunkeji rzeczywistych okre§lonych na odeinku <0, 1);
przyjmujemy « <3y, gdy dla kazdego te{0,1) mamy y(t)— x(t) = 0.
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W przykladzie 1 mamy do eczynienia z porzadkiem, to znaczy dwa
dowolne elementy x i 4 zbioru E sa poréwnywalne: jest # <y lub y 3 «.
Nie zachodzi to w przykladych dalszych.

Przyklad 2 ilustruje teorie podzielno$ei; wszystkie jej pojecia (liczby
pierwsze, n. w. w., n. w. d.) moga byé wyrazone w istocie w terminach
porzadku czeSciowego.

Struktura grupy. Pojecie grupy abstrakeyjnej narodzilo sie z badania
przedmiotéw takich jak linia prosta, plaszczyzna zespolona (z operacja
dodawania), oraz z badania grup przeksztalcen (grupy permutacji zbioru
skonezonego, grup ruchéw sztywnych, przesunieé¢, jednokladnosei, po-
dobienistw plaszezyzny lub przestrzeni tréjwymiarowej R3). Stanowi
ono jeden z filaré6w matematyki wspolezesnej.

Zacznijmy od pojecia bardziej ogoélnego: strukturq algebraicang
(z jedng operacja) w zbiorze F nazywamy okreslenie pewnego dzialania,
to jest przeksztalcenia KX FE w E. Obraz pary (r,y) oznaczamy x-i,
zy lub x+y w zaleznodei od sytuacji.

Przyklady. Jesli B = R, funkcje (z,y) — @+y lub ay, lab o+ 2y
8g dzialaniami.

Jesli E = zbidr wszystkich podzbioréw danego zbioru 4, to iloczyn
(cze§é wspdlna) i suma sa dzialaniami, oznaczamy je (x,y) - x~y 1 &vy.
Natomiast gdy F = odcinek (0, 1>, funkeja (v, y) - x4y nie jest dzia-
laniem, poniewaz dla pewnych = i y punkt (w-+y) nie nalezy do K.

Element e zbioru E nazywamy neutralnym, jesli dla kazdego z za-
chodzi ex = we = x. Oczywidcie w E istnieje co najwyzej jeden element
neutralny. Dzialanie nazywamy lqcenym, gdy zawsze (xy)z = z(y2).

Jedli element neutralny e istnieje, mowimy, ze x i 2’ sa odwrotne,
jesli wx' = a'x = e. Gdy dzialanie jest laczne, kazdy element posiada
co najwyzej jeden element odwrotny. .

Mozemy teraz zdefiniowa¢ grupe:

Grupa nazywamy zbior, w ktorym okreslone jest dziatanie tqczne, posia-
dajgcy element neutralny i ktérego kaidy element ma element odwrotny.

Tak wiee dziatanie (z, y) = x-y w R nie jest operacja grupowsg, bo 0
nie ma elementu odwrotnego, ale jest juz operacja grupowsg w Rt =
= R—10}. Dzialanie dodawania zbioréw (z,y)— (xvwy) ma element
neutralny @ (zbiér pusty), ale pozostale elementy nie maja odwrotnego,
nie jest to wiec operacja grupowa.

Nie zawsze mozna natychmiast odpowiedzie¢ na pytanie, czy dane
dzialanie jest operacja grupows. Rozwazmy na przyklad w zbiorze
E = (R%)* zlozonym z par (a, b) liezb rzeczywistych nie rownych jedno-
czesnie zeru dzialanie nastepujace:

(a,b)-(a', b') = [(aa’—bb"),(ab’ 4 a’b)].
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Poznajemy natychmiast definicje mnozenia liczb zespolonych réz-
nych od zera, ale sprawdzenie bezposrednie, czy to dzialanie posiada
zgdane wlasnodci, byloby zmudne.

Grupy permutacji. Niech f i g beda dwiema permutacjami zbioru A,
skoniczonego lub nie (permutacja A nazywamy przeksztalcenie wza-
jemnie jednoznaczne 4 na siebie). Iloczyn ich h = fog, lub f(g) definiu-
jemy jako h(z) = flg(x)). Przez f' oznaczamy permutacje odwrotng
do f; mamy wiee fof ! = flof = ¢, gdzie e jest przeksztalceniem tozsa-
mofciowym A na siebie.

Oczywidcie zbior permutacji zbioru A z tak okre§lonym dzialaniem
jest grupa (nieprzemienna, tj. fog nie musi byé réwne gof), ktorej ele-
mentem neutralnym jest e. Czesto interesujemy sie tylko pewnymi pod-
grupami tej obszernej grupy.

Zanotujmy tu do$é czesto spotykany blad polegajacy na nazywaniu
permutacja czy przeksztalceniem przedmiotow, ktore nimi nie sa; na przy-
klad mowi sie czesto o grupie przeksztalcenn homograficznych prostej R
(homografia nazywamy przeksztalcenie okre§lone przez wyrazenie wy-
wmierne (ax-+b)/(a'x+b"), gdzie (ab’—a’b) # 0). Otrzymujemy grupe
abstrakeyjng, wykonujae formalne podstawienie takich wyrazen wy-
miernych, ale nie jest to grupa permutacji, poniewaz wyrazenie
(ar—+b)[(a'x+b') nie ma sensu, gdy ¢ = —b'[a’ i punkt af/a’ nie jest
obrazem zadnego ®. Aby omingé te trudno§é, dodaje sie do R nowy ele-
ment, zwany punktem w nieskonczonosci — otrzymany zbioér jest prosta
rzutowg.

Ta sama sytuacja powstaje, gdy na plaszezyinie rozwazamy zlo-
zenia inwersji (dodanie punktu w nieskonczonodeci) lub przeksztalcenia
rzutowe (dodanie prostej w mnieskonczono$ei). Te przyklady pokazuja,
jak troska o to, by mieé¢ do czynienia z grupa permutacji, prowadzi do
uzupelnienia rozwazanej przestrzeni nowymi elementami.

Wplyw matematyki wspoélezesnej na nauczanie

Przedstawiliémy pewien projekt nauczania matematyki rozwazajac
Jednoczesnie jego zwigzki z pedagogika. Zajmiemy sie obecnie zbadaniem
Wplywu naszych propozyeji na wybor pojeé podstawowyeh i zakres wy-
kla.da.nego materiatu. Reforma moglaby pdjéé dwiema drogami: droga
zasadniczych zmian lub drogy czeSciowego tylko uporzadkowania obec-
nego stanu rzeczy. Nie bede zajmowal sie tutaj projektami przeksztal-
cen zasadniczych. Mozna sobie z pewnogeia wyobrazi¢ wiele urzekaja-
eych projektéw, ale o warto$ei ich decydowaé beda zawsze powszechne
1 dostatecznie dlugotrwale préby weielenia ich w zycie. Nie mozna
abstrahowaé od trudnogei, na jakie proby te mapotkalyby z pewnoscig:
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istnienie oficjalnych programdw, mala weiaz liczba naueczycieli przeko-
nanych do nowego sposobu widzenia matematyki, ich brak dodwiadcze-
nia. Nie przecze, iz wysitek musi byé¢ podjety od zaraz, wiem, ze gdy go
podejmiemy, wyniki zacheea innych do prowadzenia go dalej, ale etapem
pierwszym, palacym, powszechnie i natychmiast dostepnym, niewielkim
nawet kosztem, etapem stanowiacym baze dla dalszych, bardziej zasa-
dniczych przemian jest poprawa, mniej lub bardziej daleko idaca, metod
pedagogicznych (liczne jedno lub kilkutygodniowe konferencje polaczone
z praktyka, dyskusje z psychologami i badaczami, aktywna wspolpraca
z czasopismami pedagogicznymi), podnoszenie poziomu intelektualnego
nauczycieli (odezyty, cykle wykladéw, lektura, studium dostepnych
dzialéw matematyki wspolezesnej), ktore doprowadzi do rewizji progra-
méw i podrecenikow.

W najgrubszych zarysach zachowuje si¢ obecne programy, usuwa
sie jednakze dzialy przestarzale. Zmniejsza si¢ znaczenie pewnych zbyt
wybujatyeh dzialéw (wlasnodei metryezne stozkowych, inwersja itp.),
akcentuje sie natomiast znaczenie zaniedbanych, a bardzo waznych
poje¢ (pojecie algebry, przeksztalcenia, przeksztalcen liniowych, wy-
puklosei). Przestaje sie uwazaé symetrie za tabu, stosuje sie ja tam, gdzie
tylko to jest mozliwe.

Przywigzuje sie wielka wage do podstaw, przyjmujac jeSli trzeba
aksjomaty silniejsze, ale proste i przejrzyste. Uzywa si¢ tylko dobrze
zdefiniowanych siow. Definicje nalezy wybraé¢ tak, aby podkreslié¢ istnie-
nie pewnych podstawowych struktur. Tak na przyklad zamiast definio-
waé: ,dwie proste na plaszezyznie nazywamy réwnoleglymi, gdy nie
posiadaja punktéw wspolnyeh”, co prowadzi wobec braku przechodniosei
do nieprzyjemnych lub falszywych wyslowien powiemy: ,dwie proste
na plaszezyznie sa réwnolegle, gdy sa identyczne lub nie majg punktow
wspoélnyeh”. Roéwnoleglodé staje sie wowezas relacja réwnowaznosei,
ktorej klasy abstrakeji definiujg kierunki i fakt godny uwagi: stwier-
dzenie, ze rdéwnoleglo§é jest relacja rownowaznosei jest réwnowazne
piatemu postulatowi Euklidesa.

Szuka sie dowodoéw uzywajacych tylko struktur istotnych dla bada-
nego zagadnienia.

Przyklady. 1. Pojecie granicy w zbiorze liczb rzeczywistych jest
okre§lone przy pomocy struktury porzadku; lepiej wige bedzie w zwia-
zanych z nim zagadnieniach uzywaé¢ struktury porzadku na prostej, niz
struktury grupy.

2. Nalezy unika¢ korzystania z wlasno$ci metrycznych przy dowo-
dach wlasnogdei afinieznych czy rzutowyeh.

3. Punktem wyjécia dla badania wlasno§ei stozkéw (waleéw) powinna
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by¢ ich wlasnoéé charakterystyezna: niezmienniczosé ze wzgledu na grupe
jednokladnoéci (przesunied).

Matematyey dawno juz uprofcili klasyczne dowody elementarnych
faktow, aby latwiej im bylo je nogdlnié. Moga wiec dostarezyé ujeé pro-
stych i bardziej eleganckich od podrecznikowych, a czesto nawet odnowid
catkowicie charakter jakiego§ rozdzialu. Tak na przyklad zastosowanie
twierdzenia Pitagorasa pozwala otrzymacé natychmiast (i to nawet w R")
dowdd znanego twierdzenia o trzech prostopadlych, wprowadzenie ilo-
czynu skalarnego daje miedzy innymi twierdzenie Pitagorasa i zwigzki
metryczne w trojkacie przy pomoey prostego rachunku.

Matematycy odkryli réwniez potezne metody, ktérych stosowanie
pozwala uniknaé rozwazania calej masy przypadkdéw szezegdlnych, ktore
ponadto otwieraja drzwi nowego $wiata. Gdy taka metoda moze byé
dostosowana do poziomu uczniéw, ja wlasnie nalezy wybraé. Tak na
przyklad znajdowanie funkcji pierwotnych powinno zastapié przypadki
poszezegllne obliczania pdél i objetodei (czworo§cian, stozki, kula itp.).

Zagadnienie podstaw geometrii euklidesowe] jest samo dla siebie
zagadnieniem kluezowym. Naturalnie dla zawodowego matematyka nie
ma problemu. Dla niego przestrzen euklidesowa R" jest przestrzeniag
wektorowa n-wymiarows, lub zbiorem eciagoéw (x,, 2y, ..., ®,) liczb rze-
czywistych: ta konstruktywna definicja daje natychmiast cala geometrie
afiniczna, definicje prostej, plaszezyzny, zbioru wypuktego, prosta i po-
prawng definicje orientacji; wprowadzenie iloczynu skalarnego (defi-
niujac x-y = > x,y,) prowadzi do pojecia odlegloseii do calej geometrii
klasycznej. Naprawde jest to droga krolewska.

Ale problem pedagogiczny jest bardziej zlozony. Bez watpienia poje-
cie wektora jest dosé silnie zwigzane z rzeczywistoscia, aby$my mogli
oprze¢ nasz wyklad geometrii afinieznej na strukturze wektorowej pla-
szezyzny 1 przestrzeni. Nie wydaje si¢ jednak, zeby sprawa byla tak
prosta z iloezynem skalarnym i odlegloscig, szezegdlnie jesli sie chce
uszanowaé przyjeta przez nas zasade wyzwalania aksjomatéw przez
obserwacje konkretnych sytuacji.

Aksjomatyka Euklidesa byla silnie zwigzana z konkretem, ale od
czasu Hilberta wiadomo, ze jest to aksjomatyka bardzo niepelna, i ze
usilujge ja uzupelnié¢ (jak to zrobil Hilbert), dochodzi si¢ do konstrukeji
skomplikowanej i do§é¢ sztucznej.

Réznorakie interesujace proby byly czynione w tym kierunku,
zadna jednak nie dala ecalkowicie zadowalajacych wynikéw. Pozostala
w tej dziedzinie do wykonania pasjonujaca praca badawecza.

Aby nas zadowolié, dobra aksjomatyka musi zawiera¢ malg ilogé
aksjomatoéw prostych, ale silnych, prosto wyprowadzalnych z konkretu,
z ktéorych mozna by wyprowadzi¢ z kolei w niewielkiej ilosci krokow
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interesujace wnioski, mniej intuicyjne od aksjomatéw wyjsciowych.
Whnioski te powinny w szezegélnosdci pozwolié na szybkie spostrzezenie
struktury wektorowej przestrzeni euklidesowej i wprowadzenie iloczynu
skalarnego. Wychodzac stad mozna by, jesli sie chee, stosowaé na sze-
rokg skale metody geometrii analitycznej, za kazdym razem, gdy mogg
one uprodci¢ lub udciflié rozumowanie typu ,geometrycznego”.

Wreszeie, i to jest postep bardzo pozadany, nalezalo by ulepszyd
uzywany w podreeznikach i nauczaniu jezyk matematyczny i wzbo-
gaci¢ go sugestywng symbolika.

Porzucié¢ zuzyte lub zle zdefiniowane stowa jak: ,figura”, ,ciac”,
»Slizgac¢” itd. i zastapié¢ je stowami nowymi jak ,zbiér”, ,iloczyn” (,czesé
wspoélna”) itd.

Porzucié wyrazenia trudne do zrozumienia, nawet dla doroslego,
jak: ,konieczny”, ,,dostateczny’, ,,potrzeba i wystarcza” na korzy$é
formalizmu: , A pociaga B”, ,B pociaga A”, ,4 réwnowazne B”, albo
symbolicznie: 4 = B, B> A, A<D B.

Jednym z powodéw trudnosei, na jakie napotykajg uczniowie w wy-
slowieniu, jest prawdopodobnie brak dobrego zrozumienia pojeé, o kto-
rych kaze sie im moéwié¢; taka jest sytuacja np. w przypadku pojeé od-
wrotnosei i miejsca geometrycznego. GdybySmy uzywali wlasciwego
symbolizmu, mozna by te pojecia przetlumaczyé na dostepne intuicji.
schematy. Ale symbolizm ten istnieje, to symbolizm teorii mnogoseci.
Jak najwezesniej powinni§my przyzwyczai¢ uezniéw do znakow e, C, m,
v, C (przynaleznoéé, zawieranie si¢, iloczyn, suma, uzupelnienie), po-
kaza¢ im, ze w interpretacji mnogosciowej koniunkeja (alternatywa) dwoch
wlasnodei tlumaczy sie iloczynem (suma) zbioréw. Nalezalo by im po-
wiedzie¢ na przyklad, ze rozwiazaé¢ uklad réwnan e;x-+ b;y = ¢; znaczy
wziaé na plaszezyznie iloczyn zbioréw X; okreflonych przez te réwnania.

Trzeba wystrzega¢ sie malych slowek jezyka potocznego: ,gdy”,
»jaki§”; e6z pomyfleé o takim zdaniu: ,Plaszezyzna jest pozioma wtedy,
gdy jaka§ prosta przechodzaca przez dwa punkty tej plaszezyzny jest
pozioma”. Tylko matematyk moze sprobowaé rozwigza¢ ten rebus i okre-
§li¢ sens zakwestionowanych sléwek. Dlatego tez powinno si¢ zywo po-
leca¢ uzywanie wylgcznie kwantyfikatorow ,dla kazdego” i ,istnieje”
(V, @) (1), i zastanawiaé sie zawsze nad ich miejscem w zdaniu.

Zbadanie kilku trafnie dobranych przykladéw, w ktorych zmiana
miejsca kwantyfikatora zmienia calkowicie sens zdania, bedzie bardzo
pouczajace i usprawiedliwi te wymagania. Mozna na przyklad poréwnaé
zdania nastepujace:

() W Polsce na oznaczenie tych kwantyfikatoréw uzywa sie obeenie raczej
znakéw A V, (dawne I1, X zaczynaja znikaé). Od Redakeji.
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a) dla kazdej prostej D) istnieje prosta I’ réwnolegla do .D;

b) istnieje prosta D’ taka, ze dla kazdej prostej D prosta I jest
réwnolegla do D;

¢) istnieje prosta D' rownolegla do D dla kazdej prostej D.

Dwa pierwsze zdania sg z punktu widzenia logiki zbudowane po-
prawnie, ale majg inny sens. Trzecie nie jest poprawne, poniewaz nie
powinno sie nigdy moéwié¢ o jakim§ przedmiocie przed wprowadzeniem
go (przy pomocy kwantyfikatora). W tym wypadku mozna je latwo
poprawié¢, ale tego rodzaju blad w wypadku zdania bardziej skompli-
kowanego moze doprowadzi¢ po poprawie do niemozliwosei jednoznacz-
nego okre$lenia sensu zdania. Tu zatrzymam sie w podawaniu przykladéw
pozadanych czeSciowych retuszéw. Retuszow tych mozna dokonad.
Gdybyémy umieli prace naszag w tym kierunku prowadzié¢ réwnolegle
z wysilkiem pedagogicznym, opierajac nauczanie na dzialalnosei tworczej
ucznia, a nie na tym, co my, nauczyciele, mamy w glowie, zostal by nezy-
niony wielki krok naprzod.
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