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1. O potrzebie reformy

Postep naunki wywiera zrozumialy wplyw na nauczanie w szkole
¢redniej i podstawowej. W wielu dziedzinach — np. w fizyce i chemii —
do programu nauczania szkolnego wchodzag elementy teorii pochodzg-
cych z ostatnich dziesiatkéw lat. Jest to zrozumiale, gdyz w naukach
empirycznych nowa teoria zwykle zaprzecza starszej, ktora nie moze
pozostadé w programie jako jawnie falszywa. Inaczej jest w matematyce.
Nowe twierdzenie nie zaprzecza starszemu. To jest chyba giéwna przyezy-
na, dla ktérej toleruje sie konserwatyzm programu matematyki. Zapo-
mina sie o faktach powszechnie znanych, a mianowicie o tym, ze r0ozwoj
matematyki jest w duzej mierze dyktowany potrzebami innych nauk,
ze matematycy uzyskuja metody coraz ogolniejsze, bardziej ekono-
miezne, lepiej dostosowane do nmowych potrzeb i do nowych wlasnyeh
grodkow aparaturowyech. Nadto nie kazdy wie, Ze ten rozwoj wiaze sig
z istotnymi przemianami wewnetrznymi, zmieniaja si¢ definicje, te same
terminy i symbole otrzymujg nowe znaczenie. W rezultacie starsza teoria
wymaga tlumaczenia na terminologie wspoélezesng, aby byé zrozumialg.
Czesto korzystniejsze jest jednak zastapi¢ ja przez teorie z gruntu prze-
robionga, nowoczesna. Zdarza sie, ze dwie tradycyjne teorie sprowadza sie
do jednej nowszej, podzial matematyki ulega istotnym ewolucjom. Nawet
takie wyrazy jak: arytmetyka, algebra, geometria — zmieniajg swdj
sens. W tych warunkach nauezanie przestarzaltych teorii matematycznych
moze sie okaza¢ nie tylko zbyteczne, lecz nawet szkodliwe, podobnie
jak nauczanie przestarzalych teorii fizycznych. Systematyezna kontrola
programoéw pod wzgledem nowoczesnosei materialu jest nie mniej po-
trzebna w matematyce, niz w innych przedmiotach. Obecnie problem
bardziej lub mniej radykalnej reformy programu matematyki jest wysu-
wany w wielu krajach, zeby nie rzec — we wszystkich. Uwagi ponizsze
dotyeza nauczania matematyki w Polsce.

Kazda zmiana rzeczowego zakresu programu wigze si¢ z problemem

(*) Artykul ten zamieszezamy jako dyskusyjny (Redakeja).
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znalezienia odpowiednio przystepnej metody wykladu nowego materiatu.
Problem ten nie lezy wylacznie w dziedzinie metodyki nauczania wraz
z jej ogélna podbudowa w postaci pedagogiki ogolnej, psychologii itd.
Dazenie do prostoty i przejrzystosci jest widoezne przy budowie nowych
teorii matematycznyeh, a logika matematyeczna dostarcza odpowiednich
frodk6w po temu. Ten fakt pozwala oczekiwaé, ze modernizacja wykladu
matematycznego bedzie szlta w parze z jego logicznym i metodycznym
udoskonaleniem. Podobnie jak inne nauki, matematyka w miare swego
rozrostu dzieli si¢ na coraz wezsze specjalnosci. Na to, by uzyskaé poglad
ogélny na te nauke, nalezy opanowa¢ najwazniejsze, starannie dobrane-
elementy poszezegolnych teorii. Na przykladzie matematyki uniwersy-
teckiej mozna zaobserwowad, jak nauczanie matematyki staje sie coraz
bardziej teoretyczne, opisowe. Student nie opanowuje metod numery-
cznego rozwigzywania wielu typow réwnan, dla ktérych zna teoretyezne
metody rozwigzywania. Rozwiazywanie numeryczne pozostawia sie
specjalistom, uzbrojonym w odpowiednie tablice i maszyny. Ze stale
wzrastajacym teoretycznym charakterem matematyki nalezy si¢ pogo-
dzi¢ i da¢ mu wladciwy wyraz w nauczaniu szkolnym. Poznanie subtel-
nych, niezmiernie pozytecznych poje¢ matematycznych, ktore wyste-
puja np. w analizie, daje wieksze korzy$ci niz praktyezne opanowanie
metod rachunkowych.

Nie mozna daé ostatecznej odpowiedzi na pytanie, czy nowy mate-
rial daje si¢ wylozy¢ w sposéb przystepny dla ueznia, bez opracowania
probnych podreeznikéw i bez préb realizacji nauczania wedlug tych
podreeznikéw w eksperymentalnych szkolach. Nie moina przemilczed
waznego czynnika utrudniajgcego postep w tym kierunku, mianowicie
braku przygotowania nauczycieli do zmienionego programu. Jezeli ten
ostatni czynnik okazalby si¢ decydujacy, nalezy rozpoezaé od gruntownej
reformy w zakresie ksztaleenia przyszlych nauczyecieli,

2. Logiczna strona wykladu matematyki w szkole

Powszechnie przyjety jest poglad, ze matematyka sklada sie z teorii
dedukeyjnyeh. Nie wynika stad, aby wyklad matematyki mégl mieéd
czysto dedukeyjny charakter. Rozwazan na temat teorii dedukcyjnej
nie ogranicza si¢ dzisiaj do dedukcji prowadzonej w jezyku samej teorii.
Z teoriag dedukeyjng T jest zwigzany metasystem teorii 7', obejmujgcy
zdania wypowiadane o teorii 7, jednak nie dajace sie wystowi¢ w jezyku
badanej teorii 7. Do metasystemu naleza m. in. problemy semantyczne,
dotyczace mozliwych znaczen wystepujaeych w teorii 7' terminéw, pro-
blemy takie wystepuja przy omawianiu modeli teorii 7. Modelem teorii 7'
jest dowolny zbiér przedmiotow M, w ktorym sa okreflone relacje i dzia-
tania teorii 7' i w ktorym twierdzenia teorii 7' sa spelmione. Moze si¢ zda-
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rzyé, ze w zbiorze M sa okreflone relacje i dzialania réwniez innej teorii
S ize M jest wspolnym modelem obu teorii 7' i S. Szezegdélnie wazny jest
przypadek, w ktorym teoria T posiada interpretacje w teorii S, tzn.
wtedy, gdy w teorii 8 mozna zdefiniowaé relacje i dzialania analogiczne
do relacji i dzialan teorii 7' i gdy mozna w S dowie§é twierdzen analo-
gicznych do twierdzen teorii 7. Woéwezas kazdy model teorii S jest zara-
zem modelem teorii T zgodnie z interpretacja. Metodyczne znaczenie
interpretacji polega na tym, ze pozwala ona utozsamiaé pojecia, ktoére
powstaly niezaleznie od siebie w historyeznym rozwoju matematyki.
W ten sposéb ogranicza sie ilo§¢ poje¢ w myS§l znanej zasady Ockhama:
nie mnozyé¢ bytow ponad potrzebe!

Najwazniejszym modelem dla geometrii euklidesowej jest przestrzen
fizyczna. Scifle rzecz biorac, wypowiedz gloszaca, ze geometria eukli-
desowa posiada znany model w §wiecie materialnym, nalezy do praw
fizyki 1 nie posiada wyzszego stopnia pewnofei, niz inne prawa fizyczne.
Jest tylko silnie potwierdzana hipoteza. Kwestia, czy nauczanie tego
prawa zaliezyé do fizyki, ezy do matematyki, jest sprawg organizacyjng.
Zgodnie z tradycja zaliczamy je do matematyki, ktéra w swoim poglado-
wym etapie jest poSwiecona m.in. naueczaninu pewnej teorii fizycznej.
Nie widaé¢ powodu, dla ktérego ten stan rzeczy nalezaloby zmieniad,
nalezy tylko uéwiadomié sobie empiryczny charakter poczatkowego
nauczania matematyki i stosowaé¢ metody wlasciwe dla wykladu teorii
empiryeznych. Nie bede tu wnikal w dodé skomplikowany problem pojeé
pierwotnych i definicji w takiej teorii, zwréce tylko uwage, Ze lepiej
tam méwié o prawach jak w fizyce, a nie o twierdzeniach czy pewnikach
i ze nie ma moznosei przeprowadzania dowodu w tym sensie, w jakim
tego wyrazu uzywamy we wlasciwym nauczaniu matematyki. Zasadniczy
schemat poczatkowego wykladu teorii matematyecznej wyglada wiee tak:
(1) pogladowa definicja modelu dla danej teorii i empiryezne potwier-
dzenie pewnych podstawowych praw, ktére w stadium (2) zostaja przyjete
za aksjomaty teorii. Dalszy tok dowodu jest w zasadzie dedukeyjny;
w razie metodycznie uzasadnionego odstepstwa od dedukeyjnego toku
wykladu nalezy stuchaczowi zakomunikowaé¢ o mozliwosei przeprowa-
dzenia $cistego dowodu dedukeyjnego.

Nauczanie matematyki powinno byé praktyezng szkola logiki.
Waznym zadaniem jest wpoié w ueznia umiejetnosé poprawnego uzy-
wania spéjnikow miedzyzdaniowych, zmiennych liczbowyeh i innyech,
a takze kwantyfikatorow. W najwyzszej klasie nalezy umiesci¢ krotki
zarys logiki matematycznej, w ktérym oméwi si¢ znane juz praktyeznie
funkeje logiczne, budowe teorii dedukeyjnej, pojecie modelu i spelniania.
Do wyjasnien na ten temat nalezy dolaezyé¢ wiadomosei o kilku pojeciach
z teorii mnogogei.
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Podany wyzej schemat wykladu teorii dedukeyjnej stosuje si¢ do
arytmetyki liezb naturalnych z pewnym uproszczeniem, gdyz do ugrun-
towania arytmetyki liezb naturalnych wystarcza tautologie logiczne
i pewnik nieskonezonoseci gloszacy, ze istnieje nieskonczenie wiele indy-
widuéow (aksjomat Russela). Stadium wykladu empiryeznego jest wiec
szezegoOlnie proste. Stosowana obecnie metoda nauezania poczatkow
arytmetyki na konkretach jest poprawng realizacja pogladows logicznej
definicji liczby naturalnej. Aksjomatyke Peanowska arytmetyki liczb
naturalnych warto podaé, oczywideie znacznie pdzniej.

Co to jest matematyka elementarna? Na ogo6l matematyke elementar-
ng rozumie sie w pewien tradyeyjny sposob, do§é trudny do sprecyzowa-
nia, istotng bowiem role graja tu wzgledy historyezne. Chyba najdokladniej
wiadomo, co rozumieé tradyeyjnie przez geometrie elementarng. Chodzi tu
o okreélong metode wykladu, wywodzaca sie w zasadzie od Euklidesa. Geo-
metrii elementarnej obce sg metody analityczne, a takze pojecie wektora.
Na ogo6l uwaza sie, ze w szkole nalezy uezyé matematyki elementarne;j,
a matematyke wyzsza pozostawié wyzszym uczelniom. Scislg definicje
zdania elementarnego i teorii elementarnej znajdujemy w logice mate-
matycznej. Elementarnym nazywamy kazde zdanie, w ktorym nie wy-
stepuja inne zmienne niz elementarne, reprezentujace indywidua, tj.
przedmioty najnizszego typu logicznego. W teorii elementarnej wyste-
puja tylko zdania elementarne. Tego znaczenia terminu ,elementarny”
bede sie trzymal w dalszym ciagu. Aksjomat cigglo§ei w geometrii i aksjo-
mat indukeji zupelnej w arytmetyce liczb naturalnych nie sg zdaniami
elementarnymi. A wiec zakres matematyki szkolnej krzyzuje sie z za-
kresem teorii elementarnych, lecz zdania nieelementarne sa wyjatkami
w obecnym nauczaniu szkolnym. Natomiast analiza matematyczna
jest wyraznie nieelementarna, gdyz zawiera zmienne funkcyjne, ktore
reprezentuja twory typu wyzszego niz liczba. Metody wykladu analizy
ulegly w ciggu ostatnich 150 lat znacznemu uproszezeniu logicznemu
i udoskonaleniom natury dydaktyeznej, wiek XX przyni6st dalszy postep
w tej mierze. Obecnie analiza stanowi prosta i naturalng nadbudowe
nad arytmetyksa liczb rzeczywistyeh. Przytoczone fakty przemawiajg
za tym, ze do nauczania szkolnego mozna wlaczyé wieksza ilo§é materialu
nieelementarnego, w szczegolnosei za§ analize, bez obawy nadmiernego
skomplikowania wykladu.

3. Podstawy geometrii 1 arytmetyki liczb rzeczywistych

Klein ([6], str. 207-208) zauwazyl, ze starozytni w istocie znali liczby
rzeczywiste dodatnie. Powszechne przeciwne mniemanie wyplywa z tej
okolicznosei, ze liczby rzeczywiste starozytnych zostaly nam przekazane
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pod nazwg stosunkow geometryeznych, a duzy fragment arytmetyki
tyeh liezb — pod nazwa teorii proporeji. Interpretacje arytmetyki liczb
rzeczywistych w geometrii zrealizowal w sposéb §ecisly Hilbert ([4], roz-
dzial 1IT) w postaci tzw. rachunku odeinkéw. Tak powstala geometryezna
teoria liczb rzeczywistych. Z drugiej strony, dobrze znana jest interpre-
tacja geometrii w arytmetyce liczb rzeczywistych, te interpretacje okrefla
sie w geometrii analitycznej. W rezultacie wzajemnej interpretowalnosei
arytmetyka liczb rzeczywistych i geometria euklidesowa sa formalnie
réznymi systemami tej samej teorii: pojecia pierwotne jednego systemu
s3 pojeciami zdefiniowanymi w drugim i aksjomaty jednego systemu
sa twierdzeniami drugiego. Ten wynik ma zasadnicze znaczenie przy kla-
syfikowaniu matematyki. Nie ma potrzeby oddzielaé geometrie eukli-
desowg od arytmetyki liczb rzeczywistych w jaki§¢ sposoéb zasadniczy,
podzial taki przeprowadza sie tylko ze wzgledu na odmienne metody
stosowane w obu dzialach, a wzajemne przenikanie geometrii do aryt-
metyki (tzw. ilustracja geometryezna czy graficzna) i na odwrét maja
glebokie przyczyny teoretyczne i nie sg tylko chwytami dydaktycznymi.

Proponuje wiec nastepujaca kolejnoéé¢ wykladu: (la) pogladowy
wyklad poczatkéw geometrii, (1b) geometryczna teoria liczb rzeczy-
wistyeh w wykladzie pogladowym lgeznie ze sformulowaniem praw, ktore
przyjete beda pozniej za aksjomaty arytmetyki liczb rzeczywistych,
(2a) arytmetyka liczb rzeczywistych doprowadzona m. in. do (2b) zdefi-
niowania modelu kartezjanskiego dla geometrii. Etapy (1a-b) sa pogla-
dowym budowaniem modelu dla arytmetyki liczb rzeczywistych, (2a-b)
moga byé wykladane w sposéb bardziej systematyczny. Aksjomatyka
geometrii staje si¢ wowezas zbedna. Wprawdzie arytmetyka liczb rze-
ezywistych posiada doéé dilugi uklad aksjomatow, ale — z wyjatkiem
nieelementarnego aksjomatu cigglosei — sa to aksjomaty krotkie, o bar-
dzo prostej budowie. Nalezaloby dolaczyé do nich aksjomaty Peano
arytmetyki liczb naturalnych. Juz Tarski ([10], str. 7) podkreélal, ze
arytmetyka lepiej nadaje sie do wykladu dedukeyjnego, niz geometria,
ktorej aksjomaty sq czesto bardziej skomplikowane od twierdzen i mniej
oczywiste. Ponadto nieraz rysunek ilustrujacy w oczywisty sposob twier-
dzenie utrudnia dedukeyjny tok wykladu geometrii. Krytyezny poglad
na dedukeyjny wyklad geometrii posiada lieznyech zwolennikéow (por.
Bielecki [1], Krygowska [7]). Za przyjeciem proponowanej tu metody
wykladu przemawiaja dalsze jeszcze wzgledy. Geometryezna teoria liczb
rzeczywistyeh nawigzuje do prostego materiatu geometrycznego, dajacego
wylozyé sie w sposob pogladowy. Teoria ta pozwala uniknaé pojecia liczby
wymiernej jako pofredniego ogniwa przy definiowaniu liczby rzeczy-
wistej. Wprowadzanie utamkow na gruncie ich zastosowan geometrycz-
nych ma zwolennikéw w naszej literaturze, te metode polecal Chwistek
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([2], str. 47-49) z powolaniem na S. Zarembe. Przy uzyciu definicji geo-
metrycznej liczby wymierne i niewymierne sa wprowadzane w sposob
jednolity. Uwazam za mozliwe, by péjéé jeszeze dalej w tym kierunku
i w nauczaniu szkolnym podaé taka postaé¢ geometrycznej teorii liezb
rzeczywistych, aby ujednolici¢ wyklad liczb rzeczywistych dodatnich
i njemnych. W tym celu korzystne bedzie wprowadzi¢ rachunek wekto-
row zamiast klasyeznego rachunku odcinkéw Hilberta. Pojecie wektora
jest znane uczniowi z lekeji fizyki juz w klasie VI szkoly podstawowe;j.

Celem wektorowego sformulowania geometrycznej teorii liczb wy-
starczy zdefiniowaé¢ dodawanie wektoré6w o wspélnym poezatku i zgodnych
lub przeciwnych kierunkach. Nastepnie definiuje si¢ naturalne, a takze
wymierne wielokrotno§ci wektora, co pozwala wypowiedzie¢ twierdzenie
Talesa w prosty sposoéb. Wielokrotno§ei naturalne wektora r oznaczamy :
2r, 3r itd. Zgodnie z terminologia przyjeta w nauczaniu poeczatkowym
bedziemy méwili, ze r jest tu mianem. Nie trudno zrozumieé, co to jest
1}1',21' itd.,, a takze —»r, —2r, — }r. Liczba rzeczywista posiada wiec
typ logiczny funkeji majgcej argument i wartos$é typu wektora; funkeje
takie nazwijmy przeksztalceniami wektora. Liczbe rzeczywista mozna
zdefiniowa¢ jako takie przeksztalcenie T' wektora » w wektor Tr, ze
(1) wektor Tr jest wspolliniowy z wektorem » i ma wspdlny poczatek
z wektorem r, (2) dla zerowego wektora r wektor T jest zerowy, (3) prze-
ksztalcenie jest niezmiennicze wzgledem rzutéw réwnoleglych. Oczy-
widcie warunek (3) mozna sformulowaé bardziej przystepnie, znajomosé
twierdzenia Talesa bedzie tu pomoena. Jak widaé, podana tu definicja ope-
ruje pojeciami afinieznymi, nie metryeznymi. W istocie, wykorzystujemy
tu fakt, ze uporzadkowana tréjka punktéw wspélliniowyeh (poczatek
obu wektoréw, koniec wektora », koniec wektora 7'r), wéréd ktorych
dwa pierwsze sg rdézne, posiada w geometrii afinicznej jeden niezmiennik,
przyjmujacy wszystkie liczby rzeczywiste jako wartodei. Definicje dziatan
na liczbach rzeczywistych i definicja relacji mniejszosci nie nastreczaja
trudnogei zasadniczych. Podstawowe wlasnodei dzialan daja sie prosto
sformulowaé, podezas gdy ich geometryczne odpowiedniki (twierdzenie
Pascala) sa do$é skomplikowane. W wykladzie poczatkowym wlasnodei
te mozna uzasadnié opierajac sie na prawie Talesa i na pogladowej obser-
wacji. Aksjomat ciggloSei nalezy wprowadzi¢ wtedy, gdy bedzie on po-.
trzebny. Sadze, ze korzystnie bedzie wtedy zdefiniowaé kres gérny i dolny
zbioru liezb i wypowiedzie¢ aksjomat ciaglodei jako aksjomat istnienia
kresu. Pojecie kresu jest przydatne do wielu celow jak definiowanie pola
figury krzywoliniowej, ulamka dziesietnego nieskoiiczonego.

Jak mogliémy zauwazyé, geometryczna definicja liczby rzeczywiste]
nie jest elementarna, co wiecej, liczba rzeczywista jest zdefiniowana
w do§é wysokim typie logicznym. Na to nie ma rady, gdyz wszystkie
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definicje liczby sa nieelementarne — lgcznie z logiczng definicja liczby
naturalnej. Pojecia nieelementarne leza u podstaw arytmetyki i daja sie
wylozyé w sposéb pogladowy.

4, Algebra

W tradyeji programowej uwaza sie¢ wprowadzenie liczb ujemnych
i zmiennych liezbowych za przejScie od arybtmetyki do algebry. Dzi§
trudno jest zgodzi¢ sie z taka nomenklatura. Mozna przeciez mowic
o arytmetyce liczb catkowitych wzglednych, o arytmetyce liczb rzeczy-
wistych lub o arytmetyce liczb zespolonych. Zmienne liczbowe wystepuja
zar6wno w arytmetyce, jak i w analizie, nie sa bynajmniej charakte-
rystyczne dla algebry. Charakterystyezna dla algebry jest ogoélnos§é roz-
wazan. Przedmiotem tych rozwazan sa grupy, pier§cienie, ciala — ogélnie
mowige: algebry (1) — tj. zbiory przedmiotéw, w ktorych sa okreslone
dzialania i relacje o ustalonych wlasnodciach. Do prehistorii algebry
wypada zaliczy¢ datujace sie od Euklidesa ogélne wypowiedzi na temat
,wielkosei”, ktore mozna dodawaé, porownywaé. Zbiér jednego rodzaju
wielkogei, to poélgrupa uporzadkowana.

Zbiory liczb naturalnyech, calkowitych, rzeczywistych itd. sa przy-
kladami algebr. Jednak metody uzyte w arytmetyce s3 odmienne od wia-
gciwych metod algebraicznych. W programie algebry szkolnej znajdujemy
jeden temat, w ktorym wykraczamy poza arytmetyke liczbowa i co wie-
cej, stosujemy do§é¢ subtelna metode algebraiczng. Mianowicie utamki
algebraiczne traktuje si¢ jako nowe cialo, w ktérym wielomiany tworza
piercienn elementéw catkowitych. Czyni sie¢ tak, aby uzasadnié skracanie
utamkow algebraicznyeh i dzielenie wielomiandéw bez reszty, np. w mysl
wzoru

(1) ' (2—1):(—1) = o+ 1.

Jezeli znaki dzialan rozumieé jako znaki dzialan na liczbach, to wzoér
nie posiada sensu w przypadku x = 1. Jednak wzoér (1) zachowuje bez-
warunkows wazno$é, skoro dziatania — w szezegdlnosei dzielenie — rozu-
mie¢ jako dzialania w ciele ulamkow algebraicznych. Takie stanowisko
jest w zasadzie (chociaz nie zupelnie konsekwentnie) przyjete w podrecz-
nikach szkolnyeh. Ulamki algebraiczne i wielomiany traktuje sie jako
napisy, a wiec przedmioty z metasystemu i odpowiednio rozumie sie
znaki dziatan. Trudniej natomiast powiedzieé, co znaczy znak réownosei,

P

(*) Termin ,,algebra” nie jest tu ogélnie przyjety, w tym samym znaczeniu
uzywa si¢ tez terminu ,,model” lub — w jezyku trancuskim — za Bourbakim ter-
minu ,struktura’, chociaz ten ostatni ma w polskiej terminologii znaczenie fran-
cuskiego ,,treillis”.

Roczniki PTM — Wiadomosci Matematyczne IV, 5
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gdyz réwnog¢ nie jest tozsamoscia ksztaltu wyrazen. Elementami ciala
nie 83 same napisy, lecz chyba klasy napisé6w wzajemnie réwnych (klasy
abstraktow ze wzgledu na kongruencje oznaczang znakiem réwnosei).
W rezultacie ta koncepeja definiowania dziatann na wielomianach i ulam-
kach algebraicznych, odpowiednia na wyzszym stadium nauczania, jest
dos¢ skomplikowana i trudna do konsekwentnego przeprowadzenia,
a bynajmniej nie wydaje sie ani niezbedna, ani celowa w szkole.

Sadze, ze wzgledy praktyczne przemawiaja za przeniesieniem mate-
rialu z tzw. w szkole algebry do arytmetyki liczb rzeczywistych ze zmien-
nymi liczbowymi. Te same wzgledy przemawiajg za tym, aby zmienne
wprowadzié bardzo wezeénie. Zwlaszeza literowe oznaczenie niewiado-
mych przyczynia si¢ do ulatwienia rozwigzywania zadan tekstowych.
We wzorach ogélnych nalezy zmienng pozbawi¢ tajemniczego charakteru
liczby ogélnej i stale zaznaczaé slownie jej wlasciwa role — przy pomocy
kwantyfikatoré6w. Twierdzenia majace posta¢ wzoru sa latwiejsze do
zrozumienia w postaci pelnej, np. ,dla wszystkich liczb z, y jest prawda,
ze x+y = y-+a”. Pozostawienie kwantyfikatoréw domyélnosei ueznia
nie ulatwia mu zadania. Réznica miedzy réwnoscia, a réwnaniem stanie
sie bardziej wyrazna, gdy opatrzymy réwnania pytaniem, np. ,dla jakich
liezb «,y jednocze$nie x-+y = 156 i x—y = 7?” Duza cze§é¢ dotycheza-
sowego materialu z zakresu algebry przejdzie do arytmetyki bez zadnych
trudnosci. Trudnosci wystepuja dopiero przy rozwazaniu ulamkéw alge-
braicznych, ktérych mianowniki moga by¢ réwne zeru. Nie dla wszystkich
x wzor (1) jest prawdziwy w arytmetyce. Ten przypadek nalezy wyraznie
wykluezyé poprzedzajac wzor (1) odpowiednim warunkiem lub tez zazna-
czajac w sposéb ogllny, ze takie warunki — domy§lne — sa potrzebne
zawsze wtedy, gdy mamy do czynienia z dzieleniem. Zresztg uwagi na ten
temat 83 niezbedne przy kazdej metodzie wykladu. Ale omdwienie pro-
blemu wyrazen nieoznaczonych w sposéb dajacy korzy§ei praktyezne
jest mozliwe dopiero wtedy, gdy mamy do dyspozycji tak podstawowe
pojecie analizy, jakim jest granica funkeji. I to jest zasadnicza przyczyna,
dla ktérej nalezy weczesnie rozpoczaé propedeutyczny wyklad analizy.

Z programu mozna skrefli¢c bez szkody nastepujace pozycje zali-
czane dotychezas do algebry: 1) obliczanie liczbowe pierwiastka kwadra-
towego, ktore lepiej jest wykonywaé przy pomocy logarytmowania
w przypadkach skomplikowanych, a przy pomocy zwyklych tablic pier-
wiastkow w przypadkach prostszych, 2) réwnania wyzszych stopni,
rozwigzywane przy pomocy pierwiastnikéw, podezas gdy wlasciwsza
bedzie informacja na temat rozwigzan przyblizonych w toku nauczania
analizy. Teoria logarytmow nie nalezy do algebry, lecz do analizy i nalezy
zerwac¢ z powszechng w programie niedcistoscia w tej mierze. Logarytm
jest bowiem funkejg przestepng, a nie algebraiczng.
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Co wiec wykladaé w szkole pod nazwa algebry? Sgdze, ze pewne
elementy algebry nalezy podaé¢ w klasie najwyzszej, a mianowicie omo-
wié cialo liezb zespolonych i podaé¢ przyklady teorii algebraicznych i ich
modeli w zwigzku z elementami logiki matematycznej. Modelem dla
arytmetyki liezb zespolonych jest pewna grupa przeksztalcen wektora
w wektor na plaszezyZnie, liczbe r-e* interpretuje sie jako r-krotne po-
wiekszenie wektora i obrot o kat t. W ten sposéb uzyskujemy interpre-
tacje liczby zespolonej w tym samym typie logicznym, co dla liczby
rzeczywistej. Mimo pozytku plyngcego z pewnych wiadomosei o liezbach
zespolonych nie sadze, by warto poswiecaé czas na wyrobienie wysokiej
sprawno§ei rachunkowej ueznia w tym zakresie, a to tym bardziej, ze
rozwGj matematyki szedl ostatnio w duzej mierze w kierunku teorii funkeji
zmiennej rzeczywistej.

Pewne wiadomodei z zakresu kombinatoryki zastuguja na podanie,
zwlaszeza jezeli znajdzie sie pézniej czas na elementy teorii prawdopodo-
bienstwa. W tym ostatnim zakresie korzystne byloby sformulowanie
wzoru dwumiennego na prawdopodobienstwo powtérzen, podana bez
dowodu informacja o granicznym rozkladzie Gaussa, a takze prawo
wielkich liczb w jakiej§ prostej postaci.

5. Geometria i trygonometria

Wilgcezenie nowego materialu do programu wymaga dokonania
skre§lein w materiale dotychczasowym. Jako pole do skreslen wysuwa
sie na pierwszy plan geometria elementarna. Jest to wyklad w zalozeniu
dedukeyjny, chociaz trudnodci dowodowe i wzgledy metodyczne unie-
mozliwiaja realizacje tego zalozenia. Czysto§é¢ metody wymaga, aby
wyklad byl prowadzony niezaleznie od arytmetyki, ale i tej zasady nie
przestrzega sie konsekwentnie. Do geometrii elementarnej zalicza sie
oczywiste w §wietle obserwacji twierdzenie gloszace, ze naprzeciw wie-
kszego boku w trojkacie lezy wiekszy kat, natomiast ciekawsze twierdzenie
ujmujace te zaleznosé liczbowo w postaci prawa sinuséw zalieza sie do
trygonometrii. Izolacja geometrii od arytmetyki i trygonometrii okazuje
sie nieuzasadniona, jezeli wzigé¢ pod uwage omodwiong poprzednio wza-
jemng interpretowalno$é¢ arytmetyki i geometrii. Nasuwa si¢ natomiast
postulat wlgezenia poczatkéw trygonometrii do wezesnego nauczania
geometrii, choéby w wyzszych klasach szkoly podstawowej.

Waski zakres tematyki geometrii elementarnej budzi powazne za-
strzezenia. Jest to geometria prostych i okregéw, uzyte w niej metody
nie sa przystosowane do badania innych krzywyech. Tymezasem nauki
przyrodnicze, technika, nawet sztuka operuja wielkim bogactwem krzy-
wych. Niektore z tych krzywych nalezy choéby pobieinie omoéwié w kur-
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sie szkolnym na lekcjach poswieconych geometrii. Zaslugujg na to stoz-
kowe, sinusoida, krzywa logarytmiczna. W pewnej mierze czyni sie to
obecnie poza geometria, co nadaje geometrii elementarnej charakter
ubogi i wykazuje jej nieudolno$é wobec probleméw geometrycznych.
Natomiast tradyeyjnie utrzymuje si¢ w geometrii szereg tematéw, moze
interesujacych, ale jalowych, nie majaeych zastosowan ani w matematyce
wyzszej, ani w fizyce i kwalifikujacyech si¢ tylko do skrelenia i zastag-
pienia pozycjami bardziej plodnymi i warto§ciowymi. Mozna opuscié
wiele szczegdéléw z geometrii tréjkata nawet takie klasyczne pojecia,
jak frodkowa i frodek ciezkoSci, zresztya ten ostatni podawany jest bez
nawigzania do fizycznego sensu tego pojecia. Oczywiste fakty dotyczace
przecinania proste] z okregiem sa wyolbrzymione. Zbytnio rozbudowane
sa twierdzenia dotyczace okregéw wpisanych i opisanych na trojkatach,
a calkiem zbyteczne sa twierdzenia o wpisywaniu i opisywaniu okregéw
w czworokaty i na czworokatach. Mozna pominaé pewne konstrukeje
cyrklowe.

Co ma pozostaé i co nowego wlaczy¢ do nauezania geometrii? Jak
juz mowilem, poczatkowy wyklad geometrii elementarnej bedzie mial
na celu m. in. ugruntowaé¢ geometryezng teorie liczb i uzasadnié podsta-
wowe definicje geometrii analitycznej. Do osiagniecia tego celu potrzebne
sg twierdzenia Talesa i Pitagorasa. Przy wykladzie geometrii analitycznej
nalezy wskazaé na korzy$ei uzyskane dzieki sprowadzaniu dowodéw
geometrycznych do rachunku i dzieki wykorzystaniu metod graficznych
do rozwiazywania ukladéw réwnan. Warto za Markuszewiczem [8] wpro-
wadzi¢ pojecie ,trapezoidu krzywoliniowego”, tj. zbioru punktéw spel-
niajacych nieréwnodei a <o <b, 0 <y <f(x) dla pewnej funkeji f
dodatniej, ciaglej w przedziale {a,b). Jezeli przyjmiemy f(z)=1/x
w przedziale (1,t), to pole trapezoidu jest logarytmem naturalnym
liczby t. Jest to znany w analizie sposéb definiowania logarytmu, uzyty
m. in. przez Couranta ([3], str.25,167). Dzieki tej definicji logarytm
naturalny jest funkecja o przejrzystym znaczeniu geometryeznym, po-
dobnie jak funkcje trygonometryczne. Przy pomocy logarytmu natural-
nego mozna zdefiniowaé¢ logarytm dziesietny, funkeje wykladniczg,
potegowanie o wykladniku rzeczywistym. Zwiazek miedzy pierwiastko-
waniem a podnoszeniem do potegi 1/n daje sie latwo udowodnié, nie ma
wiec potrzeby definiowaé¢ potege o wykladniku rzeczywistym w kilku
etapach tak, jak to sie czyni obecnie.

W programie dzisiejszym podaje si¢ uczniom jeden tylko rodzaj
przeksztalcenn nieizometrycznych, mianowicie podobienistwa. Przy pro-
jektowanych zmianach niezbedne stanie si¢ powinowactwo osiowe pro-
stopadle, majace zastosowanie zaré6wno w teorii elipsy, jak i w dowodzie
twierdzenia o logarytmie iloczynu. Geometria analityczna wiaze sig
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z analizg. Ten zwigzek nalezy w wykladzie uwzgledni¢ w wysokim stop-
niu, nie izolujac si¢ od metod analizy tam, gdzie one sg pozyteczne, np.
przy omawianiu styeznej.

6. Analiza

Analize matematyczng otrzymuje si¢ przez dolaczenie zmiennych
wyzszych typéw (funkeji i zbioru) do arytmetyki liczb rzeczywistych.
Pojecia analizy matematycznej maja podstawowe znaczenie dla zrozu-
mienia praw fizyki i techniki. Bez ich pomocy nie mozna prawidlowo zde-
finiowaé tak zasadniczych pojeé fizycznych, jak predkosé i przyépieszenie.
W wezszym lub szerszym zakresie s3 wykladane w szkolach §rednich
wszystkich krajéw. Maja jednak opini¢ trudnych nawet w poczatkach
nauczania uniwersyteckiego, tak ze problem metodycznego opracowania
wykladu ma w tym przypadku pierwszorzedne znaczenie. Aby umozli-
wié umieszezenie rachunku rézniczkowego i catkowego, warto jest doko-
na¢ w programie skre§lenn niektorych mniej waznych pozyecji, a materiat
klas nizszyech dobiera¢ w ten sposéb, by dostarezal przygotowania do
kursu analizy. Chodzi mi tu o poprzednio juz wspominane elementy
programowe, jak wezesne oswojenie ucznia z kwantyfikatorami i pewne
tematy z geometrii, ktora dostarczy pogladowych ilustracji dla analizy.

Fundamentem analizy sg pojecia graniczne. W wykladzie uniwersy-
teckim w definicji granicy ciggu lub funkeji uzywa sie u$wieconych tra-
dycja oznaczeri dla zmiennych wystepujacych pod kwantyfikatorami.
Méwi sie nawet o definicjach ,epsilonowych”. Ulatwienia metodyezne
mozna osiagngé przez przeanalizowanie poje¢ pomoeniczych i wybor
pewnych terminéw charakteryzujacych role zmiennych w definieji.
7nane sy uogdlnione kwantyfikatory ,dla prawie wszystkich »”, ,dla
wielkich n”. Pozyteczny moze byé termin ,liczba progowa” (Peter [9],
str. 185). W definicji granicy ciagu a, zbieznego do liczby a liczba progows
dla danej liczby dodatniej ¢ nazywa sie kazdg taka liczbe s, ze dla kazdego
wskaznika n wigkszego od s zachodzi |a,—a| < e. Przy definiowaniu
ciaglosei funkeji nalezy zdecydowaé sie na jedng z dwéeh klasycznych
definicji: Heinego lub Cauchy’ego. Pierwsza daje latwiejsze dowody twier-
dzen o ciaglo$ci sumy i iloczynu funkeji ciagltych, jezeli mamy twierdze-
nia o granicy sumy i iloczynu ciggéw. W definicji Heinego nie mamy
zbiegu kwantyfikatorow. Jednak jedyny kwantyfikator ,przy wszelkim
ciggu x,,” wigze zmienng wysokiego typu logicznego, a nie typu liczby.
Ponadto z definicji Heinego nie wynika w sposéb latwy ta wlasno§é
funkeji cigglych, ktora jest podstawg do sformulowania definicji Cau-
chy’ego. Z tych wzgledow racze] definicja Cauchy’ego bylaby korzyst-
niejsza. Przed sformulowaniem tej definicji nalezy wskazaé na znaczenie
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rozwazal, w ktérych wystepuja male przyrosty argumentu i funkeji.
Takie rozwazania znajdujemy w teorii bledow, ktéra posiada duze zna-
czenie ksztalcace niezaleznie od swej roli przygotowaweczej dla analizy,
a ktéra jest dobrym zastosowaniem teorii nieréwnodei i znaku wartogei
bezwzglednej. Pozytecznymi beda pojecia bledu, bledu wzglednego,
granicy bledéw (tolerancji) i twierdzenia o bledzie sumy i bledzie wzgle-
dnym iloezynu. Te ostatnie prowadza do twierdzen o ciaglosei sumy
i iloczynu funkeji eiaglych, a takze do wzoréw na pochodng sumy i ilo-
czynu funkeji o znanych pochodnyeh. Jako wstep do Secistej definieji
cigglodei funkeji w sensie Cauchy’ego nalezy przerobi¢ rozwigzywanie
nieré6wnosci wprowadzajagc pojecie czesciowego rozwigzania. W definicji
cigglodei funkeji f w punkeie z, wypowiada si¢ warunek, ze dla kazdego
dodatniego ¢t mier6wnosé |f(x)—f(x,)| < t posiada czesciowe rozwigzanie
postaci |z—x,| < s. Po oméwieniu pewnych wlasnodei funkeji cigglej
mozna zdefiniowaé granice funkeji f przy « zmierzajacym do punktu a,,
w ktérym f nie jest okreslona, jako warto§é¢ w x, funkeji bedacej ciaglym
rozszerzeniem dla f. Ta definicja wystarcza do omdwienia najwazniej-
szego przypadku granicy ilorazu o liezniku i mianowniku zmierzajacych
do zera, a takze do zdefiniowania pochodnej.

Pojecia graniczne nalezy zdefiniowa¢ tak wezeénie, aby jeszeze
w toku nauczania szkolnego mozna bylo z nich korzystaé. W szezegol-
nosei nalezy poprawnie wyprowadza¢ wzér na objetosé stozka — jako
granice ciagu objetofei przyblizonych. Bezposrednio po zdefiniowaniu
granicy funkeji nalezy podaé definicje pochodnej, jako najwazniejsze
praktyecznie zastosowanie granicy. Sadze, ze te definicje winny znalezé
miejsce na poczatku przedostatniej klasy, a moze jeszeze wezesniej. Po-
chodna dostarcza wtedy teoretycznego uzasadnienia dla interpolacji,
stosowanej obecnie praktyeznie przy odezytywaniu tablic logarytmicz-
nych bez teoretycznego ugruntowania. Przy pierwszym omawianiu po-
chodnej wystarczy ograniczy¢ sie do najprostszych przykladéw oblicza-
nia. W dalszym kursie warto byloby wyrobié pewng sprawno$§é ueznia
w rézniczkowaniu w doéé¢ waskim zakresie. Jako zastosowania rachunku
rozniczkowego nasuwa sie obliczanie ekstreméw. Sadze, ze pozyteczne
byloby ilustrowanie wykladu przykladami zastosowan fizycznych, a nawet
wskazanie na przyklady, w ktérych rozwazania fizyezne prowadzg do row-
nan rézniczkowych.

7 uwagi na trudnoseci rachunkowe zwigzane z catkowaniem, rachunek
calkowy nalezy ujaé jeszeze bardziej teoretycznie, niz rézniczkowy.
Pojecie pola figury krzywoliniowej, pojecie trapezoidu krzywoliniowego
dostarcza przygotowania do geometrycznej definicji calki oznaczonej.
Teoria logarytmu naturalnego jest tu dobra ilustracja. Nalezy wiec ra-
chunek catkowy rozpoezaé od calki oznaczonej. Dowdd rézniczkowalnosei
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x

funkeji okreflonej za pomoca calki [ f(t)dt nie przedstawia trudnosei.
@

W dalszym ciggu nalezy zdefiniowaé¢ calke mnieoznaczona i podaé przy-
klady metod jej obliczania.
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