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ROCENIKI POLSKIEGO TOWARZYSTWA MATEMATYCZNEGO
Seria IT: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE IV (1960)

J. MixusiNskI (Katowice)
Trygonometria réwnania rézniczkowego x®+x =0 (%)

1. Rozwigzania podstawowe. Réwnanie

(1) 4z =0
rozwiazujemy podstawiajac x = ¢®. Wtedy dla a dostajemy warunek
a*+1 =0,

z ktérego wynika, ze a musi byé¢ réwne jednej z liczb
i__(l—l,—?:), —1: (1—1), ~1—(—-1—}—£}, ;];(_1_5).
V2 V2 V2 V2
Stad mamy eztery rozwigzania réwnania (1)

6(1""{]!“/5, 6(14}‘“/‘:‘, g(—»1+1’)tw§’ e(—l-i)ﬁl’é'
Srednia arytmetyczna C(t) tych rozwigzan jest takze rozwigzaniem

réwnania (1). Latwo sprawdzié, ze
(2) C(t) = coshL_ cos t—,
¢ V2 Ve
gdzie cosh oznacza funkeje cosinus hiperbolicus. Takze pochodne
smhmt-— cos— — cosh - t_ sin LJ
Ve Ve

1
C'(t
(B [ o
C'"(t) = —sinh }/5 sln]/t_

1 4 t t t
"' (t) = ﬁ—(smh——cos— +cosh-—sm—-—)
V2 V2 V2 V2 V2

(*) Artykul ten stanowi analogig do dawniej opublikowanego artykulu Trygo-
0 (Wiadomodci Matematyczne 2 (1959),

nometria réwnania réiniczkowego x'' -+ x
str. 207-227), stanowi jednak sam dla siebie niezalezna caloéé
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spelniaja rownanie (1). Wprowadzajac oznaczenie

(3) S(t) = smh~— sin — ’/2

mamy

')y = —8(@) 1 8"(@)=0C({)

We wzorach tych druga pochodna gra taka sama role jak pierwsza po-
chodna w analogicznych wzorach dla funkeyj trygonometryeznyeh sinus
i eosinus.

Z (2) i (3) wynika, Ze obie funkeje C(¢) 1 S(f) sq parzyste. Pochodne
C'(t) i 8'(t) sa nieparzyste. Wykresy wszystkich eczterech funkeyj C(t),
C'(t), S(t) i S’(t) podajemy na rysunku 1.
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oy
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Gy
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-3V2w 2 Var 4

2. Twierdzenie o istnieniu i jedynosci. Z ogélnej teorii réwnan
-rézniczkowych wiadomo, Ze zachodzi nastepujace

TwierDZENIE 1. Dla dowolnie danych liceb ko, ki, ky i ks istnieje
jedno i jedyne rozwiqranie réownania (1), spelniajace warunki poczatkowe

(4) 2(0) =ky, &(0) =k, a&'(0)=ky @"(0)=ks.
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Ze wzoru (2) i z trzech wzoréw po nim nastepujacych widaé, ze
(5) co0)=1, <C(0)=0, C’0)=0, C"(0)=0.

Zatem funkeja C(t) moze byé zdefiniowana jako jedyne rozwigzanie
roéwnania (1) spelniajace warunki (5). Podobnie funkeja S(t) jest jedynym
rozwigzaniem réwnania (1) spelniajacym warunki

8(0)=0, 8(©0)=0, 870)=1, ~8"(0)=0./

3. Postaé wyznacznikowa wzoru jedynkowego. Wronskian funkeyj
¢, 8,8, —C' ma postaé

0 & 8 —0|

¢ 0 & s‘
W= ;
-8 00 ¥

-8 -8 ¢ 0

Roézniczkujac ten wyznacznik wedlng wierszy, dostajemy sume eczterech
wyznacznikow, z ktorych kazdy ma po dwa wiersze identyezne lub rdz-
nigee sie tylko znakiem. Stad wynika, ze pochodna W’ jest réwna 0 i,
w konsekwencji, ze wyznacznik ma warto§é stala dla wszystkich ¢. Latwo
sprawdzi¢ dla t = 0, ze
000
0100
W(0) = =1;
0010

001

zatem mamy identyczno§é

—8 -8 ¢ ¢
analogiczng do trygonometrycznego wzoru jedynkowego

cost sint!

—gint cost!

Inna postaé¢ wzoru jedynkowego podamy w paragrafie 5.



76 J. Mikusinski

4. Dalsze wzory wyznacznikowe. Oznaczmy przez (C), (8'), (8)
i (¢’) minory odpowiadajace elementom C, 8’, 8 i €' z pierwszego wiersza
wyznacznika W. Jest wiec

(6) W = C-(C)+ 8 (8)+ 8- (8)+ 0"~ ().

Porzadkujac wiersze w minorach tak, by na przekatniach gléwnych
znalazly si¢ jednakowe elementy, mamy

J c 88 o 0 &
= o )=|—-8 ¢ ¢},
‘—s ¢’ C | -8 -8 ¢
8 —¢ —C &8 —C
=8 8 -0, W®=|c & 8]
c & 8 ¢ o 8

Latwo sprawdzié, rézniczkujge minory wedlug wierszy, ze
() (0 =—(8), (&) =—(8), (8) =(0), (C)=—(0).
Stad wynika w szezegdlnosei, ze
(0)9+(0) = 0.

Poniewaz funkeje (C), (C)', (C)” i (C)""" przyjmuja w punkeie ¢ = 0 odpo-
wiednio wartodei

100] 000 00—1‘ 010‘
010/, —(100/, (00 0, (001}
001 010 10 0\ 000],
czyli
1, 0, 0, 0,

wiec stad wynika, ze (C) = C. Wobec (7) mozemy napisaé eztery tozsa-
mosei

(8) © =0, §)=-0, $=-8 ()=-§,
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czyli
c 8§ 8 s8 8 -
¢ c 8 =7a, c 8 8S|=-C,
-8 ¢ C ' S’
s —C —-C ¢ C ¥
s 8 == -8, -8 0 C|=-N8.
C 8 8 -8 -8 ¢

5. Inna postaé wzoru jedynkowego. Wobec (6) i (8) wzér jedyn-
kowy z paragrafu 3 daje si¢ napisa¢ w nastepujacej prostej postaci:

(9) 0*—20'8'— 8 = 1.

Wzér ten mozna sprawdzié bezposrednio przez podstawienie do
niego (2) i (3). Proseiej mozna go sprawdzié¢, zauwazywszy, ze pochodna
lewej strony jest réwna

200" —20" 8" —20'8"—288"' =0

na podstawie rownosei "' = —8 i 8" = C. Zatem lewa strona (9) jest
stalg; stala ta wynosi 1, poniewaz dla t = 0 lewa strona — jak widaé
od razu — ma wartos$é 1.

6. Wzory na sume argumentow. Z twierdzenia I wynika
TwIBrRDZENIE I, Jezeli funkeja x(t) spelnia réwnanie (1) ¢ warunki (4),
to ma postac

2(t) = ko0 (t)+ Fy 8" (1) + k2 8 (1) — ks O (1)

Dla dowodu wystarczy zauwazyé, ze funkeje €, 8, § i —C’ 83 roz-
wiazaniami réwnania (1), spelniajacymi odpowiednio warunki poczatkowe:

1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1.

Dla dowolnie ustalonego % funkecja C (14 «) spelnia warunki poczat-
kowe
C(u), C'(u), —8(u), —8"(u).
Stad wynika wzoér

(10) Ct+u) =C@)C(u)+ 8 ()0 (u)— S (t)S(u)+C'(t) S (u).
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Przez koléjne rézniczkowanie tego wzoru wizgledem ¢ dostajemy
dalsze wzory na sume argumentow:

(11) O (t+u) = C'(#)C(w)+ C(t)C’ (w)— &' () S (u)— S (t) ' (u),
(12) S(t+u) = S(t)C(u)— 0" (1) 0" (u)+ C (1) 8(w)+ 8 (t) 8" (u),
(13)  S'(t+u) = 8 ()0 (w)+ 8@)C" (w)+ €' (1) 8 (u)+ € (8) 8" (w).

Podstawiajac w (10) u = —t otrzymujemy, wobec parzystosei
O i 8 oraz nieparzystosci ¢’ 1 §’, jeszcze jeden dowdéd wzoru jedynko-
wego (9).

Podstawiajac za§ v = —t w (12), otrzymujemy wzor
(14) 8't— (" = 208.
(Podstawienie # = —1t do wzoréow (11) i (13) nie daje nic nowego).

7. Wzory dla podwojnego argumentu. Podstawiajac w (10), (11),
(12) i (13) u = t, dostajemy wzory dla podwdjnego argumentu:

C(2t) = C2(t)+ 20" () 8" (1) — 8*(1),
C'(2t) = 20 (1) 0" (1)—28(t) 8" (1),
8(2t) = 2C(1) 8(t)— C"*(1)+ 8"*(1),
8’ (2t) = 20(t) 8" (1) + 20" (1) S(1).
Wobec (14) wzdr dla S(2¢) upraszeza sie do postaci
(15) 82ty = 4C(1)S (1),
ktéra jest podobna do znanego z trygonometrii wzoru sin2¢ = 2sintcost.
8. Réwnanie funkeyjne dla C(t). Z (9) i (15) wynika
(16) C(2t) = 202(t)—28%(t)—1,
a przez podwojenie argumentu

C(41) = 202(2t)—282(2t)— 1.
Stad wobec (15)

(17) C(4t) = 202(2t)— 3202(1) 8*(t)—1.

Eliminujac S2(f) z (16) i (17) otrzymujemy nast¢pujace réwnanie funk-
cyjne dla C(t):

(18)  C(4t)— 20 (2t)[C(2t)+ 8C2(t)]+ 3204 (1) — 1602 (t)+1 = 0.
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Udowodnimy, ze
Funkcja C(t) = cosh ¢t/ V2cosh t/ V2 jest jedyna funkejq analityczna
w otoczeniu t = 0 spelniajacq réwnanie (18) i warunki poczatkowe

(19) c(0)=1, 06”0)=0, C*0)=1.

Wystarczy udowodnié, ze dla funkeji
(20) ft) = eyt e t+ e 82 4-...

wspolezynniki ¢; sa przez warunki (18) i (19) okreflone jednoznacznie,

Jezeli wstawimy (20) do (18), to wspoélezynniki przy potegach ¢
z lewej strony réwnosei (18) powinny byé réwne 0. Wsp6lezynnik przy "
(n = 1) bedzie wielomianem w = w(cy, ..., ¢;) ze wzgledu na ¢y, ..., Cy;
wspolezynniki ¢; ze wskasnikiem ¢ wiekszym od » nie beda w tym wielo-
mianie figurowaly. Biorac pod uwage, ze ¢, = ((0) = 1, latwo wypisaé
sume wszystkich wyrazéw wielomianu w, zawierajacych stala c,:

{4"—2[2%(148)+ (2" +2:8)]+ 324 —16-2}¢, = 2°[1+2"*(2"*—5)]ec,.
Stad widaé, ze wspélezynnik przy e, jest dodatni dla » =5, a dla n =
=1,2,3,4 wynosi odpowiednio

28, 0, —32, 0.
Stad wynika, ze dla n = 0, 2, 4 wspolezynnik ¢, daje sie wyrazié jako
wielomian wspolezynnikéw ¢g, ..., ¢,_;. Wobec tego wspélezynniki e,

daja sie obliczaé rekurencyjnie i sa okreflone jednoznacznie, jezeli tylko
znamy juz wspélezynniki ¢y, ¢, i ¢.

9. Kres gérny odleglosci zer. Z postaci funkeyj

t t
C(t) =cosh—=cos— 1 S(t) = smh—-—.— sin —
V2 V2 1/2

widaé, fre przyjmujq one warto$é¢ 0 dokladnie w tyeh samych punktach,
CO €OS — ‘_ isin — ]/_ Odlegltosei miedzy kolejnymi zerami kazdej z tych

V2
funkeyj wynosza

V2-m = 4,442883.

Przez kombinacje liniowe funkeyj C(t) i S(f) mozemy otrzymadé
rozwigzania réwnania (1) majace inne odlegloéci zer. Na przyklad funkeja

(21) z(t) = 8 +eC(t) (¢>0),
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jak to widaé z rysunku 2, jest rézna od zera w przedziale (—A4., A,),
ktory jest wiekszy od V2r. Gdy e dazy do 0, to odleglo§é zer —A4, i ffe
dazy do 2V2x. (Dla wartosei granicznej & = 0 pojawia sie juz nowe zero
(podwéjne) w punkeie ¢ = 0.) Stad wynika, ze dla kazdej liczby dodatniej
D < 2V2 = mozna podaé rozwigzanie rownania (1), ktérego dwa sasiednie
zera znajduja sie w odleglosci wiekszej od D.

Udowodnimy, ze

Dla kazdego rozwiqzania x(t) réownania (1) odleglosé sqsiednich zer
jest zawsze mniejsza nid 2V2r.

-2}
=gl e (t)
_4t eCrt)
Rys. 2

7 poprzednich uwag wynika, Eze ;W tym twierdzeniu liczba 2V2x
nie moze byé¢ zastapiona przez mniejszg. Inaczej mowiac, liczba 2V2x
jest kresem goérnym odleglodci zer, ale kres ten nie jest osiagnigty dla
zadnego rozwigzania.

Dowod. Jezeli A i B (A < B) sa sasiednimi zerami rozwigzania
x(t), to funkcja z({—2) jest rozwiazaniem réwnania (1), majageym sg-
siednie zera w punktach A+ 1 i B--A4. Dobierajac odpowiednio i, mozna
zera A i B dowolnie przesuwaé, zachowujac ich odlegtosé. W szezegol-
nofei mozna je tak przesungé, ze beda lezaly symetrycznie wzgledem
punktu t = 0. Istnieje wiec rozwigzanie y(f) réwnania (1) majace
sgsiednie zera w punktach — C 1 C, przy czym odleglo§é tych zer wynosi

20 = B—A.
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Funkeja y(—t) spelnia takze réwnanie (1) i ma sgsiednie zera w punk-
tach —C i C. Funkeje y(f) i y(—1t) sa rozne od zera w przedziale (—C, ()
i majg ten sam znak. Stad wynika, ze ich suma

2(t) = y()+y(—1)
ma sgsiednie zera w punktach —C i C.
Widaé, ze z(—1t) = z(t); zatem funkeja z(f) jest parzysta i moze byé
przedstawiona w postaci

z2(1) = a8(t)+bC(1),

gdzie a i b sa liczbami stalymi, z ktérych co najmniej jedna jest rézna
od zera. Jezeli a = 0, to zerami najblizszymi punktu ¢ = 0 sa -§V2_71:
i1V2x. Odleglosé tych zer wynosi Vor. W tym wiee przypadku twier-
dzenie jest spelmione. Gdy a # 0, to napiszmy

1 b

Funkeja u(t) ma dokladnie te same zera co z(t) i jest postaeci (21), ktora
byla juz przedyskutowana poprzednio dla bj/a = ¢ =0. W tym przy-
padku odleglos¢ rozwazanych zer jest takze mniejsza od 2V2or. W po-
zostalym do rozpatrzenia przypadku bj/a = ¢ < 0 czytelnik z latwoseig
sprawdzi, ze odleglo§é zer jest mniejsza niz V2.

10. Kres dolny odleglosei zer. Latwo udowodnié, ze zera rozwiqzan
réwnania (1) mogq byé dowolnie blisko, czyli ze kres dolny ich odleglosei
jest rowny 0. Wynika to z nastepujacego twierdzenia:

Dla dowolnyeh liczb t, © t, isinieje takie rozwiqzanie x(t) réwnania (1),
Ze x(t,) = x(ty) = 0.

Rozwigzanie takie mozna z latwoscig wypisaé explicite:
z(t) = 8(l,—1,) 8" (t—1,) — 8 (f,— ) S(t—t,).

11. Zagadnienie brzegowe. Udowodnione w poprzednim paragrafie
twierdzenie moéwi, ze rozwiazaniu x(f) réwnania (1) mozna w dwdéch
dowolnych punktach ¢, i ¢, nadaé wartosdci zerowe. Udowodnimy obecnie
twierdzenie mocniejsze, ze w dowolnych dwoéch punktach mozna zadaé
zupetnie dowolne wartosei i to nie tylko funkeji x(t), ale jednoczesnie
takze jej pochodnej ' (t).

Jedeli ty,ty, kyy kyy ke © ki sa dowolnymi liczbami, to istnieje takie
rozwiqzanie rownania (1), Ze

x(t,) = ky, m'(h) = k;: x(ty) = ks, 33’“2} = L;.

Hoerniki PTM — Wiadomosci Matematyczne IV, 6
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Dow6d. Bez szkody dla ogélnosei dowodu mozna przyjaé, ze {, = 0
i t, > 0. Funkeja
x(t) = k,0(1) -+ kS (t)-+ aS (t)+ BC' (1)

spelnia zgdane warunki w punkeie {, = 0, jakiekolwiek wartosei przyj-
miemy dla a i 8. Dobierzemy a i # w ten sposob, zeby speinione byly
takze warunki zadane w ?,. Warunki te mozna napisa¢ w postaci

by O (ta) + Iy 8 (t2) -+ a0’ (t) + BS (t) = Ky

kyC' (1) + K1 O (ta) — a8 (ta) + B (ta) = Kz

Stale a i B zawsze dadza sie dobraé, jezeli wyznacznik
¢ 8
-8 8

w =

jest rézny od zera w punkcie ¢,.
Istotnie, na podstawie wzorn jedynkowego (9) jest

w=C0'8+482 = }(C* 82—1).
Piszge dla skrdoeenia t,,/l/é = u, mamy stad
w(ty) = +(cosh?ucos?u-+ sinh?usin?u—1) =
= 3[(1+ sinh%u)(1—sin?u)+sinh*usinu—1] =
= }(sinh?u—sin%u) >0 dla u #0.
Poniewaz t, = 0, wiee u # 0 i twierdzenie jest dowiedzione.

12, Uogolnione zagadnienie brzegowe. W paragrafie poprzednim
zadawali§my warto$ei w punktach t; i ¢, funkejom a(t) i «'(t). Okazuje
sie, ze dowolne wartodei mozna zadawac¢ dowolnym spofrod funkeyj
x(t), @' (1), 2" (t),2""" (1), byleby dwie wartofci zostaly zadane w punkeie t,
i dwie w punkeie t,. Prawdziwe jest mianowicie twierdzenie nastepujace:

Istnieje rozwiqzanie x(t) réwnania (1), spelniajace warunki
g () =Ry,  GD(0) = kay  @D() = ks, dW(t) = Ky
dla dowolnie zadanych liczb ty, ty, ky, kq, k3, ks © dowolnie zadanych rzedow
pochodnych i, 1y, 44, 2, wybranych sposrod liczb 0, 1,2, 3 tak, ze i, # iy,
Ty # 1.
Dowdéd. Zatozymy, ze t, = 01it, > 0. Zauwazmy naprzdéd, ze funkeja
—C®"9(t) ma te wlasnosé, ze jej pochodna rzedu i (¢ =0,1,2,3) ma
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wartos¢ 1 w t = 0, pozostale za§ pochodne rzedu < 3 sa réwne 0 w ¢ = 0.
Wobec tego funkcja

= —Fk,C _f,c¢ 4 o0+ po®,

gdzie liezby 4—i,,4—14,,j, k tworza permutacje liezb 0,1,2, 3, jest
rozwigzaniem réwnania (1), spelniajacym zgdane warunki w punkeie
t, = 0. Mozna za‘los?,yé, ze j > k. Aby mozliwe bylo dopasowanie funkeji
do warunkéw w punkcie t,, wystarczy pokazaé, podobnie jak w poprzed-
nim paragrafie, ze

a9 ok

= o+ ok+1) # 0 (J #%).
Zauwazmy, ze
’ )
W == oi+2) otk+2) |’
U+ k+1) | o o’
W, =Wyt w,, gdzie w0, = o+ ok+n|? T | iy oy |

U+ g+

B I |
j 2 k42
P , - | _C(?ng). ,
Wy = w4 Wy, gdzie w; = 00+ otk | Wy = Wy.
Funkecje
(22) Wy Wy, Wy, Wy 1 W,

spelniaja wiec uklad réwnan

W = Wy, W3 = Wy,
’ ’
(23) Wy, = Wy+Ws, Wy = W+ Ws,
I’ !
102 _ 'u?,‘, ws = wl.

Korzystajac z réwnosei C€(0) =1, €'(0) = C"(0) = C""(0) =0 oraz
CEH9(0) = —(09(0), latwo znalezé warto§ci funkeyj (22) w ¢t = 0 w za-
leznosei od j i k. Przedstawiamy je w nastepujacej tabelce:

i k| w(0) w1(0) wy(0) w3(0) w4(0) ws(0)

10 0 0 0 1 0 0
20 0 1 0 0 0 0
21 0 0 0 0 0 1
30 1 0 0 0 0 0
31 0 0 0 0 1 0
32 0 0 1 0 0 0
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Widaé, ze dla kazdej pary j, k dokladnie jedna spofréd funkeyj (22)
ma warto$é 1 pozostale za§ maja wartosé 0 w punkeie ¢ = 0. Stad i z po-
staci réwnan (23) wynika, ze wszystkie funkeje (22) sa w prawostronnym
otoczenin punktu ¢t = 0 dodatnie. S3 one dodatnie takze dla wszystkich
t > 0. Istotnie, gdyby najwiekszy przedzial, gdzie wszystkie funkeje (22)
sa dodatnie, byl skonezony (0,T), woéwezas w punkcie 7 co najmniej
jedna z funkeyj (22) bylaby réwna 0. Wobec (23) funkeja ta ma pochodna
dodatnia w (0, T'), a poza tym jest nieujemna w t = 0, wiec jest dodatnia
w punkeie T. Otrzymana sprzeczno§é¢ dowodzi twierdzenia.



	ab_075
	ab_076
	ab_077
	ab_078
	ab_079
	ab_080
	ab_081
	ab_082
	ab_083
	ab_084
	ab_085
	ab_086

