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E. BIALOBORSKI (Krakow)

O liczbach kolistych

Jezeli liczba naturalna K,, zapisana w ukladzie pozycyjnym o do-
wolnej podstawie naturalnej B > 1, bedzie posiadaé¢ n eyfr e,, ¢,_,, ...
ceuy Cay €, tO jej warto$é da sie przedstawi¢ w nastepujacej postaci:
K, = B"'¢,+B" %¢,_ ,+...+ B¢+ B'e,+B,. Jezeli pierwsza cyfre
tej liczby (e¢,) przeniesiemy na miejsce ostatnie, to powstanie odmiana
kolista K, liezby K,. Warto§¢ nowej liczby mozna zapisa¢ w postaci:

K, = B" '¢,_,+B"%¢y_s+4...+B*¢, +B'e,+B,.

Podobng czynno$¢ mozna powtarza¢ wielokrotnie, otrzymujae dalsze
odmiany koliste liczby K,. Z powyzszych réwnosei po wykonaniu elemen-
tarnyeh rachunkéw otrzymujemy

Ky = B-E,—(B*~1)-0..

7 tej ostatniej zaleznosci wnosimy, ze kazdy wspdlny dzielnik liezb K,
i B"—1 jest dzielnikiem liczby K,, i podobnie, ze kazdy wspOlny dziel-
nik liczb K, i B —1 jest dzielnikiem dowolnej odmiany kolistej liczby K,.

Liczbe naturalng K, zapisang w pewnym ukladzie pozyecyjnym
bedziemy nazywali kolista wzgledem pewnego jej dzielnika d, gdy kazda
odmiana kolista lieczby K, jest podzielna przez d.

Wynik powyzszych rozwazan mozemy sformulowaé jako

TWIERDZENIE. Jesli deielnik d liczby naturalnej K, ktéra ma w eyfr
w ukladzie pozyeyjnym o podstawie B > 1, dzieli liczhe B"—1, to K jest
liczbg kolistq wzgledem d.

7 twierdzenia mozemy wyprowadzi¢ nastepujace wnioski:

WNIOSEK 1: Jesli liczba d jest wzglednie pierwsza z podstawq ukladu
pozyeyjnego B, to istnieje nieskoriczenie wiele liczb kolistych wzgledem dziel-
nika d. Liczbami takimi sq na przyklad wszystkie liczby podzielne przez d
o l-g(d) eyfrach, gdzie | = 1,2,3, ..., ¢ za$ jest funkcja Eulera.

Istotnie, na moey twierdzenia Eulera, wobec (B,d) =1, mamy
d|B*® —1|B"*® 1,



92 E. Biatloborski

WNIOSEK 2: Gdy weémiemy n liczb catkowitych niewjemnych ¢,, ¢, ,,
ceuy Gy, € SPelniajacych warunek c,4-¢,_,+...+¢, > 1, to istniejg takie
liczby naturalne B > 1 i d > 1, ze liczba K, ktéra w uktadzie pozycyjnym
o0 podstawie B ma cyfry ¢,y €,_q, -4 Csy €y, jest kolista wegledem dzielnika d.
Mianowicie wystarczy prayjaé B = e+ ¢y +...+e¢,+1 2as d = B—1 =
=¢,t+ep1+...4+¢.

Istotnie, na mocy naszego twierdzenia wystarczy dowiesé, ze d|K =

=¢,B" '+¢, B"*+...4+¢,B+e, oraz ze d/B"—1. Z okreflenia liczb
K, Bid mamy:

K=d+(K—d)+(e,B" '+e¢, ;B *+...+e; B+
+ @B+ 6—Cp—Coy—...— CG— 06— ) = d+ 6, (B"'—1)+
+p 1 (B*2—1)+...4 6 (B*—1)+ ¢ (B—1).

Widzimy, ze kazdy skladnik tej ostatniej sumy jest podzielny przez
d = B—1, zatem d|K.

Mamy tez oczywiscie d = B—1|B"—1, co koficzy dowod.
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