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H. STEINHAUS (Wroclaw)

Gra jest walka i zabawa réwnocze$nie. Walka jest udzialem zwie-
rzgtb i ludzi, a zabawa, ktéra nam towarzyszy od kolebki do starosei, zwie-
rze¢eiu tez nie jest obeca. Podwoéjny charakter gry przemawia do instynktu
i nie ma cywilizacji bez gier. Nie jest to przypadek, ze w pieciu glow-
nych jezykach europejskich to samo stowo oznacza ,graé” co ,bawid
sie”, a w polskim ,gry” poprzez ,igrzyska” kojarzg si¢ z ,igraszkami”.

W tym artykule nie bedziemy moéwié o grach, w ktéryeh zrecznosé
fizyeczna ma glowna role. Spogréd gier umystowyeh popularnodcia cie-
szy sie u dzieci szubienica, czyli mlynek (rys. 1). Mamy tu na mysli pole
z 9 kwadratow, na ktoérych partnerzy sta-
wiaja na przemian krazki (biale i czarne),
. O a nastepnie posuwaja; wygrywa ten, kto
pierwszy ustawi swoje krazki w jednej linii.
W tej grze powinien zawsze zwyciezyé za-
O . czynajacy — nie trudno podaé taki sposéb

postepowania, ktéry mu zagwarantuje zwy-

cigstwo, cokolwiek by eczynit przeciwnik.

Gdy jednak dodamy regule zakazujacy za-

. O czynajacemu zajgé z samego poezatku srod-

kowe pole, to gra nie doprowadzi do roz-

Rys. 1 strzygniecia, jezeli obaj partnerzy bedg sie

trzymali wladciwych taktyk, ktore tez latwo

sformulowaé. Nalezy to tak rozumieé, ze kazdy partner, ktory nauczy

si¢ taktyki wladciwe) dla jego koloru (zaczyna bialy, jego przeciwnik

jest czarny), zapewni sobie co najmniej remis bez wzgledu na to, jak

zechee graé przeciwnik — ,co najmnmiej”; to znaezy, ze wyuezony part-

ner nie przegra w zadnym razie, a moze wygraé, jezeli przeciwnik po-
peini bledy.

Zmana powszechnie gra w ,wilka i owee” (rys. 2) na zwyklej sza-
chownicy nalezy do tej samej kategorii co szubienica: tu tez istnieje




Nauki

\

108 H. S8teinhaus

taktyka, fatwa do sformulowania, gwarantujgca bialym owecom, zZe zla-
pia czarnego wilka. Totez tylko dzieci, dla ktérych zapamietanie owej
taktyki przedstawia trudnogei, majg przyjemnosé z tej gry, zwlaszeza
gdy graja owcami przeciw dorostemu wilkowi. W Warszawie ulepszono
klasyczng szubienice: na arkuszu kratkowanym X i ¥ na przemian wpi-
suja po znaczku w kratki: X krzyzyk,
za$§ Y kobko. Kto pierwszy ustawi 5 swo-
ich znakéw w jednym wierszu, w jednej
kolumnie, lub na przekatni, wygrywa.
Podobno juz ta gra nie jest banalna.

W S$wiecie gier prym wioda szlachet-
ne szachy, jedna z najstarszych i naj-
bardziej rozpowszechnionych gier, typo-
wy przyklad rozrywki umyslowej. Wy-
glad figur jest dowodem wojennej gene-
zy szachéw. Jest to gra przemienna: przeciwnicy posuwaja figury na
przemian. Pozycja poczatkowa jest w kazdej partii ta sama i zawsze za-
czynaja biale. W teorii gier szachy zalicza si¢ do gier o zupelnej informa-
¢ji: pozycja poczatkowsa zawiera wszystko, co ma jakiekolwiek znacze-
nie dla bialtych i ich taktyki; gdy biale zmienia pozycje przez swoje
posunigcia, nowa pozycja znowu zawiera wszelkg informacje, ktora moze
mieé znaczenie dla czarnych i wplyw na ich deecyzje, ktora si¢ objawi
za chwile jako posunigcie. Kazda partia konezy si¢ tak zwanym ma-
tem, czyli pojmaniem kréla, co oznacza przegrang dla strony pojma-
nego, lub tez nierozegrang (remis). -

Podezas gdy zwyciestwo jest okreSlone niedwuznacznie, mozna
mieé¢ watpliwodei co do regul okreflajacych remis, ezyli nierozegrang,
w podrecznikach gry w szachy. Niektére z nich nasuwaja nastepujace
pytanie: czy mozna wyobrazi¢ sobie taka partie szachowa, w ktorej
zaden cykl kolejnych sytuacji nie powtarza si¢ bezposrednio po sobie,
a ktéra trwa bez kolica. Moze to pytanie bedzie zrozumialsze, gdy je
troche zmienimy i co do fresei i co do formy: ezy mozna okreslié takie
nieskonczone nastepstwo eyfr 0,1, 2, zeby zadna para, zadna trojka,
zadna czwoérka itd. nie powterzela sie bezpo$rednio po sobie? Odpo-
wiedz jest pozytywna. W dalszym ciggu bedziemy uwazali, ze reguly
szachow tak ustalono, iz kazda partia doprowadza po pewnej liczbie
posunieé do takiej pozycji, ktorg przepisy pozwalajy okreslié jako
zwyciestwo biatych, jako zwyciestwo czarnych, albo tez jako remis,
przy czym zadna pozycja szachowa nie nalezy nigdy do wiecej niz
jednej z tych kategorii.

Jest wiele czasopism i ksigzek podajacych zadania szachowe; takie
zadanie sklada sie z diagramu podajacego pozycje i z podpisu: biale
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zaczynaja i daja mata w... posunieciu — zaleznie od tego, czy zamiast
kropek napisano ,2-gim”, ,3-cim”, ... itd., zadanie jest dwuchodéwka,
tr6jchodowka, etc. Dwuchodéwka zada od czytelnika, zeby podal takie
posunigeie bialych, ktére na dowolng odpowiedZ czarnych umozliwia
znalezienie bialego posuniecia matujacego. Bedzie to zrozumialsze, jezeli
wprowadzimy nienzywang nazwe ,jednochodéwki” na taka pozycje,
w ktorej biale moga w jednym posunieciu daé mata. Wtedy dwucho-
dowka bedzie taka pozycja, ktéra po pewnym posunieciu bialych i dowol-

Rys. 3. J. Mikusinski. Biale zaczynaja Rys. 4. M. Hogrefe (Deutsche Schach-
i matuja w dwéch posunieciach zeitung 1927). Biale zaczynajs i matu-
J ja w trzech posunieciach

nej odpowiedzi czarnych zamienia sie na jednochodéwke. To okresle-
nie dwuchodowki wskazuje, jak okredlié tréjchodowke: jest to taka pozy-
cja, w ktérej istnieje biale posuniecie, ktére po dowolnej czarnej odpo-
wiedzi tworzy dwuchodéwke. Podobnie okre§lamy 4-chodéwke itd.,
ogélnie méwige n-chodéwke (n dowolna liczba naturalna). Wszystkie
n-chodéwki (n =1, 2,3,...) nazwiemy koicéwkami z punktu widzenia
bialych. Jest jasne, ze kazda konicéwka jest pozycja zwycieska dla bia-
lych w tym sensie, Ze istnieje taka taktyka, ktéra je prowadzi z tej pozycji
do zwyciestwa bez wzgledu na obrong czarnyeh. Gdy okre§limy jeszeze
konecéwki z punktu widzenia czarnych, to bedziemy mogli powiedzieé
(analogicznie), ze 83 one pozycjami zwycieskimi dla czarnych.
Przypusémy, ze jaka§ pozycja nie jest zwycieska dla bialych. Nie
jest ona wtedy takze koneowks z ich punktu widzenia. Gdyby w tej
pozycji istnialo biale posuniecie takie, ze po kazdej odpowiedzi ezar-
nych pozyecja stawaleby si¢ dla biatych koreéwksa, np. co najwyzej
5-choddwka, to pozycja ta juzi przedtem bylaby koncéwka dla bialych
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i to co najwyzej 6-chodéwka. Ogoélnie] mozemy powiedzieé, ze gdyby
w danej pozyeji istniato biale posuniecie robigce po dowolnej czarnej
odpowiedzi z niej koricowke (z punktu widzenia bialych), to juz sama
pierwotna pozycja bylaby koncowka. Ale zalozylismy, ze nie jest! Wobec
tego do kazdego posunigcia biatych z tej pozyeji istnieje odpowiedZ czarna,
ktéra stwarza nowa pozyeje réwniez nie bedaca korcéwka z punktu
widzenia biatych, a wiec nie bedaca dla nich zwycieska, tak jak poprzed-
nia. Biale zn2jdg si¢ zatem w sytuacji, ktoéra zasadniczo nie rézni sie
od poprzedniej i cokolwiek teraz uczynig, czarne znajda trafng odpowiedz.
Istnieje zatem taktyka eczarnych, ktéra nigdy nie dopusdei bizltych do
koncowki, a wige tym bardziej do jednochodéwki, i nigdy biale nie beda
mogly daé¢ mata. Poniewaz jednak kazda partia musi sie skoiczyé, wiee
skonezy sie zwyciestwem czarnych lub nierozegrang.

Zajmijmy sie teraz pozycja poczatkowa z zwyklej grze. Nie wiemy
czy jest ona zwycigska dla bialych. Jezeli jest, to istnieje taktyka bia-
lyeh gwarantujaca im zwyciestwo. Jezeli nie jest, to istnieje taktyka
czarnych gwarantujaca im c¢o n2jmniej remis. Ten drugi przypadek
dzieli si¢ na dwa. Albo do kazdego pierwszego bizlego posunigcia istnieje
czerne, tworzgce pozycje zwycieska dla ezarnych, a wtedy czarne mogg
wygraé kazda paertie bez wzgledu na to, co zrobig biate, byle czarne wy-
braly odpowiednig taktyke — 2lbo tez jest inaczej, a wtedy przy wia-
Sciwej taktyce obu stron obie moga by¢ pewne, ze uzyskaja co najmniej
remis. To znaczy, ze kazda bez wzgledu na to, jak gra¢ bedzie druga,
bedzie miala pewnosé, ze nie przegra, byle sama grata tak jak trzeba.

To, co tu napisaliémy moze zbyt szczegdlowo, odnosi-sie nie tylko
do szachéw, 2le i do wielu gier podobnego typu, np. do warcabéw, do
gry ,Halma” i do gier tu wyzej wspomnianych. Sens jest nastepujacy:
Jezeli sto demondéw obdarzonych umiejetnodeia obmyé$lania dowolnie
dlugich kombinacji szachowych i bezblednego analizowania wszystkich
mozliwych wariantow zesigdzie do 50 szachownie, to wynik na wszyst-
kich szachownicach bedzie ten sam: jezeli na jednej wygraja biale, to
na wszystkich, jezeli czarne, to na wszystkich, a jezeli na jednej bedzie
remis, to i na pozostalych partie skoricza si¢ nierozegrang.

Taka jest tre§é twierdzenia udowodnionego po raz pierwszy przez
logika wegierskiego I. Kalmara, w latach 1928-29. Moze sig to wydaé
dziwne, ze nie bylo ono znane zadnemu ze slawnych szachistéw, ktérych
tylu umie wymienié¢ historia tej gry. Nie wiedzial o nim nawet Emanuel
Lasker, mistrz §wiata z okresu poprzedzajacego pierwsza wojne Swiatowa,
matematyk, ktory napisal nieciekawg ksigzke o grach. Pamietajmy
jednak, ze twierdzenie Kalmara nie ma dotychczas znaeczenia dla prak-
tyczrej gry: nie wiemy weale, ktora z trzech mozliwo$ei wyzej wymie-
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nionych naprawde zachodzi w grze szachowej i gdyby$my to wiedzieli,
to jeszcze nie daloby nam to znajomosei wlasciwych taktyk, ktorych
istnienie udowodniono teoretycznie przed chwilg.

Na przykladzie ,wilka i owiec” widaé sens twierdzenia Kalméra,
ale komplikacja gry szachowej i ogromne bogactwo mozliwofei, jakie
sig w niej mieszeza, uniemozliwia wskazanie wlasciwyeh, czyli bezbled-
nych taktyk, ktore latwo podaé dla ,wilka i owiec”. Dzigki tej kompli-
kacji szachy zapewne jeszcze przez dlugie wieki unikng zbanalizowa-
nia, odbierajagcego urok tamtej grze.

Moze zainteresuje czytelnika fakt, ze istnieja maszyny grajace
w szachy; wygrywaja one przeciw partnerowi, ktory zna reguly tej gry
od kilku dni, ale przegrywaja przeciw kazdemu przecigtnemu szachiscie;
kieruja sie one pewnymi zasadami taktycznymi, ale ich strategia nie obej-
muje kombinacji siegajacych dalej mniz 3-cie posuniecie.

Jak moze poczatkujacy gracz zapewnié sobie rezultat 1:1 grajac
na dwoéeh szachownicach réwnoczesnie przeciw dwom mistrzom ? Nie
tatwiejszego, jezeli mistrz B gra biatymi, mistrz ¢ czarnymi, a poezatku-
jacy A zaosieda najpierw przeciw mistrzowi B. Gdy B posunie, 4 powta-
rza to bialte posunigcie na drugiej szachownicy, ezynige z niezo swoje
pierwsze posunigcie w partii przeciw €. Gdy C odpowie, A przenosi to
czarne posuniecie na pierwsza szachownice jako swojg odpowiedZ na
ruch mistrza B itd. Tym sposobem na obu szachownicach rozgrywa sie
ta sama partia, ale na pierwszej A reprezentuje czarng, a na drugiej
bialag strone. Wobec tego jezeli A przegra na jednej szachownicy, to
wygra na drugiej i vice versa, a jezeli uzyska remis na jednej to i na dru-
giej szachownicy. Tak wiec zawsze zdobedzie razem 1 punkt (140 =1,
0+1=1, }+3 =1) i tylez zdobeda razem jego przeciwnicy.

Mimo slawy, jaka szezyci si¢ gra w szachy, jej popularno$é nie da
sie poréwnaé z popularno$cia gier czysto hazardowych. Dawniej gra
w kofei cieszyla si¢ powszechna wzigtoscia, o ezym §wiadezg takie zwroty,
jak ,kosci zostaly rzucone” lub lacinska alea
(kostka do gry — rys. ) w wyrazie aléatoire ozna- N
czajaeym po francusku to samo, co po polsku W e '#
»losowy”. Przeciez poczatki rachunku prawdo- m’ .g
podobienstwa lgcza sie $cifle z grami hazardo-
wymi, a do historii tego rachunku przeszlo naz- Rys. 5
wisko gracza de Méré, ktory zaniepckoil sie rze-
komg sprzecznodeig miedry teoriag a praktyka rzucania parg kostek,
az sam wielki Pascal wskazal mu blad w rozumowaniu.

Latwo wymyslaé gry hazardowe. Niech np. A i B maja stopery i niech
kazdy zatrzyma stoper w dowolnej pozycji, ale tak, zeby przeciwnik
jej nie widzial, a nastepnie niech poréwnajg liczby na stoperach — kto
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ma wieksza liczbe, otrzymuje od przeciwnika 1 zlotego za kazda sekunde
nadwyzki; przy tym réznica moze wynosié co najwyzej 29 sekund; réz-
nica 30 sekund liezy sie za zero, a przy wiekszej réznicy na korzys$é A
powieksza sie 0 60 pozycja B; tak np. gdy 4 ma 50 sckund, a B 15 sekund,
to liczy sie tak, jak gdyby B mial 60+ 15 = 75 sekuund: jest 75 — 50 == 25
i B wygrywa 25 zlotych. Widaé tu od razu, Zze gra jest sprawiedliwa.
Jest to gra ofwarta i zaraz powiemy, co to znaczy. Jest jasne, Ze
A musi sie liczyé w kazdej partii z przegraniem 29 zlotych — wprawdzie
nie zawsze przegra i nie zawsze 29 zlotych, ale zadna pomystowo§é nie
da mu pewnosei, ze nie przegra w najblizszej partii 29 zlotych; na pewno
nie przegra wigeej. To samo odnosi si¢ do B. Wyobrazmy sobie, Zze A jest
skrupulatnym buchalterem, ktéry przed przystapieniem do partii notuje
sobie w ksiazeczce swéj stan finansowy —- notuje takze sperande, to
jest warto§é partii, ktéra wedlug umowy ma sie za chwile rozegraé. Otoz
powinien zanotowaé minus 29 zlotyech jako sperande — tak robi ostrozny-
kupiec, ktéry przewiduje kaidg ewentualnosé, Jezeli B ma podobne
zasady, to i on zanotuje minus 29 zlotych jako warto$é majacej sie odbyé
partii dla niego. Ale notatka —29 zlotych w notesie partnera B oznacza
wyplate 29 z1 na rzecz A i przedstawia si¢ dla A jako 29 zl, to jest
o 58 zt wiecej z punktu widzenia 4, niz kwota minus 29 zt zanotowana
przez niego. Ta réznica 58 zlotych jest miarg ,otwartosci” gry, lub —
jezeli kto§ woli — jej rozwartoScia.

Co to znaczy, wyjasni sie¢ moze, gdy podamy przykiad gry zamknie-
tej. Niech koncéwka szachowa bedzie 10-choddowks, i to dokladnie 10-cho-
doéwka, to znaczy takg pozyeja, w ktorej biale (zaczynajase) mogg zagwa-
rantowaé, ze dadzg mata czarnym nie péiniej niz w 10 posunieciu, ale
czarne moga zagwarantowaé, Ze nie przegraja przed 10-tym posunie-
ciem bialych. Wyobrazmy sobie, ze gra sie o pieniagdze i biate dostaja
od czarnych 10 —k zlotych, jezeli mat nastapi w k-tym posunigeiu; tutaj
k moze sie okazaé wigksze od 10, a wtedy 10 — & bedzie liczba ujemng;
ot6z umowe nalezy tak rozumie¢, ze wyplata kwoty minus ¢ zlotych na
rzecz bialych oznacza wyplate ¢ zlotych przez bialych na rzecz czar-
nych. Tak wiec w przypadku mata w 12-tym posunieciu biale przegraja
2 zlote; jezeli dadzg mata w 8-ym, to wygraja 2 zlote; wygrana bialych
w 10-tym posunigciu da kazdej ze stron zysk 0. Jaka jest warto§é partii
dla bialych przed rozegraniem ? Jest zero, bo biale majg sposéb gwaran-
tujaey im co najmniej zero, choé nie maja sposobu gwarantujgcego im
zysk choéby nawet tylko 1 zlotego, bo — jak wiemy — czarne majy
taktyke gwarantujgea im obrone co najmniej do 9 posunieeia bialych
wlgeznie, a wiee gwarantujaca im, Ze nie stracg wigeej niz 0 zlotych.
Tu warto$é buchalteryjna gry przed rozegraniem partii jest 0 dla kazdego
z dwoéch partneréow, a zatem rozwarto$é gry jest zero. Gra jest zamknigta.
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Jeszeze lepiej mozna zobaczyé roznice miedzy grami otwartymi
a zamknietymi na przykladzie psa, ktéry spostrzegt krélika w ogrodzie,
oddzielonym sztachetami od ulicy i ograniczonym murem od reszty par-
celi. Pies biega wzdhuz sztachet po ulicy chege zblizyé sie jak najbardziej
do krolika, a krélik chce stanaé jak najdalej od naszezekujacego psa.
Wyobrazmy sobie, ze inteligencja tych zwierzat wystarcza do tego, zeby
kazdemu z nich mozna daé¢ mapke, aby moglo (w sekrecie przed nie-
przyjacielem) wybraé sobie na niej pozycje najlepiej odpowiadajaca
jego tendenc)i. Rysunek 6 pokazuje pozycje psa P i krélika K. Odleglo§é
PK jest d. Widaé, ze gdyby pies '
byl wybral stanowisko P’, to ryzy-
kowalby, Ze krélik stanie w K, a od-
leglogé P'K jest wigksza niz d. Wy-
bér pozycji P gwarantuje psu zblize-
nie gie do krélika co najmniej na d,
a zaden inny wybor mu tego nie
zapewnia., Krolik nie moze zapewnié
sobie odleglodei wiekszej niz d: jezeli
np. stanie w K', to musi si¢ liczy¢
z tym, ze pies wybierze pozycje P,
a wiedy odleglo§é¢ bedzie mniejsza
od d. Ale krélik moze zapewnié sobie
odleglo§¢ eo nmajmniej d wybierajac Rys. 6
pozycje K, a zaden inny wybér mu
tego nie zapewni. Pozycje P i K na rysunku 6 pokazuja zatem taki
przebieg partii, ze efektywnie kazdy z przeciwnikéw zrealizowat te
warto§é gry, ktérg mogl sobie zapewnié niezaleznie od przeciwnika.
Fakt, Ze zwierzeta mogly to zrobi¢ réwnocze$nie, jest dowodem
zamknietofei gry. Zamkuietodé ta wyraza sie tu tym, ze zwierzeta
stojace w P i K nie maja ochoty sie ruszyé: krolik nie chce sie
ruszy¢, bo kazdy ruch zbliza go do psa, a pies stoi dlatego, ze kazdy
ruch oddala go od krolika.

W grach zamknietych zawsze istniejg takie wzajemne taktyki, ktore
odpowiadajg rysunkowi 6. Partie grang wedlug tych taktyk nazywamy
wariantem gtownym. Jest to walka ostrze na ostrze; w kovicdwkach sza-
chowych autor zadania zgda od czytelnika wlagnie znalezienia wariantu
gléwnego — dingodé partii tak granej figuruje pod diagramem.

Inny bedzie przebieg awantury miedzy psem a krolikiem, gdy ogréd
ma taki ksztalt jak na rysunku 7. Pies musi sig¢ liczyé z tym, ze krélik
zechee stanadé w jednym z punktéw A Jub B; jezeli pies wybierze sta-
nowisko P, to zagwarantuje sobic w najgorszym razie odleglogé e, ale
muiejszej nie moze sobie zapewnié; gdyby stanal w P’ narazilby sie na

Roczniki PTM — Wiadomo$ei Matematyczne III 8
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mozliwo§¢é wyboru pozycji B przez kroliks, a P’'B jest wigksze niz e. Kro-
lik moze sobie zagwarantowaé odleglo§é d w pozycji K. Gdziekolwiek
stanie jego wrég, nie zdola zredukowaé odleglo§ci ponizej d. Ale tersz
te gwarantowane odleglodei ¢ i d sg rézne: e jest wieksze niz d i réznica
e—d jest rozwartoScig gry; okazalo si¢ ze drugi ogréd prowadzi do gry
otwarte]. Co si¢ stanie, gdy zwierzeta
znajda sie na stanowiskach gwaran-
tujacych kazdemu z nich ,warto$é
gry”, a wiec gdy pies stanie w P,
a krélik .w K ? Pies bedzie zadowo-
lony ze swojego szezescia w grze, bo
liczyt sie z odleglodcia e, a zblizyl sie
ulica na odleglo$é d. Ale jego satysfakcja
Rys. 7 nie potrwa dlugo. Kroélik spostrzeze,
ze przez ucieczke do regu A zwiekszy
odleglo$¢ z d na e; gdy to uezyni, pies ruszy w kierunku A, a krélik
pobiegnie wzdluz muru do B, pies pospieszy za nim wzdluz sztachet
i rozpocznie si¢ gonitwa. Widzimy, ze tu-
taj nie ma pezycji wzajemnej réwnowagi.
Brak-takicj pozyeji jest charakterystycz-
ny dla gier otwartych.
Gdy jeden lub wiecej okretéw Sciga
na morzu wregi statek, rozgrywa sie par-

tia gry, ktorg trudno nazwaé zabawsg, ale -
ktéra najzupelniej podpada pod teorie gier _ FHEJ_
oméwiong tutaj na przykladach. Ograni- e
czmy sie do takiej uwagi: Gdy jeden sta- |=== I
tek §ciga inny na pelnym morzu i kazdy %}m s

wie, w jakim kierunku znajduje sig¢ prze-
ciwnik, to gra roscigowa jest zamknieta,
gdy jednak poscig odbywa sie Dblisko
brzegu, to gra jest otwarta i zamienia sie
na zamknigta dopiero wtedy, gdy okiety znaja nie tylko kierunek,
ale i odleglo§¢ wzajemng.

Podajmy jeszeze jeden przyklad gry zamknigtej. Placek ma ksztalt
tréjkata. A4 i B maja sie nim podzieli¢; przy tym 4 ma prawo zazna-
czyé dowolny punkt P na placku, a B ma potem sobie odciaé swoja czedé
prostym cigciem wiodacym przez P. Gra jest niesprawiedliwa, bo B zawsze
moze zdobyé co najmuiej */, placka. Wiecej nie zagarnie, gdy 4 wybierze
grodek ciezkodci tréjkata za P; taki wybor jest najlepsza taktyka dla A4,
najlepszg dla B jest zawsze cigcie rownolegle do jednego z bokéw — takich
réwnoleglych przez P jest trzy i B powinien wybraé sobie najwigkszy

Rys. 8
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z trzech trapezéw. Gra jest zamknieta dlatego, ze B moze zapewnié
sobie */, placka, ale nie moze zapewnié sobie wigcej, a 4 moze si¢ zabez-
pieczyé przed dopuszezeniem przeciwnika B do wigksze] zdobyezy niz
®/y placka. Ten przyklad pokazuje, ze gry niesprawiedliwe mogg byé zam-
kniete.

Nie méwimy o grze w orla i reszke, ale jest pewna odmiana tej gry,
ktora figuruje w wielu dawniejszych podrecznikach rachunku prawdo-
podobienstwa pod nazwg ,paradoksu pe-
tersburskiego”. Gracz 4 wplaca kwote K
zlotych na rzecz gracza B, a nastepnie
rzuca moneta dopéty, dopdki nie pojawi
sig orzel. Gdy orzel pojawi sie za pierw-
szym razem, A otrzymuje 1 zlotego, gdy
dopiero za drugini, otrzymuje 2 zlote, gdy
dopiero za trzecim 4 zlote itd. Kazde
opéZnienie orla podwaja wyplate, ktérg Rys. 9
A otrzyma od B wzamian za wstepng
oplat¢ K-zlotowa. Pytanie brzmi: Jak nalezy ustali¢ K, zeby gra stala sie
sprawiedliwa? Do tego trzeba obliczyé, jak czesto zdarza sig, ze orzel po-
jawi si¢ zaraz za pierwszym razem. Wiadomo, ze §rednio dzieje sie to w co
drugiej partii. Z tego wynika, ze 50°/, purtii skoniczy sie za pierwszym rzu-
tem i §redni zysk partnera A wyniesie z tego tytutu 50 groszy. Ale pozosta-
je ewentualnodé, ze padnie za pierwszym rzutem reszka, a wtedy za dru-
gim padnie orzel lub reszka; poniewaz réwnie czesto pada orzel jak reszka,
wige w polowie partii. ktore zaczely sie od reszki, padnie za drugim rzutem
orzel. Wynika stad, ze 25°/, partii skoriczy si¢ w drugim rzucie. Wtedy jed-
nak A otrzymuje 2 zlote, a 25°, z 2 zlotych jest 50 gr. Rozumujge dalej
w podobny sposéb otrzymujemy 50 gr+ 50 gr+- 50 gr... jako érednig war-
tos¢é partii dla gracza A. To jest nieskoriczenie duzo i warto za taka obiet-
nic¢ zaplacié nawet 100 zlotych i wiecej. A jednak jest niewiele oséb,
ktore zaryzykowalyby w roli A w tym hazardzie wieksze K niz 100
zlotych! Te sprzeczno§é miedzy rachunkiem a psychika gracza nazwano
paradoksem petersburskim (moze dlatego, ze zajmowal sie¢ nim Daniel
Bernoulli podezas swego pobytu w Petersburgu, dokad zaprosila go ze
Szwajearii Katarzyna II). Gra petersburska nie da si¢ zamieni¢ na spra-
wiedliwg przez dobranie statego K, ale mozna ja uwolni¢ od paradoksu
przez odpowiednie zmienianie K, tak Zeby oplata wstepna mogla byé
rézna w nastepujacych po sobie partiach. (Nie zapominajmy, zZe kazda
partia z osobna sklada si¢ z nicokreflonej liczby rzutéw. Konezy sie
dopiero, gdy wyjdzie orzel). Wystarczytoby np., zeby ta oplata wyno-
sila kolejno 1,2,4,1,2,1,8,1,2,1,4,1,2,1,16,... Wtedy oplata 1
pojawialaby sie frednio w 50°/, partii, oplata 2 w 25°, partii, oplata 4
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w 12,5/, partii itd. Poniewaz wygrane kwoty pojawiaja si¢ tez wlasnie

z tymi czestosciami, wiee gra jest sprawiedliwa, a gracz A nie odezuwa

nakazu placenia od czasu do czasu duzych oplat wstepnyceh, bo wygrywa

tez od czasu do czasu kwoty tej samej wielkosei.

Jest rzeczg bardzo ciekaws, ze pojawily si¢ propozycje wprowadze-
nia losu do gier rozumowych i to nie tylko dla wurozmaicenia tych
5 gier. Dawniej, przed pierwsza wojng swiatows, sztaby generalne urzadza-
% Yy tak zwane gry wojenne dla wyszkolenia dowédeéw w operacjach wojen-
nych bez pénoszenia wielkich kosztéw polaczonych z manewrami. Gene-
ratowie przesuwali po mapach krazki wyobrazajace pulki piechoty lub
kawalerii, oddzialy taboru i baterie artylerii ciezkiej lub zwyklej, a reguly
wzigte z doswiadczenia ustalaly, czy np. w terenie plaskim dwa szwa-
drony kawalerii popaite przez baterie
artylerii moga rozbi¢ batalion piecho-
ty, czy tez musza mu ustapié pola.
W moich wspomnieniach sprzed 30 lat po-
zostalo nazwisko prawnika R. Tennera,
ktory mial pomyst wprowadzenia losu dla
upodobnienia gry wojennej do rzeczywis-
tej bitwy. Jezeli mianowicie dofwiadezenie
pozwala oszacowaé w powyzsze] utarczce
szanse zwyciestwa piechoty na mniej wie-
Rys. 10 cej dwa razy wyzsza od szansy kawalerii,
to nalezy kostce oznaczonej barwg kawa-
lerii na dwéch $cianach a barwg piechoty na czterech powierzyé decy-

zje o skutkach bitwy dla stron.

Wréémy do gier otwartych. Kazda partia takiej gry jest przed-
sigwzieciem hazardowym, tym ryzykowniejszym, im wigksza jest roz-
warto§é gry. Gdyby mozna si¢ asekurowaé przeciw skutkom partii, to
taka asekuracja bylaby kosztowna. Jezeli jednak obie strony asekuruja
sie w tym samym przedsiebiorstwie, to koszta asekuracji mogg powaznie
zmaleé. To prowadzi dosyé naturalna droga do pomystu, zeby gracz ase:
kurowal sie sam u siebie. Ryzyko jego w jednej partii nie da si¢ zmniej-
szyé, ale jezeli tych partii bedzie wiecej, to poslugiwanie sie¢ réznymi
taktykami w kolejnych partiach moze zmniejszyé rozwartosé gry trakto-
wanej jako frednia wielu rozgrywek.

Sprébuje te niezbyt jasne wywody uwypuklié na przykladzie gra-
cza, ktéry dysponuje druzyng zlozona z 10 podlegltych mu graczy, podobnie
jak jego przeciwnik. Moze on wyznaczy¢ rézne taktyki kazdemu ze
swoich ludzi i jego przeciwnik moze — jezeli zeche — zrobié¢ to samo,
ale podwladni musza sie trzymaé stale danych im polecen. Turniej odbe-
dzie sie wedlug zasady ,kazdy z kazdym”, a wieec bedzie 100 partii zwy-
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kitych. Kapitanowi druzyny A przypadnie jako rezultat catego turnieju
frednia z 100 wynikow uzyskanych przez czlonkéw jego druzyny, & w po-
dobny sposob obliczy sie rezultat kapitana B. Okaze sie, ze rozwarto$é
nowej, zbiorowej gry, to jest granej osobigcie przez obu kapitanéw, bedzie
nieznaczna. Gdy zamiast druzyn dziesiatkowych wprowadzimy wieksze,
np. dwudziestkowe, rozwarto§é stanie sie jeszcze mniejsza. Bedzie ja
mozna dowolnie zmniejszy¢é przez zwiekszenie druzyn. Dzieki temu
kapitan 4 bedzie mégl sobie zapewnié — niezaleznie od taktyki B — lepszy
wynik §redni, niz w grze indywidualnej.

Praktyeznie mozna dwojako wyzyskaé to, co wyzej powiedziano.
W takich walkach jak operacje wielu torpedoweéw przeciw wielu ltodziom
podwodnym mozna uwazaé kazdg strone za druzyne i bezpofrednio
zastosowaé wylozong przed chwila zasade ,mieszanych strategii” (nazwy
tej uzywajg niektoérzy autorowie). W otwartych grach indywidualnych
graczy, ktore skladaja sie z serii partii, gracz moze stosowaé inng tak-
tyke w kazdej partii i polepszyé przez to §redni wynik, podobnie jak
to dalo sie zrobié przez wprowadzenie druzyn.

Teraz staje sie zrozumiale tak zwane fundamentalne twierdzenie
J.v. Neumanna, ndowodnione niezbyt dawno, ze kazda gre dwuosobowsg
mozna domknaé przez wprowadzenie strategii mieszanych (nasz sposéb
wyjaénienia sensu tego twierdzenia opiera sie na spostrzezeniu Rylla-
-Nardzewskiego dotyczgcym gier druzyn ugrupowanych w pary). Prak-
tyczny sens domykania streszcza sie w tym, ze daje ono partnerom
wyzszg gwarancje, eliminujac wplyw hazardu.

Samo zagadnienie grupowania w pary jest ciekawe takze z innego
punktu widzenia, a mianowicie wtedy, gdy porzuca si¢ zasade gry ,kazdy
z kazdym”. Gdy np. klub szachowy wysyla reprezentacje zlozong z 8
graczy na jeden dzien do innego o§rodka na spotkanie z 8-ma tamtejszymi
graczami, to jest sluszne, by spotkania przedpoludniowe odbyly si¢ na
8 szachownicach wedlng wyboru partneréw przez kapitana przyjezdnych,
a popoludniowe wedlug wyborn kapitana miejscowego. Przed rozpo-
czeciem rannej gry obie listy zostaja ujawnione, ale sporzadzono je sekret-
nie. Powstaje trudpe zagadnienie, jak powinni kapitanowie, ktérzy znajs
swoich i obeych szachistow z poprzednich turniejéw i rozgrywek elimi-
nacyjnych, wyzyskaé¢ swoja wiedze w ‘nteresie swoich druzyn. Postawmy
konkretne pytanie: Sila graczy przyjezdnych jest 7,7,6,5,5,4,3,3,
a miejscowyeh 9,9,8,6,4,2,1,1. Te liczby rozumiemy w taki spo-
s6b: gdy graecz 7 spotka sie z przeciwnikiem 4, to ich szanse sg 7: 4. Jak
ma ugrupowac pary kapitan przyjezdnych, a jak miejscowy ? Nie znamy
odpowiedzi, a nawet nie wiemy, czy zalozenia odpowiadaja realnej sytuacji.

Bogactwo krélestwa gier jest nieprzejrzane. Przed kilku laty wymy-
§lono we Wroclawin taka gre: Osoby zebrane w pokoju skladaja po 1 zi
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i kazda pisze na karteczce (niewidocznie dla innych) wysoko§é pokoju
w centymetrach. Potem zbiera sie karteczki, sumuje liczby i oblicza
§rednig — czyja liczba jest najblizsza tej sredniej, ten wygrywa calg
pule. Grze tej mozna zarzucié¢ tc, ze niepotrzebnie méwi sie tu o wyso-
kogci pokoju, skoro nie ma zadnego zwiazku miedzy prawdziwa wysokoseia
a wynikiem partii. RzeczywiScie, reguly tej gry daja zupela swobode
piszacym, co uniemozliwia teoretyecznie jej rozwigzanie, ale kazdy gracz
bedzie sie liczyl z tym, Ze niektérzy napisza jednak swoja ocene wyso-
kosci pokoju. Wobec tego niekorzystnie byloby zbytnio oddalaé¢ sie
w wyborze od tej wysokofeci, a raczej od tej wielkodei, ktéra wiekszosé
uwaza za prawdziwa wysoko§é. Ta psychologiezna komplikacja spra-
wia, ze gra staje sie interesujaca, bo wygrywa ten, kto wie, jakie bledy
popeliaja inni przy ocenie wysoko$ci pokoju. Dlatego mozna gre wro-
clawska poréwnad z totalizatorem. Tam nie wystarezy znadé si¢ na koniach,
trzeba takze zna¢ sie na ludziach. Konie mozna — z grubsza — podzie-
li¢ na eztery klasy: 1) dobry kor, ktéry ma niewielu zwolennikéw, 2) dobry
kon, ktory ma wielu zwolennikéw, 3) zly kon, ktéry ma niewielu zwo-
lennikéw, 4) zly kon, ktéry ma wielu zwolennikéw. Poniewaz kwota
wygrana zalezy nie tylko od tego, ktéry kon dojdzie do mety przed
innymi, ale i od tego, ile 0s6b na niego postawilo, bo 1m ko1 jest mocniej
obstawiony, tym mniejsza wyplata, wiee najlepiej stawia¢ na konie
klagy 1), najgorzej na konie klasy 4), a konie klas 2) i 3) daja graczowi
posrednia szanse. Oczywidcie trafnie sklasyfikowaé konie wedlug powyz-
szego podzialu moze tylko taki bywalec wyS$cigéw, ktory zna nie tylko
walory koni, ale takze upodobania, przesady i rozumowania publicznofei
grajacej.

Dla odmiany podamy teraz gre zupehie §ciSle okreSlong. Gracze
A i B piszg na przemian na wspélnej kartce cyfry zupekhie dowolne (czy-
telnikowi przyzwyczajonemu do jezyka gazet przypominamy, zZe cyfra
to nie jest liczba!), z ktérych utworzy sie nastepstwo takie jak np. 109
735628555900114352... Jezeli na poczgtku dopiszemy 0, to bedziemy
mogli calodé przeczytaé jako liczbe ulamkows (z przedziatlu 01). A wygra,
jezeli liczba bedzie wymierna. Tutaj budzi si¢ watpliwoéé, jak mozna
doprowadzi¢ partie do rozstrzygniecia, skoro obydwaj partnerzy muszg
dopisywaé coraz dalsze cyfry. Ot6z na to jest rada: zamiast pisaé cyfry
na wspélnej kartce, kazdy partner napisze na wlasnej kartce (niewi-
docznie dla przeciwnika) swoja taktyke. Na przyklad 4 napisze: bede
stawial zawsze cyfre o 1 wieksza od ostatnio napisanej, a jezeli to bedzie
niemozliwe, napisze 7. B napisze na przyklad: bede stawial jedynki,
z tym wyjatkiem, ze jezeli A napisze 1, to ja napisze 5. Teraz pokazujg
kartki matematycznemu arbitrowi, aby orzekl, ezy liczba przez nie okre-
§lona jest wymierna, czy nie. Latwo wykazaé, ze w przykladzie tu poda-
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nym wygral A. B okazal si¢ zlym graczem, bo mozna udowodnié, ze
gra jest niesprawiedliwa: istnieje taktyka zapewniajgca zwyciestwo gra-
czowi B. Jest nig mianowicie pisanie przez B po kolei wszystkich cyfr
rozwiniecia liczby niewymiernej, np. V2. Opisana tu gra jest najprostszym
przykladem ecalej klasy gier matematycznych, ktorg odkryli S. Banach
i 8. Mazur, gdy jeszcze nowoczesna teoria gier nie byla znana.

PomineliSmy gry wieloosobowe. W takich grach najciekawsze jest
zagadnienie koalicji, to jest grup, ktére stluchaja rozkazéw komendanta
i dzielg sie wygrang wedlug oméwionych regut wewnetrznych, respektu-
jac jednak ogoélne zasady gry. Teorie koalicji uwszaja matematycy za
knajtmdniejﬁze zagadnienie teorii gier.

Sa gry, w ktérych partnerem jest cztowiek grajacy przeciw otocze-
niu, ktére nie musi byé jednostka myélaca i §wiadoma tego, ze jest w anta-
gonizmie do czlowieka. Nazwijmy to oftoczenie naturg. Bedzie zatem taka
gra wyprawa na niedostepny szczyt gérski. Wolimy inny przyklad:
wnioskowanie ze zbadania 25 butelek wybranych z wagonu, zawieraja-
cego 10000 sztuk — ile jest calych, a ile peknietych w owym transpor-
cie. Przypuéémy, ze bylo 20 calych a 5 peknietych w prébee. Gra idzie
o to, zeby odgadnaé¢ mozliwie dokladnie sklad wagonu: wyobrazmy
gobie, ze naturze, ktora kazala niektérym butelkom peknaé przy wydmu-
chiwanin ich w hucie, zalezy na tym, zeby nas wprowadzié w blad, tak
jakby jej kto§ placil kwoty pieniezne proporcjonalne do kwadratu réz-
nicy miedzy prawdziwa a odgadnieta liczba peknigtych butelek. Jezeli
jeszeze wyobrazimy sobie, ze to z naszej kieszeni idzie ta zaplata,
to juz sens tej gry stanie si¢ jasny. Jest ona najwidoczniej otwarta. Bo
my wiemy tylko, ze jest w transporcie co najmniej 20 calych a co naj-
mniej 5 peknietych butelek, a wige, ze liczba peknigtyeh butelek lezy
miedzy 5 a 9980, ale w tych granicach ma natura swobode. Jezeli odgad-
niemy sklad szeczesliwym trafem, natura wygra 0, wiec nic nie moze jej
zagwarantowaé¢ wiekszej wygranej jak zero. Jezeli oszacujemy liczbe
peknietych butelek na 4992,5 (§rednia z 5 i 9980), to omylimy sie co naj-
wyzej o 4990 i przegramy 4987 zlotych 50 groszy — nic gorszego staé
sie nam nie moze, ale tez zaden statystyk nie nauczy nas sposobu sza-
cowania, ktéry by nam zagwarantowal lepszy rezultat. Roéznica 4987,5 —
—0 = 4987,6 jest rozwartoscia gry. Jak ja zamknad, aby zmniejszyé
nasze ryzyko ? Zgodnie z ideg twierdzenia fundamentalnego v. Neumanna
wyobrazmy sobie, ze nadjezdzaja coraz to nowe wagony butelek i ze
naturze wolno nadawaé kazdemu wagonowi dowolny skiad. My pobie-
ramy z kazdego wagonu 25-sztukowg prébke i wolno nam szacowaé sklad
wagonu na podstawie prébki, a natura zmienia sklad transportéow tak,
jakby znala teorie gier. OdpowiedZ jest nastepujaca: jezeli w prébee
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z 25 butelek jest m peknietych, to w wagonie jest (m -+ 2,5)30-1-10000
peknietych butelek.

Jak bylo do przewidzenia, znaczna cze$¢ naszego tematu znalazia
sie poza obrebem niniejszej pogadanki. Moze ten defekt zacheci czytel-
nikéw do blizszego zapoznania si¢ z nauka o grach za pofrednictwem
specjalnych dziel jej poswieconych. (Por. H. Steinhaus, McKinsey
o grach, Prace Matematyczne 2 (1958), str. 234-254. Jest to recenzja
ksigzki: J. C. C. McKinsey, Introduction to the theory of games, New
York 1952). Ksigzka Théorie des jeux et programmation linéaire (Dunod,
Paris 1959), ktérej autorem jest S. Vajda, prowadzi czytelnika od teorii
gier do zagadnien tak 2zwanego programowania liniowego — jest to
dziedzina o duzym znaczeniu praktyeznym, np. w planowaniu ekono-
micznym.
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