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W. SIERPIRSKI (Warszawa)

O rozkladach na sume pieciu szeScianow

[N

W pracy podano elementarny dowéd twierdzenia, ze kaida liczba
catkowita jest na nieskonczenie wiele sposobdw sumg pigeiu szesciandw
liczb catkowitych.

Latwo sprawdzi¢ tozsamosé

(1) 6 = (14+1)°+ (1= 1)+ (— O+ (—1)%,

z ktérej wynika natychmiast, ze kazda liczba catkowita podzielna przez 6
jest sumg czterech szedcianéw liczb calkowitych,

Aby udowodnié to, ze kazda liczba calkowita jest na nieskoriczenie
wiele sposocbéw sumg pieciu szeScianéw liczb calkowitych, wystarczy
wykazaé, ze od kazdej liczby calkowitej mozna odja¢ dowolnie wielki
szefcian tak, zeby réznica byla podzielna przez 6.

Niech wiee ¢ bedzie dang liczbg calkowita. Liczba ¢ przy dziele-
niu przez 6 daje jedna z reszt 0, 1, 2, 3, 4, 5. Mamy wi¢e do rozréznie-
nia sze$é przypadkow:

¢ =6k, ¢=6k+1, ¢=6k+2,
¢ =6k43, ¢==6k+4, e¢=06k+5,

gdzie k jest liczbg calkowita.
Niech n oznacza dowolng liczbe naturalng. Mamy

6k —(6n)® = 6(k— 62n3),
6k+1—(6n+1)® = 6(k— 62n3—18n2—3n),
b6k+2—(6n+2)% = 6(k—62n%—6202—12n—1),
6k+3—(6n+3)3 = 6(k —62n3—2-3302—3n—4),
bk+4—(6n—2)° = 6(k— 613+ 6202 — 12n+ 2),
6k +5—(6n—1) == 6(k— 6218+ 180 —3n+1).
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Oznaczajac wige w szefciu naszych przypadkach przez m odpowied-
nio liczbe 6n, 6n-41, 6n+2, 6043, 6n—2, 6n—1, w kazdym z tych
przypadkéw przy calkowitym ¢ bedziemy mieli ¢ —m? = 6t, skad wobec (1)

6 = M (E+1)34- (—1)3 4 (— )3+ (—1)?,

przy czym dla odpowiedniego n, m moze byé liczby naturalna dowolnie
wielka. Zadany dow6d zostal wiee przeprowadzony.

Co do rozkladéw liczb calkowitych na sume czterech szefcianew
liczb calkowityck, to istnieje przypuszezenie, ze kazda liczba calko-
wita ma nieskoriczenie wiele takich rozkladéw. Przypuszezenie to zostato
gsprawdzone dla wszystkich liczb natwmalnych <350, poza liczbami
148 i 284 (zob. [1]1i [2]), i dla nieskonczenie wielu innych.

Natomiast latwo jest dowieéé, ze zadna liczba catkowita, dajaca
przy dzieleniu przez 9 reszte 4 lub 5, nie jest suma trzech szeSciandéw
liczb calkowitych. Nie obalono dotad przypuszezenis, Ze kazda liczba
calkowita, ktéra przy dzieleniu przez 9 daje reszte inng niz 4 i b5, jest
na nieskolczenie wiele sposobdéw sumg trzech szedciandw liczb calko-
witych. O liczbach 0, 1 i 2 potrafimy dowie$é, ze sa na nieskonczenie
wiele sposobéw sumami trzech szeSciandéw liczb calkowitych, ale dla
liezby 3 dowodu takiego nie znamy. Nie znamy zadnego rozkladu liczby
30 na sume trzech szeSciandéw liczb calkowitych i nie potrafimy roz-
strzygnaé, czy taki rozklad istnieje. Pewne wiadomosei o 10zkladach
liczb na sumy szefcianéw podalem w praey [3], na str. 61-63.
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