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W. SIERPINSKI (Warszawa)

O pewnym zbiorze plaskim

Celem niniejszego artykulu jest dowdéd nastepujacego twierdzenia:

TWIERDZENIE. Jezeli zbiér plaski Z ma skoticzong = 0 liczbe punkidw
na kazdej prostej, réwnoleglej do osi rzednych, to istnieje tylko skonczona
= 0 liczba prostych, réwnolegtych do osi odcictych, na kidrych ledy co naj-
wyzej przeliczalna mmnogo$é punktow nienaletqeych do zbioru Z.

Dowdd. Przypusémy, ze Z jest zbiorem plaskim i ze istnieje nie-
skonezenie wiele prostych, réwnoleglych do osi odcietych, na ktérych
lezy co pnajwyzej przeliczalna mnogo§é punktéw nie nalezacych do Z.
Istnieje wiec cigg nieskonezony takich prostych, na przyklad y = a,
(n=1,2,...), gdzie e, (n =1,2,...) sg réznymi liczbami 1zcezywi-
stymi. Niech T, oznacza zbiér punktéw nie nalezacych do zbioru Z i leza-
cych na prostej y = a,. Kazdy ze zbiorow T, (n =1,2,...) jest wigc
co najwyzej przeliczalny, a wiee i zbiér T == T,4 T,+... jak tez i jego
1zut P na o§ odcietych sa co najwyzej przeliczalne, Poniewaz zbiér wszyst-
kich punktéw osi odcigtych jest, jak wiadomo, nieprzeliczalny, wiec
istnieje punkt (z,, 0) osi odcietych nie nalezacy do P, a wiec nie bedacy
rzutem zadnego z punktoéw zbioru 7. Wynika stad, ze dla n =1,2,...
prosta y = a, przecina prosta & = 2, w punkeie (z,, a,) nalezacym do Z.
Prosta # = x, rownolegla do osi rzednych przecina wige zbiér Z w nie-
skoniczenie wielu punktach (zy,a,) (n=1,2,...), wbrew wlasnoSci
zbioru Z. Twierdzenie nasze zostato wiec udowodnione.

Wynika z niego natychmiast nastepujacy

WNIOSEK. Plaszczyzna nie jest suma dwdeh zbiordw, z kidrych jeden
bytby skonczony na kaidej réwnoleglej do osi rzednych, a drugi bylby co
najwyzej przeliczalny na kaidej réwnoleglej do osi odcigtych.

Yatwy jest natomiast dowéd twierdzenia, ze zbidr wszystkich punktow
kratowych plaszezyzny (ij. wszystkich punktéw plaszezyzny o obu wspdl-
rzednych catkowitych) jest sumaq dwdch zbiordw, z kidrych pierwszy jest
skotnczony na kaidej 16wnoleglej do osi rzednych, a drugi jest skoviczony
na kaidej réwnoleglej do osi odcigtych.



Minist

\

124 W Sierpinski

Dla otrzymania takiego rozkladu punktéw kratowych wystarczy
do pierwszego zbioru zaliczyé wszystkie punkty kratowe (z,y), gdzie
o] < ly|, zas do drugiego zbioru wszystkie pozostale punkty kratowe
plaszezyzny, a wiec takie, dla ktérych |y| < |z|. Dowé6d tego, ze sklad-
niki te maja zadang wlasno§é, nie nastrecza trudnosei.

Mozna tez dowiesé, ze zbiér wszystkich punktéw plaszezyzny o obu
wspélrzednyeh wymiernych jest sumg dwéch zbioréw, z ktérych jeden
jest skobvezony na kazdej réwnoleglej do osi rzednych, a drugi skoriezony
na kazdej réwnoleglej do osi odcietych. Dla otrzymania takiego rozkladu
wystarczyloby do pierwszego zbioru zeliczyé wszystkie punkty (1/m,
r/s) (gdzie ulamki sg nieprzywiedlne o calkowitych licznikach i natu-
ralnych mianownikach) takie, ze

[ -+m < |r|+s,

a do drugiego zbioiu wszystkie pozostale punkty plaszezyzny o obu
wspbirzednych wymiernych.

Mozna takze dowie§é, ze zbidr wszystkich punktéw przestrzeni
tréjwymiarowej o wspdélrzednych wymiernych jest suma trzech zbio-
réw, z ktérych kazdy jest skonezony na kazdej prostej réwnoleglej do
Jednej z osi wspélrzednych.

Zauwazymy tu, iz w nocie przedstawionej Akademii Umiejetnosei
w Krakowie 24.II.1919r. dowiodlem, ze tiwierdzenie: plaszczyzna jest
sumg dwoch zbiorow, z ktérych jeden jest eco najwyzej przeliczalny na
kazdej rownoleglej do osi rzednych, a diugi eo najwyzej przeliczalny
na kazdej réwnoleglej do osi odecigtych, jest rownowazne hipotezie con-
tinuum (ob. tez [1], str. 179). Dowiodlem tez ([2], str. 297), Ze bipoteza
continuum jest réwnowazna twierdzeniu, ze kazdy zbiér plaski, nie
bedacy mocy continuum, jest sumg dwoch zbiordow, z ktéryeh jeden jest
skonczony na kazdej réwnoleglej do osi rzednych, a drugi jest skonczony
na kazdej réwnoleglej do osi odcigetych.

W roku 1951 dowiodlem, ze hipoteza continuum jest réwnowazpa
twierdzeniu, ze przestrzen tréjwymiarowa jest suma trzech zbiorow,
z ktorych kazdy jest skonczony na kazdej réwnoleglej do jednej z osi
wspolrzednyeh ([3], str. 1046 oraz [4] str. 407).

Nie potrafimy natomiast rozstrzygnac¢ pytania: czy isiniejq na plasz-
czyznie trzy proste P; (i = 1,2,3) takie, zeby plaszczyzna ta byla sumaq
trzech zbiorow Z; (4 = 1,2, 3) takich, ze dlo i = 1,2, 3 zbidr Z; jest skon-
czony na kaidej prostej rownoleglej do prostej P;.



i Szkolnictwa Wyzszego

Ministerstwo Nauki

\

O pewnym zbiorze plaskim 125

Prace cytowane

[1] W. Sierpinski, Sur Uhypothése du continu, Fundamenta Mathematicae
b5 (1924), str. 177-187.

[2] — Sur une propriété des ensembles plans équivalente & Uhypothése du con-
tinuw, Bulletin de la Société Royale des Sciences de Lidge 1951.

[8] — Une proposition de la géometrie élémentaire équivalente & Uhypothése du
continu, Comptes rendus des séances de I’Académie des Sciences de Paris t. 232.

[4] — Sur quelques vésultats nouwveauxr concernant U'hypothése du continu, Ren-
diconti di Matematica e delle sue applicazioni, ser. V, vol. X, Roma 1951.



	ab_128
	ab_129
	ab_130

