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O pewnym zbiorze płaskim 

Celem niniejszego artykułu jest dowód następującego twierdzenia: 
TWIERDZENrn. Jeżeli zb2ór plaski Z ma sko1~czo·ną ):: O liczb~ punktów 

na każdej prostej, równoleglej do osi 'rzędnych, to istnieje tylko skończona 
~ O liczba prostych, równoległych do osi odci<::tych, na których leży co naj-
wyżej przeliczalna rnnogość pu-nktów nienależących do zbior'u Z. 

Dowód. Przypuśćmy, że Z jest zbiorem 11łaskim i że istnieje nie-
skończenie wiele prostych, równoległyeh do osi odciętych, na których 
leży eo najwyżej przeliczalna mnogość punktów nie należąeych do Z. 
Istnieje więc ciąg nieskończony takieh prostyeh, na przykład y = an 
(n = 1, 2, ... ) , gdzie an (n = ] , 2, ... ) są różnymi liczbami rzeczywi-
stymi. Niech Tn oznacza zbiór punktów nie należących do zbioru Z i leżą­
cych na prostej y = an. Każdy ze zbiorów Tn (n= 1, 2, ... ) jest więc 
co najwyżej przeliczalny, a więc i zbiór T =:: T1 + T2+ ... jak też i jego 
1zut P na oś odciętych są co najwyżej przeliczalne. Ponieważ zbiór wszyst-
kich punktów osi odciętych jest, jak wiadomo, nieprzeliczalny, więc 
istnieje punkt (x0 , O) osi odciętych nie nale.iący do P, a więc nie będący 
rzutem żadnego z punktów zbioru T. V\"ynika stąd, że dla n = 1, 2, ... 
prosta Y = an przeeina prostą X = Xo w punkcie (mo, an) należącym do z. 
Prosta x = x 0 równoległa do osi rzędnych przeeilułl więc zbiór Z w nie-
skończenie wielu punktach (x0 , an) (n= 1, 2, ... ), wbrew własności 
zbioru Z. Twierdzenie nasze zostało więc udowodnione. 

Wynika z niego natychmiast następujący 
WNIOSEK. Plaszczyzna nie jest s 'umą dwóch zbim·ów, z których jeden 

byłby skończony na każitej równoleglej do osi rzędnych, a dntgi byłby co 
najwyżej przeliczalny na każdej równoleglej do osi odciętych. 

Ła.twy jest natomiast dowód twierdzenia, że zbiór wszystkich punktów 
kratowych płaszczyzny (tj. U'szystkich p~tnktów płaszczyzny o obu współ­
rzędnych całkowitych) jeyt sumą dwóch zbiorów, z których pierwszy jest 
skończony na każdej 1 ównoleglej do osi rzędnych, a dr1Jg·i jest sk01'wzony 
na każdej równoleglej do osi odciętych. 
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Dla otrzymania. takiego rozkładu punktów kratowych wystarczy 
do pierwszego zbioru zaliczyć wszystkie punkty kratowe (x, y), gdzie 
lxl ~ IYI, zaś do drugiego zbioru wszystkie pozostale punkty kratowe 
płaszczyzny, a więc takie, dla których IYI < 1x1. Dowód tego, że skład­
niki te mają żądaną własność, nie nastręcza trudności. 

Można też dowieść, że zbiór wszystkich punktów płaszczyzny o obu 
współrzędnych wymiernych jest sunu}! dwóch zbiorów, z których jeden 
jest skończony na każdej równoległej do osi rzędnych, a drugi skończony 
na każdej równole,głej do osi odciętych. Dla otrzymania takiego rozkładu 
wystn.rczyłoby do pierwszego zbioru z?liczyć wszystkie punkty (1/m, 
rjs) (gdzie ułamki są nieprzywiedlne o całkowitych licznikach i natu-
ralnych mianownikach) takie, że 

a do drugiego 2'bioiu wszystkie pozostałe punkty płaszczyzny o obu 
współrzędnych wymiernych. 

Można także dowieść, że zbiór wszystkich punktów przestrzeni 
trójwymiarowej o współrzędnych wymiernych jest sumą trzech zbio-
rów, z których każdy jest skończony na każdej prostej równoległej do 
jednej z osi współrzędnych. 

Zauważymy tu, iż w nocie przedstawionej Akademii Umiejętności 
w Krakowie 24. II. 1919 r. dowiodłem, że twierdzenie: płaszczyzna jest 
sumą dwóch zbiorów, z których jeden jest co najwyżej przeliczalny na 
każdej równoległej do osi rzędnych, a d1 ugi co najwyżej przeliczalny 
na każdej równoległej do osi odciętych, jest równoważne hipotezie con-
tinuum (ob. też [1], str. 179). Dowiodłem też ([2], str. 297), że hipoteza 
continuum jest równoważna twierdzeniu, że każdy zbiór płaski, nie 
będący mocy continuum, jest sumą dwóch zbiorów, z których jeden jest 
skończony na każdej równoległej do osi rzędnych, a drugi jest skończony 
na każdej równoleglej do osi odciętych. 

W roku 1951 dowiodłem, że hipoteza continuum jest równoważna 
twierdzeniu, że pr2.estrzeń trójwymiarowa jest sumą trzech zbio1·ów, 
z których każdy jest sk01iczony na każdej równoległej do jednej z osi 
współrzędnych ([3], str. 1046 oraz [4] str. 407). 

Nie potrafimy natomiast rozstrzygnąć pytania: czy istnieją na płasz­
ezyznie trzy proste Pi (i = l, 2, 3) takie, żeby płaszczyzna ta była sumą 
trzech zbi01 ÓW Z i (i = l, 2, 3) takich, że dlu i = 1, 2, 3 zbiÓT Z i jest slwń­
czony na każdej prostej równoleglej do prostej Pi. 
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