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S. RoLEwIcZz (Warszawa)

Uwagi o funkcjach o pochodnej zero

Niech X bedzie przestrzenia liniowo-metryczng (tzn. przestrzenis
metryezng, w ktdére) okreflone jest ciagle dzialanie dodawania i dziala-
nie mnozenia przez liczbe rzeczywista). Przez (x oznaczymy przestrzen
funkeji cigglych «(t), okieS§lonych na odeinku (0,1) i o wartosciach
z przestrzeni X. W podobny sposéb jak dla zmiennej rzeczywistej zde-
finiujemy pochodna (patrz np. [1], str. 277)

@(t+h)— (1)

m’(t) LT T R M
>0 h

Niech f(a) bedzie funkcjonatem liniowym okre§lonym na przestrzeni
X (tzn. funkejonalem cigglym takim, ze f(z+y) = f(@)4+fly) 1 f(tz) =
= tf(#), gdzie ¢t oznacza liczbe, z i i zas oznaczajy elementy przestrzeni X).
Zbadajmy pochodna funkeji rzeezywistej g(f) = f (a:(t)). Na moey linio-
wosci funkcjonatu
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jesli pochodna 2'(t) istnieje. Jedli wiee #'(f) = G, to pochodna funkeji
rzeczywistej g(f) jest rowna 0 i funkeja g(t) jest stala.

Zatem je§li w przestrzeni istnieje totalna rodzina funkejonatow
liniowyeh f,(z) (tzn. ze f,(x) == 0 dla kazdego & pociaga = 0) i o'(t) = 0,
to wszystkie funkcje g,(t) = fo{x(t)) sa stale i na mocy totalnosci rodziny
x(7) jest funkeja stala. S. Mazur pcstawil pytanie, czy twierdzenie to jest
prawdziwe, w przypadku gdy nie istnieje totalna rodzina funkcjonatéw
liniowych. OdpowiedZ jest negatywna, co wynika z nastepujacego przykladu.

Niech 8 oznacza zbiér wszystkich funkeji mierzalnych x(z), okreglo-
nych na odeinku (0, 1) z metryka (patrz [1], str. 26)

o (1) —y(2)
) T+le(0)—y ()]

o(z,y) =



Ministersty

o
(7]
N
[
N
>

128 3. Rolewiez
Niech #(7r) bedzie dowolnym elementem §. Okreslimy teraz funkeje

z(r) dla v <t,
w(t) ={

dla b=t

(z(t) jest dla kazdego t funkeja zmiennej 7). Jak tatwo wykazaé
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wiee @'(f) = 0, lecz funkeja x(f) nie musi byé¢ oczywiscie stala.

We wszystkich znanych przykladach przestrzeni liniowo-metrycz-
nych, w ktéryech nie istniejg nietrywialne funkejonaly liniowe, jak np.
dla przestrzeni N (L) (definicja i wlasnogei patrz [2] i [3]), mozna opie-
rajac si¢ na powyzszej konstrukeji wykazaé, ze dla kazdego x istnieje
taka funkeja z(t), ze #(0) =0, z(1) == i &'(f) = 0.

Pyranie. Ozy podana wlasno§é jest warunkiem koniecznym i do-
statecznym nieistnienia funkejonaléw liniowych nietrywialnych ?

Uwaga., Podany wyzej przyklad daje sie latwo uogdlni¢ na przypa-
dek pochodnej zmiennej zespolonej.
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