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Uwagi o funkcjach o pochodnej zero 

Niech X będzie przestrzenią liniowo-nletryczną (tzn. przestrzenią 

ntetryczną, w któreJ określone jest ciągłe działanie dodawania i. działa­

nie mnożenia przez liczbę rzeczywistą). Przez Ox oznaczymy przestrzeń 
funkcji ciągłych x(t), ok1eślony(h na odcinku (O, l) i o wartościach 

z przestrzeni X. W podobny sposób jak dla. zmiennej rzeczywistej zde-
finiujerny pochodną (patrz np. [1 ], ~tr. 277) 

'(t) df 1. x(t+h)-x(t) x -1m . 
· h~o h 

Niech f(x) będzie funkcjonałem liniowym określonym na przestrzeni 
X (tr.n. funk~joua1om ciągłym takim, że f(x+y) = f(x)+ f(y) i f(tx) = 
= t f(x), gdzie t oznacza liczbę, m i y zaś oznaczają elementy przestrzeni X). 
Zbadajmy poebodną funkcji rzeczywistej g(t) =f (x(t)). Na mocy linio-
wości funkcjonału 

g' (t) = limf (x( t+ h))- f (x(t)) = limf (x(t+ h)- m(t)) = 
h-o h łH.O h _., 

= t(lim x(t+h)-x(t)) = f(x'(t)), 
h-O h 

je~li pochodna m' (t) istnieje. Jeśli więc x' (t) = O, to pochodna funkcji 
rzeezywist~j g(t) jest równa O i funkcja g(t) jest stała. 

z~tem jeśli w przestrzeni istnieje totalna rodzina funkcjonałów 

linio,vych fa (x) (tzn. że fa (x) = O dla każdego a pociąga x = O) i x' (t) O, 
to wszystkie funkcje Ya(t) = fa(x(t)) są stale i na nwcy totalności rodziny 
x(t) jest funkcją stałą. S. Mazur pcstawil pytanie, czy twierdzenie to jest 
prawdziwe, w przypadku gdy nie istnieje totalna rodzina funkcjonałów 
liniowych. Odpowiedź jest negatywna, eo wynika z następującego przykładu. 

Niech S oznacza zbiór wszystkich funkcji nlierzalnych x(1:), określo­

nych na odcinku (O, l) z nwtryką (patrz [1], str. 26) 
l 

f lx(7:)-y(-r)l 
e(m,y) = d1:. 

o l+lx(7:)-y(7:)l 
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Niech x(-r) będzie dowolnym elmnentent S. Określilny teraz funkcję 

{ 
x('r) 

x(t) = 
0 

dla 

dla 

't'~ t, 

t<-r 
(x(t) jest dla każdego t funkcją zmiennej -r). Jak łat-wo wykazać 

(
x(t+h)-x(t) ) _ . 

(! h ' o ~~ l hl ' 

więc x' (t) _ O, lecz funkcja x(t) nie musi być oczywiśeie stała.. 

We wszystkich znanych przykładach przestrzeni liniowo-metrycz-
nych, w których nie istnieją nietrywialne funkcjonały liniowe, jak np. 
dla przestrzeni N(L) (definicja i własności patrz [2] i [3]), można opie-
rając się na powyższej konstrukcji wykazać, że dla każdego x istnieje 
taka funkcja x(t), że x(O) = o, x(l) = x i x' (t) = O. 

PYTANIE. Czy podana własność jest warunkien1 koniecznyln i do-
statecznym nieistnienia funkcjonałów liniowych nietrywialnych? 

Uwaga .• Podany wyżej przykład daje się łatwo uogólnić na przypa-
dek pochodnej zmiennej :Zespolonej. 
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