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W. SIERPINSKI (Warszawa)

O pewnym wniosku z hipotezy Goldbacha

Celem niniejszego artykulu jest podanie elementarnego dowodu
(nie odwolujgcego sie do twierdzenia Lejeune-Dirichleta o postepie aryt-
metycznym), ze ze znanej hipotezy Goldbacha (iz kazda liczba parzysta
> 2 jest sumg dwoch liezb pierwszych) wynika nastepujace

TwWIERDZENIE T. Dla kaidej liczby naturalnej parzystej 2k i kazdego
modulu naturalnego m istniejq dowolnie wielkie liczby pierwsze p © q, takie
Ze

2k = p+ q (modm).

Dowoéd wynikania. Niech k& i m beda danymi liczbami natural-
nymi. Poniewaz przy naturalnym a liczba 2k 2mn jest liczbg parzysta
> 2, wiee z hipotezy Goldbacha wynika, ze dla kazdej liezby natural-
nej » istnieja liczby pierwsze p, i ¢, < p, takie, iz

(1) 2k+2mn = py+qy.

Wobec (1) oraz p, = q, 'zna,jdujemy natychmiast, ze p, >mn, skad
lim p, = oo.

A—+00

Niech @ oznacza dang liczbe naturalng i przypusémy, ze dla » > a
mamy stale ¢, <a. Z (1) wynika, ze

(2) Pry1—Pn = 2M+ Gp—Gn .

Gdyby bylo ¢, <a dla n >a, wowezas, wobec (2), mielibySmy
(3) |Prs1—Dal <2m+a dla n >a.

Niech n oznacza najwigkszg liczbe naturalng > a, takﬁ. ze

(4) Pa < (2m+ a)!Pa+I+1§
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wobec tego, ze p,,; < (2m--a)!p,,,~+ 1 oraz limp, = oo taka liczba n

00
istnieje. Bedzie wiec

(5) Pas1 = (2m+a)!payq+2
oraz, wobec (3) i (4),

(6) Pri1 < (2m+a)! Py +2m+a.

Z (5) i (6) znajdujemy
(7) Pnr1 = (2m+ a) !Pa+1+ l,

gdzie 2 <1 < 2m+a < Py, skad wynika, ze liczba p, ., jest podzielna
przez liczbe I; to za$ jest niemozliwe, gdyz p,,, jest liczba pierwsza.

Istnieje wiec liczba naturalna n > a taka, 7e ¢, > a. Lecz dla n > a
mamy tez p, >mn > a. Liczby pierwsze p, i ¢, sa obie > a. Wobee
dowolnosci liczby naturalnej a, liezby p, i ¢, moga byé (przy odpowied-
nim n) dowolnie wielkie, & poniewaz wzér (1) daje natychmiast

2k = p,+¢a (modm),

wiec dowiedliémy, ze z hipotezy Goldbacha wynika twierdzenie T.

Zauwazmy tu, ze opierajac si¢ na twierdzeniu Lejeune-Dirichleta,
lecz nie odwolujac sig do hipotezy Goldbacha, A. Schinzel w swej pracy
Démonstration d’une conséquence de Uhypothése de Goldbach, Compositio
Mathematica (w druku) udowodnit twierdzenie T.
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