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Z. OriaL (Krakow)

Elementarny dow6d pierwszej reguly Guldina

W wykladzie rachunku rézniczkowego i catkowego tak zwane reguly
Guldina uzyskuje sie najczesciej jako proste wnioski z wyprowadzonych
uprzednio wzoréw na objetosé i pole powierzehni bryly obrotowej z jed-
nej strony i wzoréw na wspéhrzedne srodka cigzkodei obszaru plaskiego
i krzywej plaskiej — z drugiej strony. Jakkolwiek wiec tre§é geometryczna
obu regul Guldina nie nastreeza zadnych trudnosei, to przeciez sam zwig-
zek pomiedzy objetoscia bryly obrotowej czy polem jej powierzchni
a potozeniem §rodkow ciezkosei generujgcego ja obszaru czy jego brzegu —
zwigzek otrzymany z formalnego zestawienia dwoéch wzoréw — pozostaje
nadal niejasny. Zwigzek ten moglaby oezywidcie wyjasnié blizsza ana-
liza sposobu otrzymywania wzoréw calkowych, z ktorych w konsekwencji
wynikaja reguly Guldina, zastapienie wzoréw catkowych wzorami przy-
blizonymi, w ktérych zamiast calek wystepowalyby odpowiednie sumy
aproksymacyjne, lub inne tego rodzaju ujecie, ale wydaje sig, Ze nie udato-
by nam si¢ w ten sposoéb usunaé wszystkich trudnogei ezy watpliwosel
i sprowadzié¢ interpretacje geometryczng zwigzkéw okredlonych regutami
Guldina do jednej jakiej§ lub kilku prostych zasad geometrycznyeh.

Obserwujemy przy tym rzecz niezwykle ciekawg. Obie reguly Gul-
dina znane byly na kilkadziesiat lat przed odkryciem rachunku réznicz-
kowego i caltkowego i z tego tez powodu wydawaé by si¢ moglo, ze mate-
matycy XVII wieku znali wyrazone tymi regulami zwigzki pomiedzy
objetosciami i powierzchniami bryt obrotowych a Srodkami ecigzkosel
obszaréw i linii plaskich nie ze strony raczej formalnej — jak we wspol-
czesnej matematyce — ale wilagnie od strony ich geometrycznej tresei.
Ot6z bynajmniej tak nie bylo! Guldin, z nazwiskiem ktorego laczy sie
dzi§ te reguly, w ogéle ich uzasadnié nie umiat! Formuluje je w swoim
dziele o $rodkach ciezkosei [1] tylko i wylacznie na podstawie indukeji
niezupelnej, wysnuwajac ogélne wnioski (tym razem prawdziwe, co mu
si¢ zresztg nie zawsze udawalo) z prawdziwosei tych regul w szeregu
przypadkéw specjalnych. Ogélne dowody tyeh regul potrafili podaé dopiero
matematycy szkoly wloskiej — Bonawentura Cavalieri i Ewangelista
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Torricelli. Jezeli chodzi o pierwszg regule, wyrazajaca zwigzek odleglosei
od osi obrotu srodka ciezkoSci obszaru plaskiego z objetoscia powstalej
zenn bryly obrotowej, to wedlug §wiadectwa B. Cavalieriego(!) ogding
zasade jej dowodu podat pierwszy Antonio Rocea, chociaz wyprowadzil
te regule tylko w szezegélnym przypadku — mianowicie dla paraboli.
Dowo6d Antonia Rocei podaje E. Torricelli(®) w swoim dziele De dimen-
sione parabolae.

Ale dowody te — pomijajac oczywiste roznice w stopniu $cistosei,
terminologii itd. — pokrywaja sie w zupelodei z dowodami znanymi
nam z rachunku rézniczkowego i catkowego. Podstawowe idee i zasady,
majacego powstaé dopiero za kilkadziesiagt lat, rachunku rézniczkowego
i catkowego byly po prostu tak dobrze znane czolowym matematykom
XVII wieku, ze zastosowanie ich w tak prostym przypadku, jak reguly
Guldina, nie nastreczalo im specjalnych trudno$eci. Tym bardziej, ze
idee te i zasady, stosowane dotycheczas tylko w sporadycznych przypad-
kach, zaczely sie stawaé w tych wladnie czasach — szezegélnie w pracach
matematykow wloskich — zalazkiem nowej niezwykle plodnej i uniwer-
salnej metody.

Tak wige, pomimo przeszto trzechsetletniej juz historii regul Gul-
dina, daje sie w dalszym ciagu odezué brak jakiej§ prostej geometrycz-
nej ich interpretacji. Niniejszy artykul stanowi wlasnie probe nadania
tredci geometrycznej wyrazonej pierwsza regula Guldina prostej — jak
mi sie wydaje — interpretacji, a zarazem prébe sprowadzenia dowodu
tej reguty do kilku elementarnych zasad, takich jak zasada Cavalieriego,
proste twierdzenia o §rodkach ciezkoSci itp. Pozwoli to na zupelne wye-
liminowanie z dowodu pierwszej reguly Guldina elementéw rachunku

(*) .E perché anco al Signore Roceca sovvenne due anni sono una simil cosa,
poiche dimostrd, che il momento della parabola librata intorno la base con un paral-
lelogrammo applicato all’istessa base al momento del parallelogrammo &, come il
solido descritto dalla parabola, ciod il fuso parabolico al cilindro fatto dal paralle-
logrammo,... e la dimostrazione de Signor Rocca fatta per glindivisibili si adatta
ad ogni altra figura piana, percido & manifesto, che il Signor Rocca viene virtualmente
ad aver dimostrato, che questi corpi rotondi hanno la proporzione composta della
proporzione delle figure genitrici, e delle circonferenze descritte da’ Centri, d’onde
finalmente si prova, facilmente, che la soliditd di un qualunque corpo rotondo & il
prodotto della circonferenza fatta dal Centro molteplicata nella figura genitrice” —
czytamy w liscie B. Cavalieriego do E. Torricellego z dnia 13 styeznia 1643 roku.
Patrz E. Torricelli, Opere, t. 111, str. 94, Faenza 1919.

(*) E. Torricelli, De dimensione parabolae, 1644, lemma XXXI (Authore
To Antonio Rocea):

»9i figura plana super aliqua sui recta linea figuram ipsam secante libretur,
erunt momenta segmentorum figurae, ut sunt solida rotunda ab ipsis segmentis
circa secantem lineam revolutinnis, descripta®”.
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rézniczkowego i calkowego, i co za tym idzie na nadanie temu dowodowi
bardziej elementarnej formy.

Chodzié mi bedzie w zasadzie tylko o podanie idei takiego dowodu,
dlatego tez ogranicze sie do najprostszego przypadku, tj. do przypadku,
gdy rozwazany obszar plaski jest ograniczony krzywa wypukla. Nie
bedzie to ograniczenie istotne, analogiczny dowdéd mozna przeprowa-
dzié¢ dla obszaréw znacznie ogédlniejszych.

1. Zaczng od nastepujacego oczywistego lematu:

Pole pierécienia kolowego, ktorego brzeg zewnelrzny jest okregiem o pro-
mieniu R, a wewngtrzny okregiem o promieniu r, jest
réwne polu trapezu o podstawie R—r i bokach rowno-
legtych réwnych odpowiednio 2nR 4 2mr (rys. 1).

Treéé tego lematu latwo zinterpretowaé geome-
trycznie. Mozna sobie mianowicie wyobrazié, ze
rozwazany trapez powstaje przez wyprostowanie
wszystkich okregéw o promieniach posrednich miedzy
r i R, skladajacych sie razem na powierzchnie rozwa-
zanego pierScienia kolowego. Zauwazmy, ze czwarty
bok trapezu tworzy z jego podstawsg kat arctg2r. g

Ze sformulowanego wyzej lematu wynika natych-
miast nastepujace

TwWIERDZENIE 1. Objetosé bryly obrotowej, powstalej
przez obrdt wokdt osi | obszaru plaskiego Q, jest réwna
objetosei walca prostego o podstawie 0, $cigtego plasz-
czyznq przechodzqeq przez os obrotw 1 i nachylong do
plaszezyzny podstawy pod katem arctg?2r.

27tR

2mr

Dowéd. Przekroje rozwazanych bryl plaszezyz- Rys. 1

nami prostopadtymi do osi obrotu ! beds odpowie-

dnio — pier§cieniami kolowymi (w szczegdélnym przypadku kolami) i tra-
pezami (tréjkatami), takimi jak okregi i trapezy poréwnywane w le-
macie poprzednim. Z lematu tego wynika zatem, ze pola przekrojow
obu bryt plaszezyznami prostopadtymi do I beda réwne. A stad, na
podstawie zasady Cavalieriego, wynika od razu, ze objetogci samych
bryl tez beds réwne, c.b.d.o.

2. Twierdzenie I poprzedniego paragrafu sprowadza obliezanie obje-
tosci bryl obrotowych do problemu obliczania objetosei walcéw pro-
stych o dowolnych podstawach, Scigtych dowolnymi plaszezyznami.
Dla tego rodzaju bryt udowodnie nastepujace

TwieErRDZENIE II. Objetosé walca prostego, $cigtego dowolna plaszezy-
enq, réwna sig iloczynowi pola podstawy walea przez dlugosé odeinka pro-
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stej prostopadlej do podstawy i przechodzqcej przez $rodek ciggkosei podstawy,
zawartego miedzy podstawq a plaszezyzng Scinajgeaq.

Inaczej twierdzenie to mozna by wypowiedzieé tak: objetos¢ walca
Scigtego plaszezyzng réowna jest iloczynowi pola podstawy przez Sredniag
jego wysokosé, przy czym przez Srednig wysokos$é nalezaloby rozumieé
wysokos$é walea mierzong od §rodka ciezko$ei jego podstawy. Odpowia-
daloby to nastepujacemu twierdzeniu z rachunku rézniczkowego i cal-
kowego: $rednia calkowa funkeji liniowej w dowolnym obszarze plas-
kim réwna jest wartosei tej funkeji w S$rodkn cigzkofei rozwazanego
obszaru.

Dostatecznie elementarnego dowodu tego twierdzenia samemu mi
sig nie udato znalezé. Dowdéd taki znalaztem natomiast w dzietach zebra-

nych E. Torricellego [2]. Wprawdzie ory-
£’ ginalne rozumowanie Torricellego odnosi

o i & ! 0 sie do pewnego bardzo szezegélnego
2 ‘"T‘\ ! przypadku (walec paraboliezny), ale sama
1E] F zasada dowodu daje si¢ z latwoscia prze-

So¢ o0 AN 48 nie§¢ na przypadek ogoélny.
| / Dowéd twierdzenia II. Zalézmy
i s i S, za Torricellim, ze rozwazany walec (wy-
A 5 3,5 ) pukly) posiada plaszezyzne symetrii pro-
stopadla do plaszezyzny podstawy i plasz-
Rys. 2 czyzny goérnej Sciany. Mozemy si¢ przy

tym ograniczyé do przypadku, gdy
plaszezyzna $cinajaca przechodzi przez jeden punkt brzegu podstawy
(rys. 2).

Uzupehijmy wpierw rozwazang bryle do normalnego walea i popro-
wadzmy plaszezyzne symetrii A BCD. Oznaczmy przez G i G'' §rodki
cigzkosel obszaréw 2 1 Q. Qczywidcie §rodek ciezko$ei G pelnego walea
bedzie lezal w Srodku odecinka G'G"'. Oznaczmy przez P i ¢ odpowie-
dnio $§rodki ciezkosci waleéw {cietych ABECF i CDBEF, a przez V,
i V, ich objetosei. Punkty P, @ i G lezg na jednej prostej, a ponadto

PGV, =0QG"-V,,
ezyli
1) PGQG = V,oV;.

Punkty P i @, podobnie jak i punkt @, leza w plaszezyZnie symetrii
ABCD (rys. 3). Polaczmy punkt C ze §rodkiem S, odeinka BD. Twier-
dze, ze punkt @ lezy na odecinku CS8,. Rzeczywiscie, przekrdj (rys. 2)
walca CDBEF dowolng plaszezyzna EFE'F' prostopadly do AB jest
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prostokatem, ktorego srodek lezy na odeinku CS,. A zatem Srodek ciezko-
§ci calej bryly CDBEF tez bedzie polozony na tym odeinku. Podobnie
mozna by wykazaé, ze punkt P lezy na odeinku BS,, gdzie S, oznacza
frodek odcinka AC.

Nie znamy wprawdzie w zupelno§ei polozenia punktéw P i @, nie-
mniej jednak wiadomos¢, ze punkty te leza na odecinkach BS, i €8,
pozwoli nam na wyliczenie stosunku PG/QG. Istotnie,

PGIQG = hy[hs.

A zatem, z wzoru (1) otrzymujemy

(2) Vy="V,4

Z drugiej strony jednak, suma objetosei V, i V', daje nam objetosé catego
walea. Mamy zatem

Gﬂ
C 1 D
(3) Vit V,=P(Q)AC, i Q
|
gdzie P(2) oznacza pole obszaru 2 o o s
Z wzorow (2)1(3) mozna z latwoseiy Wy- . hiie ’
liczyé V,; mamy mianowicie Phﬂ {!
A I 8
AC e
A g R, )
@) Vs hy+ by haP(2). Rys. 3

Latwo jednak zauwaziyé, ze h,+h, réwne jest polowic odeinka AC,
a 2h, = G'H. Mamy wiec ostatecznie

(5) _ V, = P(Q)-@H.

Twierdzenie 11 zostalo wige (dla waleéw wypuktych o odpowiednie]
plaszezyznie symetrii) w zupelnosei udowodnione. Z blizszej analizy prze-
prowadzonego powyzej dowodu wynika natychmiast, ze cale to rozu-
mowanie i wszystkie rachunki mozna by przeprowadzi¢ takze i w pray-
padku, gdy obszar Q nie jest obszarem wypuklym, a nawet w przypadku,
gdy jest to obszar niespojny. Wprawdzie wowezas przekroje rozpatry-
wanych waleéw plaszezyznami takimi jak EFE'F’ nie bylyby juz prosto-
katami, ale i tak srodki cigzkosci tych przekrojow lezalyby na odeinku
C8, itd., z tg tylko réznicy, ze na ogot punkty 4, B, C, D plaszezyzny
symetrii nie lezaltyby na brzegu obszaru 0, ale poza nim (rys. 4).

.- o . i - . 2 i s =
Tak wiec Jedynie zaloZenie o plaszezyznie symetrii rozpatrywanego
walea wydaje sie w przedstawionym powyzej dowodzie twierdzenia 1T
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istotne. Jednak i ogélny przypadek, gdy takiej plaszczyzny nie ma,
daje si¢ z latwosciag sprowadzi¢ do przypadku juz rozwazanego. Majac
mianowicie dowolny obszar £ mozna skonstruowaé obszar Q' syme-
tryczny do £ wzgledem jakiej$ prostej prostopadlej do krawedzi prze-
cigcia sie plaszezyzny, na ktorej lezy 2, z plaszezyzng Scinajaca walca.
Mozna przy tym o§ symetrii dobraé¢ tak, aby obszary 2 i Q' nie mialy
punktéw wspélnych. Wtedy walec §ciety zbudowany na Q- Q' bedzie
oezywiscie posiadal plaszezyzne symetrii — stosowaé si¢ bedzie zatem
don wzér (5). Wzor ten bedzie wiee — jak latwo widzie¢ — prawdziwy
takze dla walca pierwotnego zbudowanego na 2, zaréwno bowiem jego
objetosé, jak i pole podstawy beda rowne dokladnie potowom objetosei
i pola podstawy walca zbudowanego na Q-+ 2', a wysokosci tych walcow
,mierzone” w §rodkach ciezkosci ich podstaw beda jednakowe.

3. Z twierdzen I i 1I, udowodnionych
w poprzednich paragrafach, otrzymujemy jako
prosty wniosek

TwierpzeNIE III (Pierwsza regula
Guldina). Objetosé bryly obrotowej, powstalej
przez obrét obszarw 2 wokél osi 1, réwna jest
iloczynowi pola tego obszaru preez  droge,
jaka przy tym obrocie zakresla srodek ciezkosci
obszaru £2.

- ——

Dowd6d. W mys§l twierdzenia I, objetosé Rys. 4

rozwazanej bryly obrotowej jest réwna obje-

tosei walca prostego zbudowanego na obszarze 2 i §cietego od goéry
plaszezyzna przechodzaca przez of obrotu, nachylong do plaszezyzny
podstawy pod katem arctg2n. Z twierdzenia II wynika z kolei, ze
objetosé tego walca réwna jest iloezynowi pola podstawy przez wyso-
ko§¢ mierzona w Srodku ciezkodei podstawy. Ot6z wysokosé ta —
jak latwo widzie¢ — jest réwna wlasnie drodze, jaka zakredla $rodek
ciezkodci obszaru £ przy obrocie wokot osi .

Prace cytowane

[1] P. Guldini, De Centro Gravitatis, t. I, 1635; t. 11, 1640; t. III i IV, 1641.
[2] E. Torricelli, Opere, t. I11, Faenza 1919,
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