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Ogélne kryterium podzielnoéci liczb

1. Podreczniki teorii liczb podaja kryteria podzielno$ci przez nie-
ktore, niezbyt wielkie liczby (na przyklad Sierpinski, [3], str. 46-48,
podaje, explicite lub implicite, kryteria podzielnosci przez wszystkie
liczby mniejsze od 16, a takze przez 27 i 37). Nie wspomina sie natomiast
o kryteriach stusznych dla wszystkich liczb naturalnyech.

Ostatnio Griinbaum [1] podal metode badania podzielnosci przez
dowolng liezb¢ naturalng. Wyniki jego pracy sformulowal w postaci
twierdzenia (kryterium) Niven [2]. Kryterium Gritnbauma-Nivena opiera
si¢ na rozwinigciach dziesigtnych i wogélnia znane kryteria podzielnosci
przez 3 i przez 9.

Praca niniejsza ma na celu podanie prostszego dowodu kryterium
Griinbauma-Nivena oraz jego uogélnienie na rozwiniecia przy dowol-
nej zasadzie.

2. Niech (g, m) = 1, to jest niech g i m beda wzglednie pierwsze.
Wtedy — jak wiadomo — rozwiniecie 1:m przy zasadzie g ma okres
czysty ([3], str. 222, twierdzenie 6), czyli ze przed powtarzajacymi sie
okresowo grupami liczb stoja same zera. Przypusémy, ze dlugoscia tego
okresu jest s = g(m). Wtedy

lm=p Y g™ =p/1—g~") = ¢’p/(g’— 1)

v=0
Skad ¢°—1 = ¢°pm, a wiec
(1) ¢° =1 (modm).

Jest to podstawowa kongruencja teorii(?).

(*) Wynika ona zresztq natychmiast z eytowanego wvzej twierdzenia. Z twier-
dzenia tego wynika ponadto co$ wiecej, mianowicie ze s jest wykladnikiem, do kto-
rego nalezy g wedlug modulu m. Ta ostatnia uwaga moze ulatwi¢ w wielu przypad-
kach wyznaczenie s.
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Niech

k
fla) = Y e,
r=0
gdzie @y, a,,...,a; 83 liezbami naturalnymi. Jak wiadomo, jesli
a = b(modm), to f(a) = f(b) (modm). A wieec z (1) wynika, ze

(2) f(9°) = f(1) (modm).
Niech

to znaczy ze n jest suma ,cyfr” rozwinigcia liczby N przy zasadzie ¢°.
Oczywidcie N = f(¢°), n = f(1), wiee z (2) wynika, ze

N = n (modm).

Udowodniliémy wiec nastepujace
TWIERDZENIE. Jeseli (g, m) =1 1 s jest dlugoseciq rozwinigcia 1l:m
przy zasadzie g, to

m|N = ja,g"'

v=0

wiedy © tylko wtedy, gdy

min = Zm‘,.

Liczby N i » mozna napisa¢ nieco inaczej. Mianowieie, niech
boy byy ..oy begrs_y beda cyframi rozwiniecia liczby N przy zasadzie g,

to jest niech
sk+s8-1

Y_v v
A_,Q bg .

»=0
Wtedy na to, by — przy wymienionych wyzej zalozeniach — bylo
m|N, potrzeba i wystarcza, aby
_k
(3) min = 3 (by+gho i1t +0 Do a)-
»=0

3. Kryterium to nie rozstrzyga przypadkun, gdy (¢, m) = m, > 1.
Ale wtedy m,|¢g i badanie podzielno§ci N przez m rozpada si¢ na — bar-
dzo proste — badanie podzielnosei N przez m, oraz na badanie po-
dzielno§ci N przez m, = m:m,.



Ogdlne kryterium podzielnodei liczb 31

Oczywiscie najwazniejszym przypadkiem szczegélnym kryterium
jest g = 10. Trzeba wszakze pamietaé, iz dla matych m i dla g = 10

znane skadingd kryteria szczegélowe moga byé wygodniejsze w sto-
2k+1

sowaniu. Na przyklad wezmy m = 11, ¢ =10, N = >’ 5,10°. Wtedy

v=0

znane kryterium podzielnogei przez 11 wymaga dzielenia sumy liczb
2k+1
jednocyfrowych >’ (—1)'b, przez 11, natomiast kryterium Griinbauma-

¥=0

-Nivena zgodnie z wzorem (3) wymaga dzielenia sumy liczb dwueyfro-

k
wych g(bz,-{—l()ba,ﬂ} przez 11.

Warto zauwazyé, ze dla niektérych m wartodé kryterium Griinbauma-
-Nivena moze byé¢ iluzoryezna. Jak wiadomo, moze byé s(m) = s—1.
Na przyklad dla m = 1913, ¢ = 10 mamy s = 1912 ([3], str. 223), a wiec
kryterium ustepu 2 dla podzielnosci przez 1913 nic nie daje, o ile dziel-
na ma mniej niz 1913 cyfr.

Mimo tych zastrzezen kryterium Griinbauma-Nivena moze znalezé
zastosowanie praktyczne nawet dla wzglednie duzych dzielnikéw. Na
przyklad dla m = 2439 i ¢ = 10 mamy s =5 ([1]), 2 wiee wzér (3)
warto stosowaé dla badania podzielnofci przez 2439 wszystkich liczb
co najmniej 6-cyfrowyech (w ukladzie dziesietnym).
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